ISM MP, Mathématiques
Année 2025/2026

Feuille de révisions n°5

Exercice 1 (**)

Soit A matrice compagne de (u,), € K suite récurrente linéaire d’ordre p > 2. Résoudre
AX = XX avec X' = (xo .. .xp,l) non nulle. En déduire la forme des sous-espaces propres de
A et une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité de A.

Corrigé : On a Upyp = Ap—1Upyp—1 + ... + Qoly

avec a; des scalaires et ag # 0. On rappelle

o 1 0 ... O
Vn € N Xpi1 = . 0 xX,, = AX,
0 0 1
Qo . Ap—1
—A
p—1 ]
On note P =X? — " q,X". On a
=0
r = )\l’o
AX =\ X <— — {(x07...,]}p_1) :xo(lv)‘"'w/\pil)
Tp 1 = ATp_2 zoP(X) =0

agxo + . .. Qp—1Tp—1 = )\.I'p,1
On remarque en particulier que X # 0 <= x¢ # 0. La derniére équation indique donc A

racine de P. Par ailleurs, les sous-espaces propres sont des droites vectorielles. Si la matrice A

est diagonalisable, alors on a dimK? = > dimE,(A) = Card Sp (A) ce qui prouve que A
AESP (A)
admet p valeurs propres distinctes et la réciproque étant immeédiate, on conclut

VA € Sp(A) EA(A) = Vect (1, A, ..., A1)
A diagonalisable <= A admet p valeurs propres distinctes.

Exercice 2 (**)

4z 1
In(t)

On pose Ve > —1 F(z) = /
0

1. Montrer que F est de classe ¢! sur | —1;+00 |.

2. En déduire une expression de F(z) pour z > —1.

tr—1
Corrigé : 1. On pose V(z,t) e X x 1 flz,t) = ——
In(t)
avec X = | —1;+00[ et I =]0;1[. Vérifions les hypothéses du théoréme de régularité € sous

I'intégrale.



e Soit x € X. On a t — f(z,t) € €, (I, R) puis

o(1) sizx>0

z z(t—1)

z,t) = 1 ) et x,t) ~

f( )t—>0 O(t_x> 511;6]—1;0[ f( )t—>l t—1 t—1
Ainsi, la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable en 0 par comparaison et éventuellement critére de
Riemann et en 1 car prolongeable par continuité.
ePourt el onax— f(z,t) € € (X,R) par théoréme généraux. Par dérivation, on trouve

of

XxI =
V(z,t) € X x ax(x,t) t

T

of

e Pour x € X, onat— a—(m, t) € (I, R) par théorémes généraux.
x
e Domination : On procede localement pour empécher x d’étre arbitrairement proche de —1.
Soit @ > —1. On a
1

:tTa

of
%(I’t)

On a ¢ € €,m(I,R,), intégrable sur I par critére de Riemann puisque —a < 1. Par conséquent,
la fonction F est de classe €' sur [a;+o0o [ pour tout a > —1 d’ou

Fe€'(]—1;+0],R)

V(x,t) € [a;+00[ x T < p(t) avec p(t)

2. Par dérivation sous l'intégrale, on a

1
1
-1 | = tT dt =
Vo > (x) /0 poe]
Ainsi Vo> -1 F( )—F(0)+/m du
v = 0 u + 1
On conclut Vo > —1 F(z) =In(1 +x)

Exercice 3 (***)

Soit E un K-ev de dimension finie égale a n et f € Z(E). Pour A C Z(E), on note
CA)={ueZE) : YZve A uov=vou}
L’objectif de I'exercice est d’étudier le bicommutant B(f) = C(C({f})).

1. Montrer que B(f) est une K-algébre contenant K[f].
2. Soient A, B incluses dans .Z(E). Montrer

ACB = (C(B)cCC(A)

3. On suppose f cyclique, c’est-a-dire il existe 7o € E tel que (zg, f(x0),..., " (x0)) est
une base de E.

(a) Etablir C({f}) = K[f]

(b) En déduire B(f) =K[f]



Corrigé : 1. On a clairement id € B(f). Soient (\,u,v) € K x B(f)? et soit w € C({f}). On a

uow=wou et vow=wov
d’ou (M +v)ow =wo (Au+v)

et (uov)ow=wuo(wow)=uo(wowv)=(uow)ov=(wou)ov=wo(uowv)

ce qui prouve que B(f) est sous-algébre de Z(E). Pour u € B(f), on a uo f = f owu puisque
feC{f}) dou f € B(f). Du fait de la structure d’algeébre de B(f), on vérifie par récurrence
I € B(f) pour k entier puis P(f) € B(f) pour P € K[X]. On conclut

Le bicommutant B(f) est une K-algébre contenant K]f].

2. Etant donnés A, B inclus dans .Z(E), on vérifie sans difficulté
ACB = C(B)CC(A)

n—1

3.(a) Soit u € C({f}). On note u(xg) = > arf¥(xo) avec les a; coordonnées de u(zy) dans la
k=0

base & = (x¢, ..., f" 1 (xg)). Pouri € [0;n—1],ona f' € B(f) dou

(7)) = (o 7)) = (F o)an) = 7 (s o)) = E s (o) = S (7))

n—1

ce qui prouve que u et Y. axf* coincident sur £ et sont donc égaux. Ceci prouve C({f}) C K[f]
k=0

et I'autre inclusion est immédiate d’ot

CH{s}) =K/
3.(b) Comme on {f} C K[f], il en résulte

B(f) = C(K[f]) c C({/}) = K[/]

L’autre inclusion ayant été établie a la question précédente, on conclut

B(f) = K[f]

Exercice 4 (**)

Former le développement en série entiére de = +— sh (Arcsin ()).

Corrigé : On pose Vee]—-1;1] f(z) = sh (Arcsin (z))

Ona f € %¢?(]—1;1[,R) comme composée de telles fonctions. Par dérivation, on trouve
ch (Arcsin (x))

Vee|-1;1[ fi(z) = Vi

ot fr(w) =2 <ﬁffsgg<x>> + %(1 _2;:2)3 5 ch (Arcsin (x))
Ainsi, la fonction f est solution sur | —1;1[ du probléme de Cauchy
{(1 — )" —txr' —x =0 (H)
(x(0),2'(0)) = (0,1) (CI)

Cherchons une solution développable en série entiére a ce probléme de Cauchy. On pose z(t) =

+00
> a,t" pour t € | —R;R[. Par dérivation de séries entiéres, on trouve
n=0



+00

+00 +00
(1—=)>nn—1)a,t" 2 —t> na,t" ' — zoant” =0

n=2 n=1
+00 +00 +00 +00
d’otl Yo (n+2)(n+ 1)apsot™ — > n(n — ayt™ — > napt™ — > ant" =0
n=0 n=0 n=0 n=0

aprés distribution des produits, changement d’indice et complétion des sommes pour démarrer
a n = 0. Par linéarité du symbole somme car convergence, il vient

i [(n+2)(n + 1)aps2 — (0% + 1)a,|t" =0

Par unicité du développement en série entiére, on obtient
Vn € N (n+2)(n+ a2 — (n*+1)a, =0

Les conditions initiales donnent ay = 0 et a; = 1. Par récurrence immeédiate, on en déduit as,, = 0
et as,+1 # 0 pour tout n entier. Avec un produit téléscopique, on trouve

WneN  agi = a [ 22 = ] <(2"7 D) “) kel

i1 Qok—1 g1 N\ (2k+1)2k (2n +1)!
Pour 7 > 0, on pose u, = ag,+17°"" pour n entier. On a
u,  (2n—1)%241, )

Vn € N*

= r r
Up—1 (2n+1)2n n—00

D’aprés le critére de d’Alembert, si r? > 1 ce qui équivaut & r > 1, la série diverge grossiérement
d’ou R < 1. Sir? < 1 ce qui équivaut & r < 1, la série converge absolument d’ott R > 1. Ainsi, la
solution développable en série entiére est bien définie sur | —1;1[. D’aprés I'unicité du théoréme
de Cauchy linéaire, on conclut

N [T((2k —1)2+1)
Ve e|—1;1] f(t) = TLZ::OaQonQnH avec  Vn € N Gani1 = *= (2n+1)!
Exercice 5 (**¥)
oo T
On pose S(z) = 7;11 —n

1. Etudier la définition, la continuité et dérivabilité de S.
2. Déterminer un équivalent de S(x) lorsque z — 1~

xn

1—an
Les fonctions u,, sont définies au plus sur R~ {—1,1}. Pour |z| > 1, on a

n

Corrigé : 1. On pose V(n,z) e N* xR u,(x) =

T z"
~ — —1

1 — 2" nstoo —x" n—oo

n
n

T
1— 2o

d’oui la convergence absolue de la série. On en déduit

~ ||
n—-+0oo

et pour |z| <1

La fonction S est bien définie sur | —1;1].
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Soit a € [0;1]. On a

n |£L’|n an

V(n,z) € N* X [—a;a] \1—|x|<1—a

T
1—an

On en déduit la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions continues Y u,
n>1
et par conséquent

Se€’(]-1;1[,R)

La série Y u, est une série de fonctions de classe €. Par dérivation, on trouve

n>1
n—1
V(n,z) € N* x ] —1;1] uux)::aﬁézag
Soit @ € [0;1[. 1 vient
n—1
. , na 1 )
—a- < 7 _ il
V(n,z) € N* x [—a;a] lul,(x)] < =0 =0 <n2

Ainsi, la série > u, de fonctions de classe €' converge simplement, la série Y u/, converge
n>1 n=1

normalement donc uniformément sur tout segment de | —1;1[ et on conclut

Se¢'(]-1;1],R)

t

2. Soit € ]0;1][. La fonction t —

- est continue par morceaux sur [1;+00[, décroissante,
—x

t n
- dt est de méme nature que la série )
1—x n>1l —a"

Par comparaison série/intégrale, il vient

+00 t +00 +00 t
/ LA <S(r) =+ Sun(z) < x+/ Tt
1 r  p=2 1

donc convergente.

+00
positive. L’intégrale /
1

1—uzt 1-— 1—z 1—at
+oo t oty oo _
avec / A P [hl(l L )} _ In(l — )
T In(z) 1, In(z)
In(1— ) r  In(l—z)
d’on Y < <
ou () S(x) T + (2]
Enfin, on constate v — o <ln(1 - $))
r—1 z2—=1- 1D(I)
In(1 —x)
D7 U Y —_—
o S<$) r—1— €r — 1

t

Variantes : (a) Si on reconnait pas de dérivée dans I'expression T

- avec ¢ = 1, on peut
—x

+oo t 1 x d
utiliser le changement de variables v = z'. Les intégrales / T dtet / Y sont
, 1—at In(z) Jy 1—u

de méme nature donc convergentes et par conséquent égales avec

/*Oo xt 1 /"” du In(1 — )
——dt = =
. 1—uat In(z) Jy 1—u In(x)




t

1 —at

+oo l’t +00 4o
dt = / 283"t dt

+0o0
(b) Pour la convergence et la valeur de / dt avec z € ]0; 1], on peut remarquer
1

+00 In—]—l
Or, la série (D dt = S converge et par intégration terme a terme, on
Z/O 2 (n+1)In(z) & P &
obtient
+00 t 0o +00 0o n+1 _
/ LT +z: LDt g — +Z x _ ~In(1 —x)
1 1—at n=0J0o n=o(n+1)In(x) In(x)

Exercice 6 (**)

Soit A € #,(K) et Xy € #,,1(K). Montrer le théoréme de Cauchy linéaire pour le probléeme de
Cauchy

X' = AX
o x,

Corrigé : La fonction ¢ — ¢*AX, est solution du probléme de Cauchy. Soit X une solution de
ce probléme. On a

S [eX(1)] = e~ [-AX(1) + AX(1)] = 0

ce qui prouve que la fonction t — e_tAX(t) est constante puisque ses fonctions coordonnées sont
de dérivées nulles sur R. On en déduit e "AX(t) = X(0) = X, pour tout t réel autrement dit
X(t) = e™Xy et on conclut

. X' =AX ) )
Le probléme de Cauchy admet une unique solution.
X(0) = Xq

Exercice 7 (**)

1. Soit A € #,(K) diagonalisable. Déterminer la forme des solutions de I'équation X' = AX.

2. Soient ayg, ..., ap,_1 des scalaires et A la matrice compagne associée a I’équation différen-
tielle scalaire linéaire d’ordre p

2@ +a, 2PV + .+ agz =0 (H)

Etablir que la matrice A est diagonalisable si et seulement si elle admet p valeurs propres
distinctes.

Corrigé : 1. Soit P € GL,(K) telle que D = P~'AP = diag(\y,. .., ),). Notant (E;);<;<, base
canonique de .7, (K), on a

X' =AX <= Y' =DY <= Y € Vect (t»—>eAitE,»)1<i<p = X € Vect (t~—>e/\itPEi)1<i<p

L’ensemble des solutions est Vect (t — e’\it\/i)1 <icp AVEC les

A; valeurs propres de A et les V; vecteurs propres associés.

2. La matrice compagne associée a I’équation (H) est donnée par



A= 0
0 0 1
—CZO .. o .. .« .. _apfl
On a (H) < X'=AX avec X' = (gg A x(p—l))

Supposons A diagonalisable. En appliquant le résultat précédent et en spécialisant pour la pre-
miére coordonnée, on trouve

P
VteR  z(t) = dayelt
i=1

avec les «; des scalaires et les \; valeurs propres de A. Ainsi, la famille (t — em)1 <i<p est
génératrice de Sy. Comme l'espace Sy est un sev de €P(R,K) de dimension égale a p, on a
nécessairement les \; deux & deux distincts. La réciproque est la condition suffisante de diago-

nalisation. On conclut

La matrice compagne A est diagonalisable si et seulement si elle admet p valeurs propres distinctes.

Remarque : Ce résultat peut étre établi par des arguments ne relevant que de I'algébre linéaire.

Exercice 8 (***)

Soit s > 1 et (N*, P(N*),P) espace probabilisé tel que

A
Vn € N P({n}) = 5 avec A réel

On pose Vp € N* A, ={n € N* | p divise n}
et on note P I’ensemble des nombres premiers.

1. Déterminer la valeur de .

2. Montrer que les événements (A,),cp sont indépendants.

3. Etablir I'égalité C(s) =TI <1 — i)l
pEP p
Corrigé : 1. Par o-additivité, on a
SP((n}) = BOV) = 1= A(s) avee (s) = 3 -
Avec A = ﬁ > 0, on a bien P({n}) > 0 pour n entier et Jio]P)({n}) = 1 ce qui prouve que P
définit bien une probabilité sur (N*, P(N*)). Ainsi "~
1
)
2. Soient py, ..., p, des nombres premiers distincts. En particulier, les p; sont premiers entre eux

et il vient



ﬂApi ={neN"|Vie[l;n] p;divisen} = {n e N* | Hpi divise n} =Ap
i=1 =1
Puis, pour p entier non nul, on a

RicEDY AC(s) 1

Ainsi P (ﬂ Api) = n; ﬁ [ i P(A,,)
=1 <Epl) - =1

Ce qui prouve Les événements (A,) ., sont indépendants.

3. Le seul entier qui n’est divisible par aucun nombre premier est 1, autrement dit
{11=4,
peEP

Notons P = {p,,n € N*}. On sait que I'ensemble P est une partie infinie de N donc dénombrable
ce qui justifie la numérotation des nombres premiers. On a par continuité décroissante puis
indépendance des A,

P({1}) = (ﬂ Apn) = NEIEOOP (ﬁ Apn)

N " N XN 1
B Ngl?oo ,LEIIP (Ap”) B Ngl?oo ,El (1=P(A,)) = Ngrfoo nll (1 B p_f)
3 1 1
pe
1\
Passant & I'inverse, on conclut C(s) =11 <1 - Z;)
P

Exercice 9 (****)

Soit E euclidien et C un convexe fermé non vide de E.

1. Soient z, a et b dans E tels que a # b et ||z — a|| = ||z — b||. Montrer

=

2. Montrer que pour z € E, il existe un unique vecteur a € C tel que

a—l—b

I < llz—a

— = Inf —
o~ all = Int Jlz g

On définit 'application p : x — a projection sur le conveze C.
3. Soit z € E et a € C tel que (z — a,y — a) < 0 pour tout y € C. Montrer que a = p(x).
4. On suppose qu’il existe y € C tel que

(z —p(x),y —p(x)) >0
En considérant ty + (1 — t)p(x) avec t € [0;1], obtenir une contradiction.

8



5. Montrer V(z,y) € E? (x —y,p(x) — ply)) = |Ip(x) — p(y)|]?

En déduire que p est une application continue.

Corrigé : 1. D’apres I'inégalité triangulaire, on a

a+b 1 1
o — | =35llz—a+z=0b] <5 (lz—al +[z—0b]) = llz—a
2 2 2
Il y a égalité dans I'inégalité triangulaire si et seulement si (x — a,z — b) est positivement liée,
c’est-a-dire x — b = M(a — a) avec A > 0 (z — a non nul sinon z = a et |ja — b|| = 0 absurde).
L’égalité en norme impose A = 1 d’ou @ = b ce qui est faux. Ainsi
e~ 420 < o —al
T — r—a
2
a a—x
a+0b
— x
2
b b—x

FI1GURE 1 — Médiane

Variante : D’apreés 'identité du parallélogramme, on a

2z —all® +2[le = bl = [z —a+x = b + [z —a — (z = )|?

a+b
=4z - — 12+ [la — b]|?
) s a+b 1
doi o S0 = o~ alft — La — o) < o af?

et le résultat suit. L’argument est plus élémentaire (mais moins naturel 7) que le recours a 'in-
égalité de Cauchy-Schwarz.

2. Notons a = In(fj ||z —y||, borne inférieure finie d’une partie non vide de R, . Par caractérisation
ye
séquentielle, il existe (y,), € CN telle que
|2 =yl —— a
n—oo
Ainsi, a partir d’un certain rang, la suite (y,), est a valeurs dans C N By(z,a + 1) qui est un
fermé borné de E de dimension finie donc un compact. Il existe alors une extractrice ¢ telle que

Ypn) — @ € CN By(z, a0 + 1)

n—oo

et par continuité de la norme
& = ot | —— e — all =

Si b est un point de C distinct de a et qui réalise aussi la distance, alors

a+b a+b

5 | <|lr—all=a et 5 eC

=




FIGURE 2 — Convexe et médiane

par convexité de C. Ceci est absurde. Ainsi

Pour z € E, il existe un unique vecteur a € C tel que ||z — al| = d(z, C)

3. Soit x € E. Pour y € C, on a
le—yl*=llz—at+a-yl’=llz—al*+2(&—aa—y) +la—yl* > [z —a?
—_———
>0

La distance de z & C est donc réalisée en a autrement dit

Pour z € E et a € C tel que (z —a,y — a) < 0 pour tout y € C, alors a = p(x).

4. On pose z =ty + (1 — t)p(z) avec t € [0;1]. On a z € C par convexité. Puis

lo = 21 = [lo — p(a) — ty — p@))|I* = |z — p(x)[|* = 2t (x — p(x),y — p(z)) + |ly — p(z)]?
et —2{x —p(x),y = p(x)) + tlly = p(@)|I* ——> —2(z —p(x),y — p(x)) <0
d’ou ||z — z|| <[]z — p(x)|| pour t assez proche de 0, ce qui est impossible. Ainsi

V(z,y) e ExC (x —p(x),y —plr)) <0

5. 0n a
(x —y,p(x) —p(y)) = (x —p(z) + p(z) — ply) + ply) — y,p(z) — p(y))

= (z —p(z),p(x) — p(y)) + Ip(z) — pW)[I* + (p(y) — v, p(z) — P(y))
D’aprés le résultat de la question précédente, on a

(z —p(z),p(z) — p(y)) = — (v — p(x),p(y) — p(x)) =0
et (p(y) —y,p(x) —p(y)) = — (¥ — p(y),p(x) — p(y)) =0
Dou V(r,y) € B> (z—y,p(x) —ply)) = p(x) = p(y)|?

Soit (z,y) € E% D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
(z —y,p(x) = p(y)) < |z = yllllp(x) = p)|l
On en déduit

Ip(z) = p)I < llz =yl
I'inégalité étant réalisée si p(z) — p(y) = Og. Ainsi

’L’application p est continue.‘
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