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Exercice 1 (CCINP 2025)

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

2. Soit f : [a;b] — R et 2y € Ja;b[. On suppose f continue sur [a;b] et dérivable sur
Ja;xo[ et |zo;b[. Montrer que si f* admet une limite finie en ¢, alors f est dérivable en
To avec

3. Montrer que I'implication suivante est fausse :

f dérivable en g = [’ admet une limite finie en x

1
On pourra considérer g définie par g(z) = z%sin (—) pour z # 0 et g(0) = 0.
x

Exercice 2 (CCINP 2025)

1. On considére la série de terme général u,, =

In(n)" avec n > 2 et « réel.
nln(n

(a) Si a <0, en utilisant une minoration simple de u,,, montrer que la série diverge.
(b) Si a > 0, étudier la nature de la série.

()

2. Déterminer la nature de la série >

o In(n? 4+ n)?
Exercice 3 (CCINP 2025)
Soit E un K-ev et u € Z(E).
1. Etablir V(P,Q) € K[X]? (PQ)(u) = P(u) o Q(u)

2. (a) Montrer V(P,Q) e KIX]?  P(u)o Q(u) = Q(u) o P(u)
(b) Soit (P, Q) € K[X]?. Montrer
P annulateur de v = PQ annulateur de u

. -1 -2
3. Soﬂ:A—(1 9

annulateur de A.

). Déterminer ya puis en déduire que R = X* + 2X3 4+ X2 — 4X est

Exercice 4 (Mines 2025)

Soit (£2,.27,P) un espace probabilisé et (e4)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
de loi uniforme sur {—1,1}. Montrer qu'il existe un réel ¢ tel que

1n k
Ve >0 P(—Zcos<—+€k>—€ 25)—)0
= n

n—o0

1



Exercice 5 (Mines 2025)
On pose u = 24 v/3, v = 2 — /3 et pour n entier
M, =2"—1 sy =u? + v

1. Soit n entier. Montrer que si I’entier M,, est premier, alors 'entier n ’est aussi.
2. Etablir Vn € N Spp1 = 82 — 2

Qu’en déduit-on sur la suite (s,), 7
3. On pose A = Z +/3Z et B = (Z/q7Z)?* avec q entier non nul. On définit les opérations +

et X sur B par

V((z,y), (" y) € B? (2,9)+ (2 y) = (x + 2",y + )
(z,y) x (&) = (x2' + 3yy/', wy’ + ya')
(a) Montrer que le triplet (B, +, X) est un anneau commutatif.
(b) On définit 7 : A — B par
V(a,b) € Z? m(a++/3b) = (a,b)

Justifier que l'application 7 est bien définie et qu’il s’agit d’un morphisme surjectif
d’anneaux.

4. Soit n un nombre premier. Montrer que si M,, divise s,,_o, alors 'entier M,, est premier.
On pourra procéder par ’absurde et considérer ¢ le plus petit facteur premier de M,, et
l'ordre de (2,1) dans U(B).

Exercice 6 (Centrale 2025)

Soit (ay), une suite complexe. On note A,, = > a; pour n entier.

n
k=0
1. Donner la définition du produit de Cauchy de deux séries entiéres et donner une minora-

tion de son rayon de convergence.
2. Montrer que si le rayon de convergence de » a,,z" est égal a 1, alors le rayon de convergence
de Y A, 2" est aussi égal & 1. La réciproque est-elle vraie ?

- an Ay A
3. Montrer que les séries > ;—2" et > ;—¢2" ont méme rayon de convergence.
n! n!

Exercice 7 (Centrale 2025)
Soit (E, || - ||) un espace normé. On dit qu’une partie @ de E vérifie la propriété (C) si toute
fonction continue f: Q — {0,1} est constante.

1. Montrer que les connexes par arcs de R sont exactement les intervalles de R.

2. Soit €2 une partie de E connexe par arcs. Montrer que 'ensemble Q vérifie (C).

3. On suppose E = R? et on pose

0= {(x,sin <é>> ,x>0} U{0} x[-1;1]

(a) Montrer que l'ensemble Q vérifie (C).
(b) Montrer que 1’ensemble € n’est pas connexe par arcs.



