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Préparation a ’oral - Feuille n°2

Exercice 1 (CCINP 2025)
Soit E un K-ev de dimension n, # = (ey,...,e,) une base de E et f € Z(E). On suppose que
f(e;) =wv pour tout i € [1; n] avec v € E.

1. Donner le rang de f.

2. L’endomorphisme f est-il diagonalisable 7

Corrigé : Exercice 72 CCPINP 2025

Exercice 2 (CCINP 2025)

On pose V(n,z) e Nx[0;1] fo(z) = (2% + 1>ne nj:—x;—

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,), converge uniformément sur [0;1].

1

2. Déterminer lim (2% + 1)% dz
n—+oo J n-+x
Corrigé : Exercice 10 CCINP 2025
Exercice 3 (CCINP 2025)
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, de loi de probabilité donnée par P(X = n) = p,
pour n entier. La fonction génératrice de X est notée Gx et elle est définie par Gx(t) = E(t*) =

+00
> pat™.
n=0
1. Prouver que l'intervalle | —1;1[ est inclus dans I'ensemble de définition de Gy.

2. Soient X; et Xy deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N. On pose S =
X1 + Xo. Montrer que Gg(t) = Gx, (t)Gx,(t) pour t € | —1;1]:
(a) en utilisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres;
(b) en utilisant uniquement la définition de la fonction génératrice Gx(t) = E(t*).

Remarque : On admettra, pour la question suivante, que ce résultat est généralisable a
n variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N.

3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une
boule numérotées 2. Soit n entier non nul. On effectue n tirages successifs, avec remise,
d’une boule dans ce sac. On note S,, la somme des numéros tirés. Soit t € |—1;1].
Déterminer Gg, (t) puis en déduire la loi de S,,.

Corrigé : Exercice 96 CCPINP 2025



Exercice 4 (Mines-Telecom 2025)

1
sh (nz)

On pose V(n,z) € N* x]0;+00] up(x) =

1. BEtudier le mode de convergence de Y u,,.
n>1

2. Déterminer un équivalent simple de la somme S(z) pour x — 0.

Corrigé: 1. Soitx > 0. Onau,(z) ~ 2e et ) e ™ converge en tant que série géométrique
n—+00

d’otu la convergence simple d’apreés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs. On
a ||un||ec = +00 pour tout m entier non nul ce qui entraine qu’il n’y a pas convergence normale
sur | 0; +00 [. Supposons qu'il y ait convergence uniforme sur | 0;+o00 [. On aurait alors R,, borné
sur | 0;+00 [ & partir d'un certain rang et donc u, = R,, — R,,_; également ce qui est clairement
faux. Il n’y a donc pas convergence uniforme sur |0;+oo [. Soit @ > 0. On a

1

Hun”oo,[aﬁroo[ - m

et on en déduit la convergence normale et donc uniforme sur [a;+0o [ pour @ > 0. Ainsi

La série de fonctions ) wu, converge simplement sur
n=1

]0; +00 [ et normalement sur [a;+o00 [ pour tout a > 0.

1
2. Soit x > 0. La fonction u m est continue, décroissante sur | 0;+oo [. Par comparaison
sh (zu
série/intégrale, on obtient

oo dt 1 = 1 1 oo dt
/1 sh (tz) < Sle) = sh () +nz::gsh (nx) S sh (x) +/1 sh (tz)

Avec le changement de variable u = e, il vient
o dt o 2ete 2 [T du 1 u—1N\1™ 1. [(e"+1
= ———dt = — =—|In =—In
. sh(tz) et —1 T)oe u?—1 u+1 . x e? —1

Puis - In (ex i 1) — L liner 4+ 1) - n(a(1 + o(1)) ~ 2 ! o <1n(x)>

x e? —1 x a0 T sh (z) =— T
1
On conclut S(x) ~ — n(x)
x—0 x

Question additionnelle : Déterminer un équivalent simples pour x — +00.

On a pour z > 0

1 +00 1 71 Y 7x+oo 1
S(z) = sh (z) * nggsh (nz) =2t oe™) e H;Qe—x sh (nz)
1
* : = - — ¢ Tgh
On pose V(n,z) € N* x ]0;+00] v () =7 sh (n7) et w,(r) = e *sh(nr)

Pour n entier non nul, on a w, dérivable sur | 0;+o0 [ avec

Ve>0  w,(x)=e *(—sh(nz)+nch(nz)) >0

n

On en déduit la croissance w,, et donc la décroissance de v,,. Ainsi



1

vn € N* v _ -
|| n||007[1,+00[ o1 sh(n)
+oo
On en déduit la convergence normale et donc uniforme de > v, sur [1;+00][. Enfin, on a
n>2

Vn>2  u(r) ~ 2e (T 50
T—r+00 T—r+00

D’apres le théoréme de double limite, on obtient
+00 1

2 >0

n=se~sh (nx) z—+o0

D’ou S(z) =2e " +o(e™)
On conclut S(x) ~ 27"
T—r+00

Exercice 5 (Mines 2025)

On pose Vn > 2 fn)y= 1] d

dln, d<n

Résoudre I'équation f(n) = n d’inconnue n entier avec n > 2.

Corrigé : Supposons n = p® avec p premier « entier non nul. On a

o—

1
f<poz> — H pﬁ — pa(a—l)/Q
B=0
Sia=1,ona f(p*) =1#p* Sia=2,ona f(p*) =p <p* Sia=3 ona f(p*) = p~ Si
a>4,ona f(p*) > p* On suppose désormais n = p®b avec p premier, « entier non nul et b > 1
avec p A b= 1. Supposons o > 2. On a p®~'b et p® diviseurs stricts de n d’ou

p* 1o f(n) et p** b >p*b=n

On en déduit o = 1. Supposons que b posséde deux facteurs premiers distincts. On note b = ¢1qor
avec ¢, et g des nombres premiers distincts et r entier non nul. On a pg;r et pgor diviseurs stricts
de n = pg1gar d’ont p*qigar?|f(n) et par conséquent v,(f(n)) = 2 alors qu’on a v,(n) = 1. On
en déduit que b ne posséde qu’un seul facteur premier et par symétrie des roles, sa valuation est
forcément égale a 1. La synthese est immédiate. On conclut

vn>2  f(n)=n < ne{p’, pePtU{pq, (p.q) € P?}

Exercice 6 (Mines 2025)

1. Soit A réel et f, g continues sur R, avec g positive. On suppose

Ve >0 f(x)éA%—/Omf(t)g(t)dt

Montrer Ve >0 f(z) < Aexp (/ g(t) dt)
0

2. On considére I'équation différentielle
2"+ a(t)r = b(t) (%)
avec a, b dans €°(R,,R) et b et t — ta(t) intégrables sur R,. Soit = une solution de (x).

3



(a) Etablir

Vi > 1 z(t) =x(1)+ (t — 1)2'(1) — /1 (t —w)a(u)x(u) du + /1 (t —w)b(u) du

(b) On pose Vit > 1 y(t) =
Montrer qu’il existe K > 0 tel que

Vi > 1 y(t) < Kexp (/ltu la(u) du) < Kexp (/1+Oou\a(u)] du)

T

Corrigé : 1. On pose U(z) = A +/ f(t)g(t) dt pour z > 0. La fonction U est de classe €' sur
0
R, avec U'(x) = f(z)g(x) pour x > 0 d’ou

On pose Ve >0 h(z) = U'(z) — g(z)U(x)

et on décide de considérer cette relation comme équation différentielle en U de second membre
h. Par variation de la constante, on trouve

Ve >0 U(x):exp</
0
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Ainsi Ve>0  f(z)

N\

U(x) < Aexp </O$g(t) dt)

2.(a) Comme I'équation différentielle est sous forme normalisée, on sait que r € €*(R,,R).
D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, il vient

x(1)+ (t—1)a'(1) + /1 (t —u)x"(u) du

<C
~
WV
—_
8
=
Il

Or, on a Yu>0 2" (u) = b(u) — a(u)x(u)

Dou [Vt >1 z(t) =a(l)+ (t —1)2'(1) — /1 (t —u)a(u)x(u) du + /1 (t — u)b(u) du

2.(b) Le lemme de Gronwall établi a la question 1 se décline a l'identique sur Uintervalle [1;+00 .
Soient f, g dans €°([1;+00 [, R) telles que

Ve > 1 flz) <A+ /le(t)g(t) dt

Alors Ve > 1 f(z) < Aexp (/ g(t)dt
1

D’apres I'égalité établie & la question précédente, il vient pour ¢ > 1

$(t) _ 1‘(1) + t— 117/(1) _ /tt _ ua(u>x(u) du + /tt — ub(u) du

t t t t t



u
Par inégalité triangulaire, on obtient pour ¢t > 1 en observant <1pouru=0

y(t) < |e(D)] + [2/(1)] + / b(w)] du+ / y(u)u |a(u)| du

< Je()] + |2'(1)] +/1+Oo [b(u)] du +/1 y(wula(u)| du

'

=K

En appliquant le lemme de Gronwall, on conclut

Vit >1 y(t) < Kexp </1tu la(u)| du) < Kexp </1+Oou la(u)] du)

Exercice 7 (Centrale 2025)

1. Enoncer les théorémes de changement de variables et d’intégration par parties pour les
intégrales généralisées.

+00
2. Soit P € R[X] avec degP > 2. Montrer que I'intégrale / cos(P(t)) dt converge.
0

+00
3. Montrer que l'intégrale / cos(t?) dt n’est pas absolument convergente.
0

Corrigé : 1. Voir cours.

2. Un polynéme non nul posséde un nombre fini de racines. On dispose donc de a > 0 tel que
P’(t) # 0 pour t > a. La fonction ¢ — cos(P(t)) est continue par morceaux sur [0;+00[. On a

I’égalité formelle
+00 +00 P/ t . P t
/ cos(P(t)) dt —/ () cos(P(t)) 4y

P(t)
sin(P(t))
Pr(t)

Les fonctions t — et t — P'(t) sont de classe € sur | a;+0o [ et comme deg P’ > 1, on

sin(P(t)) .
P’(t) t—+o0

et une limite finie en a par continuité. D’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales

+0oo +00 P// (t)
/a cos(P(t))dt et — /a ZIOE sin(P(t)) dt
sont de méme nature. On note n = deg P et a,, son coefficient dominant. On a

P"(t) ~ apn(n—1)t""2 et P’(t)QtN aZn?t?n—2
o] —+00

t—+
P (¢ —-11 1
d’ou ®) ~ — = 0 <—>
P/(t)2 t—=+00 na, t" t—+oo tn
s TOP(t) . s :
On en déduit la convergence de ZIOE sin(P(t)) d¢ par comparaison et critére de Riemann

et on conclut

+00o
L’intégrale / cos(P(t)) dt converge.
0




1 + cos(2t?)

3.0n a vVt € R |cos(t?)| = cos(t?)? = 5

+00 +00
Supposons / |cos(t?)| dt converge. Par comparaison, l'intégrale / cos(t?)? dt converge et
0 0

+00
Pintégrale / cos(2t?) dt converge d’aprés ce qui préceéde. Par linéarité, on obtient
0

+00 +00
/ (1 + cos(2t?) — cos(2t?)) dt = / 1 dt convergente
0 0

ce qui est clairement absurde. On conclut

+00
L’intégrale / cos(t?) dt n’est pas absolument convergente.
0

Variante : Avec le changement de variables u = 2, les intégrales
+00 +00 cos(u
/ |cos(t?)| dt et / Jcos(u)] du
sont de méme nature. Pour n entier non nul, on a par relation de Chasles
[l 7 cos(u)|
T \/a km \/ﬂ
Par monotonie, on trouve

cos(u)| _ _feos(u)

vu T k+ D

VEk € N~ w€ [km;(k+1)7]

(k+1)m n—1 C
|cos(u)| du = Z

[ S My

d’ou

avec C > 0 par m-périodicité de u — |cos(u)|. La série & termes positifs )

"™ |cos(u)|
/7r Ju du — +00

1
diverge par
Vhpl o eeep

critére de Riemann d’ou

On retrouve le résultat précédent.

Exercice 8 (ENS 2025)
Soit K un sous-corps de C. On dit qu'une matrice M = (mm)lﬂ.jm € M, (K) est de Bourdaud

n

sixm = [[(X —m,,).
i=1
1. Montrer qu’une matrice de .#,,(K) est semblable sur K a une matrice de Bourdaud si et
seulement si elle est trigonalisable sur K.

2. Montrer qu'une matrice de .7, (R) est de Bourdaud si et seulement si elle est diagonale.

3. On dit qu'une matrice réelle A est normale si ATA = AAT. Déterminer les matrices
réelles normales de Bourdaud.



Corrigé : 1. Soit A € .#,(K). Si la matrice A est semblable & une matrice B de Bourdaud, alors
on a

n

xa=xs=[[(X—0bi)
i=1
qui est scindé sur K[X]. On en déduit que la matrice A est trigonalisable sur K. Si la matrice A
est semblable & une matrice triangulaire supérieure T, on a

n

xr = [[(X—ti;)

=1

La matrice T est donc de Bourdaud et on conclut

Une matrice de ., (K) est semblable & une matrice de Bourdaud si et seulement si elle est trigonalisable

2. Soit A € .7, (R) une matrice de Bourdaud. On en déduit Sp (A) = {a;,;,7 € [1; n]} et d’apreés
le théoréme spectral, on dispose de P € O, (R) telle que

A =PDP" avec D =diag(aiy,...,ann)

d’on > aj; = Tr(ATA) =Tr (D?) = Zaii
1<i,j<n i=1

Comme les aij sont des réels positifs, on en déduit a;; = 0 pour ¢ # j ce qui prouve que la
matrice A est diagonale. La réciproque est immédiate. On conclut

Une matrice de .7, (R) est de Bourdaud si et seulement si elle est diagonale.

3. Soit M une matrice réelle normale. Pour X € .4, 1(R), on a
XeKer M <= |[MX|?=0 + X'M'MX =0 < X'MM'X=0
— [M'X||?2=0 < XecKerM"

autrement dit Ker M = Ker M. Soit A une matrice réelle normale. En appliquant la propriété
qui précéde & (A — AL,)® avec A réel et a entier qui est clairement normale, on en déduit

Ker (A — AL,)® = Ker (AT — AL,)®

et avec ya = xaT, on en déduit que les matrices A et AT ont méme sev caractéristiques. Quitte &
travailler dans C, on peut donc trigonaliser les matrices A et AT dans une méme base obtenue par
concaténation des bases de leurs sev caractéristiques et les termes diagonaux sont identiques. Si
la matrice A est de Bourdaud, son spectre est {a;;,i € [1; n]} et par conséquent, on en déduit
apres trigonalisation simultanée

Tr(ATA) = Yo,
=1

Par ailleurs, on a Tr(ATA) = Y aij

1<i,5<n

et il en résulte que a, ; = 0 pour 7 # j. La réciproque est immédiate et on conclut

Une matrice réelle normale est de Bourdaud si et seulement si elle est diagonale.




