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Préparation à l'oral python - Feuille n°1

Exercice 1 (Centrale 2019)

Pour n entier non nul, on note An =

â
0 2 3 . . . n
1 0 3 . . . n
1 2 0 n
...

...
. . .

1 2 3 0

ì
et fn : x 7→

n∑
k=1

k

k + x
− 1.

1. (a) Tracer le graphe de fn pour n ∈ [[ 3 ; 8 ]].
(b) Déterminer des valeurs approchées de la solution de fn(x) = 0 sur R+ pour n ∈ [[ 3 ; 8 ]].
(c) Écrire une fonction A(n) qui renvoie la matrice An.
(d) Calculer les valeurs propres de An pour n ∈ [[ 3 ; 8 ]]. Que peut-on conjecturer ?

2. Montrer la conjecture précédente.

3. La matrice An est-elle diagonalisable ?

4. Montrer que la matrice An admet une unique valeur propre λn dans ]−1 ; +∞ [ puis
montrer que celle-ci est supérieure à n à partir d'un certain rang.

5. Déterminer un équivalent simple de λn pour n → +∞.

6. Déterminer un développement asymptotique à deux termes de λn pour n → +∞.

Exercice 2 (Centrale 2021)

Soit n entier non nul et E = Mn(R). On note Pn l'ensemble des matrices de E n'ayant pas de
valeur propre réelle négative. On pose

∀A ∈ Pn f(A) = (A− In)

∫ 1

0

(t(A− In) + In)
−1 dt

1. Montrer que la fonction f est bien dé�nie sur Pn.

2. Écrire une fonction exp(A) d'argument A une matrice carrée qui renvoie une somme
partielle de 100 termes de l'exponentielle de matrice.

3. Écrire une fonction f(A) d'argument A une matrice carrée qui renvoie une approximation
de f(A) par la méthode des rectangles.

4. Pour une matrice A aléatoire de M5(R), a�cher A, f(exp(A)) et exp(f(A)). Que peut-on
conjecturer ?

5. Montrer que l'application dé�nie sur E par M 7→
√

Tr (M⊤M) est une norme sous-
multiplicative.

6. Soit A ∈ E telle que ∥A− In∥ < 1.

(a) Montrer que A ∈ Pn.
(b) Écrire f(A) comme la somme d'une série.

(c) Établir exp(f(A)) = A
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Exercice 3 (Centrale 2022)

Pour p et n entiers, on note Sp,n le nombre de surjections de [[ 1 ; p ]] dans [[ 1 ; n ]] et

σp,n =
n∑

k=0

(−1)n+k
(
n
k

)
kp

Par convention, on pose [[ 1 ; 0 ]] = ∅ et S0,0 = 1. Soit (Ω,A ,P) un espace probabilisé et (Xk)k⩾1

une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [[ 1 ; r ]] avec r ⩾ 1. On dé�nit

Tr = inf {n ⩾ 1 | Card {X1, . . . ,Xn} = r}

Pour n entier, on pose ∀x ∈ R fn(x) = (1− ex)n

1. Pour p et n entiers avec p ⩽ n, préciser Sp,n.

2. Soit n entier. Déterminer un développement limité en zéro à l'ordre n de fn.

3. Pour n entier, à l'aide de l'unicité du développement limité, en déduire la valeur de σn,n

et comparer cette valeur avec Sn,n.
Pour la suite, on admet que Sp,n = σp,n pour tous p et n entiers.

4. Montrer ∀p ∈ N P(Tr > p) = 1− Sp,r

rp

5. Écrire une fonction S(p,n) qui renvoie Sp,n et une fonction PT(r,p) qui renvoie P(Tr > p).

6. Soit t réel. Établir P
Å
Tr − r ln r

r
> t

ã
= P(Tr > pt,r)

avec pt,r un entier fonction de t et r que l'on précisera.

7. Pour r ∈ {5, 8, 11, 14}, représenter sur [ ⌊ln r⌋+ 1 ; r ] les graphes de t 7→ P(Tr > pt,r) et
t 7→ 1− e−e−t

. Que peut-on conjecturer ?

8. Montrer P(Tr > p) = −
r∑

k=1

(−1)k
(
r
k

)Å
1− k

r

ãp
9. Pour t réel et k entier, montrer(

r
k

)Å
1− k

r

ãpt,r
−−−−→
r→+∞

e−tk

k!

10. Conclure en démontrant le résultat conjecturé à la question 7.
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