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Préparation a 'oral - Feuille n°3

Exercice 1 (CCINP 2025)

1. Soit (u,), suite décroissante positive de limite nulle.
(a) Démontrer que la série » (—1)"u,, converge.
(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Y (—1)"uw,.

(_1)ne —nx
n

2. On pose V(n,z) € N* xR fo(z) =

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Y f,.
n=1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0;+o0o[ de la série de fonctions 3 f,.
n=>1

Corrigé : Exercice 8 CCPINP 2025

Exercice 2 (CCINP 2025)
1. Soit A € .7, (R). Montrer I’équivalence
Ae S (R) < Sp(A) C[0;+0]

2. Montrer que pour A € .%,(R), on a A% € ./ (R).
3. Soit A € ZF(R). Montrer qu'il existe B € .77 (R) telle que A = B2,
Corrigé : Exercice 66 CCPINP 2025

Exercice 3 (CCINP 2025)

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans N? dont la loi est donnée par

V(. k) eN2 P((X,Y) = (j,k)) = %

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y. Les variables sont-elles indépendantes ?

2. Prouver l'existence de E(2%TY) puis la calculer.

Corrigé : Exercice 97 CCPINP 2025

Exercice 4 (Mines-Telecom 2025)

+00 dt
On pose Vn € N* ay, = /0 b ()

1. Justifier que l'intégrale définissant a,, est convergente pour n entier non nul.

2. Montrer la convergence de la suite (ay),~, et préciser sa limite.

3. Préciser la nature et éventuellement la somme de la série Y (—1)"a,.
n=>1



4. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > a,z"
n=>1

Corrigé : 1. On pose V(n,t) € N* x [0;+00] falt) =

Pour n entier non nul, on a f,, € €, ([0;+00[,R) et
fn(t> ~ Mg —nt

n—+oo

d’ou 'intégrabilité de f,, en +00 et on conclut

’L’intégrale définissant a,, pour n entier non nul converge. ‘

2. Pour n entier non nul, on considére a,, comme intégrale sur ] 0;+o0 [, faussement impropre en
zéro. On a

V(n,t) € N* x ]0;+00] 0< fult) < fi(t) et VE>0 fut) — 0

n—oo

On a f; € L}(]0;+00[,R) et par convergence dominée, on conclut

a, —— 0

n—oo

3. La série Y (—1)"a, est alternée avec (a,)n>1 clairement décroissante et de limite nulle d’on
n=>1
la convergence de la série. Soit N entier non nul. Il vient par linéarité du symbole somme
N +00 N (_ )n
> (=1)"an = Z
n=1 0 ( )

e <—1>N/ch O [T ()Y e o
_/0 “ch(t) 1+1/ch(b) dt__/o ch(t)+1 dt

+0o0 dt
Sans difficulté, l'intégrale / _
o ch(

t)+1

converge et par linéarité de l'intégrale (car conver-

gence), il vient

N N Y dt
Ax=2.(=1) +/ ch<t>+1‘(‘”/o L+ e (1)) ch (D

On observe |Ay| < an et passant a la limite

oo . oo dt oo 2etdt oo du
L(=Dtan = [ ——mr = :
= o ch(@®)+1  Jy (et+1)2 \:1

On conclut La série > (—1)"a, converge et sa somme vaut —1.

n=1

4. On note R le rayon de convergence de ) a,z™. D’apreés le résultat de la question précédente,
n=>1

onaR >1.0Onach(t) <e' pourt > 0 et aprés intégration, on obtient

1 +00
Vn € N* —:/ e ™dt <a,
0

n

. L. . : L
La série > — diverge d’ou la divergence de Y a, par comparaison. On en déduit R < 1 et on
n>17 n>1
conclut

Le rayon de convergence de > a,x™ est égal a 1.
n>1




Exercice 5 (Mines-Telecom 2025)
Résoudre I'équation 2? + x + 1 = 0 dans Z/6Z et Z/TZ.

Corrigé : Dans Z/6Z, on trouve 2> + x + 1 € {1,3}. Dans Z/7Z, on a
P+r+l=22-6r+1=(r-3?-1=0<«= (z-3-1(z—-3+1)=0

et par intégrité du corps Z/7Z, on conclut

L’équation n’admet pas de solution dans Z/67Z et admet
exactement 2 et 4 comme solutions dans Z/7Z.

Exercice 6 (Mines 2025)
Soit (G, x) un groupe abélien fini tel que |Aut(G)| = 3.
1. Montrer que ¢ : x € G + 27! est un automorphisme de G puis établir
VeeG 1t=e
2. Montrer que le groupe (G, x) admet un sous-groupe V d’ordre 4 puis déterminer Aut(V).
3. Etablir qu'il existe un entier r tel que G ~ V x (Z/2Z)" puis en déduire une absurdité.

Corrigé : 1. Soit (z,y) € G*. Par commutativité, on a

olay) = (zy) ' =y a7 =27y = p(2)p(y)

et on observe ¢? = id ce qui signifie que ¢ est bijective et est son propre inverse. On conclut
v € Aut(G)

On a ¢? = id d’ou o(p)|2 et o(p)| |Aut(G)| = 3 d’oit 0o(p)|2 A3 = 1. On en déduit ¢ = id
autrement dit x = 27! pour tout € G et par conséquent

"v’xGG x2:e‘

2. Si G = {e}, alors Aut(G) = {id} ce qui est faux. Supposons G = {e,z1} avec z; # e.
Soit f € Aut(G). On a f(e) = e et si f(x1) = e, alors le morphisme f n’est pas injectif d’ou
f(z1) = 7 autrement dit f = id et par conséquent Aut(G) = {id }. On a donc |G| > 3. Soit
z1 € G\ {e}. On dispose de x5 € G\ (x1). On vérifie sans difficulté (x1) Nxq (x1) = & puis que
V = (z1) Uzy (x1) est sous-groupe de (G, x). Ainsi

1

Le groupe (G, x) admet un sous-groupe V d’ordre 4.

On a V = {e, 1,79, x122}. On note ag = e, a1 = x1, ay = Ty et a3 = x122. Soit f € Aut(V). On
a f(e) = e dou f({ay,as,as}) = {ai,as,asz} par bijectivité et application f réalise donc une
permutation sur {aj, as, az}. Ainsi, il existe o € S3 tel que

Vie[l;3]  fla)=a.q
Réciproquement, pour o € S3, on pose f, définie sur V par
folao) =ao Vi€ [1;3]  fola) = asq
On vérifie que pour {i,j,k} = {1,2,3}, on a
folaia;) = flar) = aory = ao(iyto() = folai) fo(a;)

ce qui prouve qu’il s’agit bien d’'un automorphisme de V. On pose



Vo € Sg (I)(U) = fa
L’application @ est a valeurs dans Aut(V) et pour (o,7) € S3
Vi € [[O, 3]] Q(UO’Y)(@@) = foov(ai) = Ggoy(i) = fo'(a'y(i)) = fO' © f’Y(ai)

c’est-a-dire ®(g07) = 0(0) 0 2(v)
et O(o) =id <= o=id
Ainsi Aut(V) =Im ¢ ~ S;

3. On note Hy = {e}, H; = (x1), Hy = H; U z1H; puis si Hy # G, on dispose de x4 € G\ Hy
et on pose Hy. 1y = Hy Uz 1Hy pour k£ entier > 2. On vérifie comme a la question précédente
que 'ensemble Hy,; est un sous-groupe de (G, x) avec Hy N xp 1 Hy = @ d’on [Hyyq| = 2 |Hgl.
Le procédé se termine puisque la suite (|Hy|)x est une suite d’entiers strictement croissante et
majorée. On dispose donc d’un rang n > 2 tel que G = H,,. Par ailleurs, on montre par récurrence

k
vke[oin]  Ho= {ITa (oheser € (0.1)*)
=1

et en particulier G=H,= {H x}, (o)1<i<n € {0, 1}"}
i=1

Pour x € G\ {e}, on peut définir & € Z/27 — x avec a € & puisque le résultat ne dépend que
de la parité de a. On pose alors avec r =n — 2
V x(Z/22)" — G

U avec Vi€ [3;n] o €@

(z, (@, ..., o)) — @ [] 27"

i=3
Comme V = {x?leQ, (aq, az) € {0, 1}2}7 I'application U est clairement surjective. On a
Card V x (Z/27)" = 2* x 2" = 2""2 = 2" = Card G

Il s’ensuit que I'application W est injective. Enfin, en munissant V x (Z/2Z)" de la loi de groupe
* idoine, on a pour (z, (ag,...,a,)) et (v, (Bs, ..., 0n)) dans V x (Z/2Z)"

U (2, (@, .. @) * (y, (Bs, -, Ba))) = ¥ ((zy, (as + Bs, ... o + Ba)))

=ay [[ a0 =2 [[a¥ x y [[ 2 = U(x) x U(y)

=3 =3 =3
L’application ¥ est donc un isomorphisme de groupes d’ou

G~V x(Z/2Z)" avec reN

Pour f € Aut(V), on peut construire un prolongement f € Aut(G) en posant

G — G
Vg n

x =" (2v, (@,....0)) — flzv) [T 27"
i=3
On en déduit |Aut(G)| > |[Aut(V)| = |S3| = 3! = 6 ce qui est absurde puisqu’on a supposé
|Aut(G)| = 3. On conclut

’Il n’existe pas de groupe abélien fini dont le groupe des automorphismes est de cardinal égal a 3.




Exercice 7 (Mines 2025)

Soit E I’ensemble des fonctions continues sur [0;+oo[ & valeurs réelles et de carré intégrable
muni la norme || - ||2. On pose

1 /[* .
VFEE  o(f)(z) = 5/0 fA)dt siz>0
£(0)

sinon

Montrer ¢ € Z.(E).

Corrigé : L’application ¢ est linéaire par linéarité de I'intégrale (sur segment) et linéarité de
x

I'évaluation. Soit f € E. Notons F(z) = / f(t)dt pour z > 0. D’aprés le théoréme fondamental

0
d’analyse, on a F € €*(R,,R) avec F/ = f. La fonction ¢(f) est continue sur ] 0;+00[ comme
quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Par ailleurs, on a

ves0 o)) = S TFO L pioy o) = o))

x—0 z—0
Ainsi, la fonction ¢(f) est continue sur [0;+o00[. On procéde ensuite par intégration par parties.

On a
/xap(f)(t)z dt = [—%‘”)2} + / [%@/Otﬂu) du} dt
en particulier F(;E)z =z (@)2 m 0
don vaz0  [eperae =T o (o e ar <2 [ o ) as

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

o >0 (/Oawm(my dx>2 <4 </Oag0(f)(:v)f(x) dx) < 4/:99(]0)(1;)2 dx/oaf(gg)2 dz

En supposant f non identiquement nulle et par conséquent (f) non plus, on obtient

Va > 0 /agp(f)(a:)zdx<4/af(;v)2dx<4 +Oof(:lr)Qdas
0 0 0

2

Par limite monotone (intégrande positif), le terme de gauche admet une limite finie pour a — +00
et on obtient

le(AIZ < 4l f11*

On en déduit que ¢ est lipschitzienne en Og et on conclut

¢ € Z.(E)

Exercice 8 (Centrale 2025)

1. Enoncer et démontrer I'inégalité de Jensen puis en déduire 'inégalité arithmético-géomeétrique.

2. Soit P € C[X]. On note H l'intersection des convexes de C contenant les racines de P.
Montrer que I’ensemble H est convexe et compact.

3. Soit z € C~ H.



(a) Montrer qu’il existe un unique ¢ € H tel que d(z,H) = d(z, q).
b) Montrer qu’il existe ¢ € | 0; T tel que
(b) q 15 | tela

—h
Vh e H arg(Z )‘<¢
Z2—q

(argument dans | —7 ;7).

Corrigé : 1. Voir cours.

2. On vérifie sans difficulté qu’une intersection de parties convexes est convexe. Soit A une partie
convexe de C et z € C. On note Conv(A) l'intersection des parties convexes contenant A qu’on
appelle enveloppe convere de A et qui est, par construction, le plus petit ensemble convexe
contenant A. On montre I'égalité

Conv(AU{z}) ={da+ (1 =Nz, (a,\) € Ax[0;1]}
On note A = {Aa+ (1 — Nz, (a,\) € Ax]0;1]}. Soit (a,b) € A? et (A, ) € [0;1]*. Pour
a€[0;1],ona
a(da+(1=XNz2)+ (1 —a)(pwb+(1—p)z)=~(ra+ (1 —7)b)+ (1 —7v)z
a\

avec v=p(l—a)+ A\ T =
g

Onarta+ (1—7)be A don
Y(ra+ (1 —=7)b)+(1—7)z€A
SiA=0,0na
az+(1—a)(ub+(1—p)z) =1 —a)ub+ (1 — (1 —a)u)z € A

et de méme si g = 0. On en déduit la convexité de A et par conséquent Conv(A U {z}) C A et
I'enveloppe convexe Conv(A U {z}) contient A et z et est convexe donc contient A. On note z1,
..+ 2n les racines de P et Cp = Conv({zy,...,2}) pour k € [1; n]. On procéde par récurrence
sur entier n pour établir que 1’ensemble C,, est compact. On a C; = {z;} compact. On suppose
le résultat vrai au rang n — 1 avec n entier > 2. On a clairement

{z1,...,2,} CCph1 U{z}

d’on C, C Conv (C,,_1 U{z,})
et Ch1U{z,} CC,
d’on Conv (C,,_1 U{z,})) C C,

et par conséquent, on a montré ’égalité

Conv (C,_1 U{z,})) =C,

On pose p:

(a, ) — Aa+ (1 =Nz,
On vérifie sans difficulté la continuité de ¢ et d’aprés le résultat préliminaire, on a

0(Cn1 x [0;1]) =C,



qui est donc compact comme image directe d’un compact (produit fini de compacts) par une
application continue. On conclut

’L’ensemble H est convexe et compact.‘

3.(a) L’application h — d(z, h) est continue car lipschitzienne et admet donc un minimum sur
H ce qui prouve qu’il existe ¢ € H tel que

d(z.q) = Inf d(z,h) = d(z, H)

/

Soit ¢ € H qui réalise cette égalité. On a par convexité € H puis par inégalité triangulaire

q+d 1 1
-z =—|q—z+q’—2|<§(IZ—QI+!Z’—CJD=d(2,H)

2 2

On est dans le cas d’égalité d’ot ¢ — z et ¢ — 2’ positivement colinéaires et comme ils ont méme
module, on en déduit ¢ — z = ¢ — 2’ d’ott ¢ = ¢’. On conclut

A=) < |

Il existe un unique ¢ € H tel que d(z,¢q) = d(z, H)

Remarque : On peut aussi utiliser 'identité de la médiane pour établir 'unicité :

2)
3.(b) Soit A € H. On pose
vAE]0:1] eV = |z = M+ (1= N — |2 =g’
On a ¢(A) = 0 pour A € ]0;1] puisque Ah + (1 — Ag) € H et on trouve en développant
VAE]0:1] @A) =2ARe((z —q)(q =) + N g — A’

2
U+ v

2

u—v
2

V(u,v) € C? lul®> + |vf° =2 (

d’ou YAel0;1]  2Re((z—q)(g—h))+A|lg—h[*>>0
et faisant tendre A — 0, on obtient
Re ((z—q)(g — ) = Re ((z —q)(q — h)) = 0
Puis, on a
GC—a—h=C-lg—2+2-h)=G-q(z—h) —|z—q/

et passant a la partie réelle, il vient

d’ou Re <((z—h)(z—q)) >1

z=q)(z—q)
—h
autrement dit Re (z > >1
Z—q
z—h "
On note =re’ avec (r,0) €]0;+00[ x| —m;7m|
z—q

1

On a donc rcos(d) > 1 d’on cos(d) > —. L’application h est continue et atteint un
r z—q

maximum sur le compact H. On en déduit qu’il existe h* € H tel que

-J



Vh € H = Re'¢

=r <R avec
zZ—q Z*¥—q

Z—h‘ 2 —h

1
On a en particulier R < cos(§) < 1 puis

0 = arg (%) € [—vs9]  avec ¢ = Arccos (%i)

e

On conclut awe[o;g{ | VheH

z—q

Exercice 9 (X 2025)

499 999 (_1)k

O =4
n pose Q@ k;() T
Montrer qu’il y a exactement une des 16 premiéres décimales de o qui différe de celle de .
n —1 k
Corrigé : On pose Yn € N Sp, = 4’;0% S=m

On a pour n entier

n 1 1 1— (_t2>n+1 1t2(n+1)
&:42/X—whﬁ:§/——————a:s+@4w/ dt
0 0

k=0 1 + t2 0 1 + t2
1 yn
On pose Vn € N* L, = / dt
o 1+12
Ainsi, pour n impair S — S, = 4yt

Pour n entier non nul, avec le changement de variables u = t", il vient

1 1 ul/n
S R
nJo 1+ u?m
Par convergence dominée, on établit

/1 ul/n 1
du —
0 1+ u2/" n—oo 2

1 ul/n 1 1 (n(ul/n _ 1))2

Avec I'inégalité de convexité e” — 1 > x pour x réel, on obtient

In(u)

0> n(ut/m—1) :n(e no— 1) > In(u)

d’ou 0 < (n(ut/™—1))% < In(u)?
On en déduit

11 2 1

mwﬁg/‘ﬁm<1:-(@mwﬂ-—/zmmﬁm ~1
0o 2 2 0
. 1 L,
Avec la relation I,=—+4+ —n%J,
2n  n?



on obtient

2 4
S—S, — = 2
‘ D] @y G
et avecn =5 x 10° — 1, on on a 2(n + 1) = 10%, on a donc

S—S,—2x107% <4x 107

4
(2(n+1))?

1>>2J2(n+1)} <

En admettant que la décimale portant sur 107% n’est pas 8 ou 9 et que la modification portant
sur 1078 ne se propage au dela de la 17-iéme décimale, on conclut

’Il y a exactement une des 16 premiéres décimales de a qui différe de celle de 7T.‘

Exercice 10 (ENS 2025)

ﬁ g ) avec A € #4,(C), B € #,(C) et C € A, (C).

Montrer que la matrice M est diagonalisable si et seulement si les matrices A et B sont diago-
nalisables et il existe X € ., ;(C) telle que C = AX — XB.

Soient n, k entiers non nuls et M = (

Corrigé : On suppose les matrices A et B diagonalisables et qu'il existe X € ., ;(C) tel

que C = AX — XB. On pose P = (Ig ?) et M' = (13 g) Sans difficulté, on trouve
k
P—1_<I(’)”‘ _I:(>puis
_ I—X)(AO)(IX) (AAX—XB)
p — [ n _ _
PMP_(OIk 0B 0]/ \o0|] B =M

Ainsi, les matrices M et M’ sont semblables. Par ailleurs, en prenant Q = (X =\,
AESP (A)USp (B)

on a maA|Q et m|Q d’ou

o - (20146

avec le polynome Q scindé a racines simples. On en déduit que la matrice M’ est diagonalisable et
par conséquent la matrice M I'est aussi. Réciproquement, on suppose la matrice M diagonalisable.
Pour Q € C[X] annulateur de M scindé a racines simples, on trouve

Qo) = (-HAL ) =0

| Q(B)
Il s’ensuit que les matrices A et B sont diagonalisables et par conséquent la matrice M’ également
sans difficulté. Or, on a xm = xaxs = Xxw donc les valeurs propres de M et M’ sont les

mémes avec méme multiplicité et par conséquent, les matrices M et M’ sont semblables. Pour

W X
V= <T‘7>’ on pose

o1 (V) = M'V — VM = (

AW — WA AX—XB)
BY -YA | BZ-7B

ot @2(V):MV—VM’:(AW+CY_WA AX+CZ—XB>

BY — YA BZ — 7B
On dispose de P € GL,,,1(C) telle que M = PM'P~!. On observe pour V € .#,,,(C)

9



V € Ker g3 <= MV =VM' <= PM'P~'V =VM
& M'P7IV =P 'VM' <= P71V € Ker ¢,

L’application V +— P~V réalise donc un isomorphisme entre Ker ¢y et Ker ¢;. Pour V € Ker ¢;
avec i =1 ou 2, on a BY = YA et BZ = ZB. On pose

F={(,2) € #,(C) x #,(C) | BY =YA et BZ=7B}
et on considére pour ¢ = 1 ou 2 les projections :
Ker o, — F
e { Voo (Y,2)

Sans difficulté, on trouve

Kerm:{<\g] >O<> | AW = WA, AX:XB}

Pour (Y,Z) € Fet V= ( 00 ), onaV € Ker ¢ et m (V) = (Y,Z) dott Im m; = F et par

Y | Z
conséquent Im 7wy C Im 7;. Or, avec le théoréme du rang, il vient

rg (m) + dim Ker m; = dim Ker ¢
= dim Ker ¢ = rg (m3) + dim Ker 7y

On en déduit rg(m) = rg(me) d’ott Im m; = Im 7 par inclusion et égalité des dimensions.

Pour V; = <I" 0

0T ), on a Vi € Ker g1 et m(Vy) = (0,—I;). On en déduit qu’il existe
— 1y

V, = ( V(;/ >§ ) € Ker s telle que m(Vy) = (0, —1I;). On a
— Iy

AW — WA =0
V, € Ker ¢y <= — AX-XB=C
AX-C-XB=0

On conclut

La matrice M est diagonalisable si et seulement si les matrices A et
B le sont et il existe X € ., x(C) telle que C = AX — XB.

Remarque : On a notamment démontré le théoréme de Roth qui s’énonce ainsi : les matrices
M et M’ sont semblables si et seulement s'il existe X € ., x(C) telle que C = AX — XB.

10



