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Préparation a ’oral python - Feuille n°2

Exercice 1 (Centrale 2015)

1. Ecrire une fonction S(n,p) qui simule une variable aléatoire S,, = Y/n ott Y ~ %(n, p).
2. En déduire une fonction test(n,p) qui affiche les courbes interpolant les points (k, Sy),
/Ink Ink
(k D+ I;f ) et <k‘,p — %) Que remarque-t-on ?
Soit t >0et z € [—1;1].
1 1
3. Montrer el < 5(1 —x)e b+ 5(1 + x)e!

4. On considére X variable aléatoire telle que |X] <1 t E(X) = 0. Pour ¢t > 0, montrer que
X est d’espérance finie et que E(e™™) <ch () <e

5. Soient Xy,...,X, des variables aléatoires centrées 1ndépendantes telles que pour tout
€[1l;n],onalX;| <a; avec les a; > 0. On pose S, = > X;. Montrer
i=1
E(e®Sn) < exp( Za )

2 n
6. Montrer Ve>0  P(S,>e¢) <exp ( te + — Za >
7. En déduire Ve>0  P(S,>¢) <exp <—€/ (22@?))

i=1

8. Commenter le résultat observé a la deuxiéme question.

Exercice 2 (Centrale 2022)
Un nombre de Carmichael est un entier n > 2 non premier tel que
Va € Z a" = a [n]
1. Soit n > 2 non premier tel que
Vae[0;n—1] a" = a [n]
Montrer que n est un nombre de Carmichael.

2. Ecrire une fonction carmichael(n) d’argument n entier qui renvoie True si n est un
nombre de Carmichael et False sinon.

3. Déterminer & I'aide de T'outil informatique le plus petit nombre de Carmichael.
4. Soit n = H p; avec r > 2 et les p; des nombres premiers deux a deux distincts vérifiant

—1|n—1pour tout i € [1; r].

(a) Montrer Vie[l;r] Va € Z a" = a [pi]



(b) Montrer que n est un nombre de Carmichael.
5. Soit n un nombre de Carmichael. Montrer que n est un produit de nombres premiers deux
a deux distincts.
6. Soit (G, x) un groupe abélien fini.
(a) Soient z, y dans G avec o(z) A o(y) = 1. Montrer que o(xy) = o(x)o(y).
(b) Soit z € G. Pour d diviseur de o(x), montrer qu’il existe un élément de G d’ordre d.

(¢) Soit m l'ordre maximal des éléments de G. Montrer que 'ordre de tout élément de G
divise m.

(d) En déduire VpeP U(Z/pZ) ~Z)(p —1)Z

7. Soit n un nombre de Carmichael et p un diviseur premier de n. Montrer que p — 1|n — 1.

Exercice 3 (Centrale 2022)

1
On pose VneN I,= / (1+t)"e " dt

1
1. Représenter les termes de la suite (\/ﬁI”>n€[[100'500ﬂ' Qu’observe-t-on ?
On pose

VEER  f(t)=(1+t)e~ et Vte]—1;0[U]0:s00] gp(t):—tlzlnf(t)

2. Montrer que la fonction ¢ se prolonge par continuité en zéro. Que peut-on dire de (t)
lorsque t — —17

3. A P'aide de Ioutil informatique, établir I'existence de a > 0 tel que

Vie]—1;1] o(t) > a
t n
On pose V(n,t) e N* xR  fo(t)=f <%>
4. Etablir VEER  fult) ——e
n—oo
2
5. En déduire I, ~ il
n—+00 n
+00
On pose Vn € N* Jn = / (1+¢t)"e " dt
1
6. Montrer Vn € N* n! =e"n" (1, + J,)
7. Etablir Jn = o(ly)
n—+0oo

Retrouver la formule de Stirling.



