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Préparation a 'oral python - Feuille n°3

Exercice 1 (Centrale 2017)

1. On pose VneN  w, =Arctan (n + 1) — Arctan n

(a) Soit (e,), € {0,1}". Montrer que e, u, converge. On note S sa somme. Montrer que
T
S e [O; — ]
2
(b) Soit = € [O; g] On définit (¢,(x)), comme suit

n

0 siz<u 0 siz< ) ep(T)ug + Upir
et epi1(x) = k=0

colx) =
0() 1 sinon 1

sinon
n

i. Ecrire une fonction suite (x,n) qui renvoie > ex(z)uy.
k=0

ii. Tester la fonction pour différentes valeurs de = et n € {100, 1000, 10000}.
iii. Conjecturer le comportement de la suite.

(c) Démontrer la conjecture.

2. Soit (uy), vérifiant

(1) - {Eun converge

(un)n décroissante positive

+00
Soit A = > u, et x € [0;\]. On définit (¢,(x)),, comme précédemment. On pose

n=0
+00
(P):Vz e [0;A] r =) er(z)uy
k=0
2
(a) On pose VvneN  w,= et

i. Montrer que (u,,), vérifie (H).
ii. Adapter la fonction suite et la tester pour x € {0.25,0.5,0.75,0.95} et plusieurs
valeurs de n.
iii. La suite (uy), vérifie-t-elle (P)? Justifier.

(b) Déterminer une condition nécessaire suffisante sur (u,), pour qu’elle vérifie (P).
Corrigé : 1.(a) On a clairement
Vn e N 0 <epu, <uy

et la série téléscopique > u, converge puisque (Arctan n), admet une limite finie. Par sommation,
on obtient

+00 +oo
0< > epuy, < D u, = lim Arctan n — Arctan 0
n=0

n=0 n—+o00

1



On conclut La série > e, u, converge avec S € [0;\] ou A = g

1.(b).i On saisit :

def u(n):
return np.arctan(n+1)-np.arctan(n)

def suite(x,n):

res=0

for k in range(n+1):
eps=1
if x<=res+u(k):

eps=0

res+=epsx*u (k)

return res

1.(b).ii On expérimente :

>>> [suite(.56,n) for n in [100,1000,10000]]
[0.5599339443580329, 0.55999950523120989, 0.55999999942273004]
>>> [suite(1.1,n) for n in [100,1000,10000]1]
[1.0999701608014529, 1.0999998581851047, 1.0999999999952632]
>>> [suite(1.5,n) for n in [100,1000,10000]]
[1.4999936575245283, 1.4999999863580609, 1.4999999999975726]

+00
1.(b).iii On conjecture Vo e [0;N] doep()ug = x
k=0

n
1.(c) Soit € [0;S]. Pour n entier, on note =, = > ex(z)u. D’aprés la conjecture, on aurait
k=0

+0o0 +o0
r—x, = Y, ex(r)upy dout 0 < x — 1z, < R, avec R, = > wy. Dans tout ce qui suit, on
k=n+1 k=n+1

observe qu’il faut avoir u,, < R,, pour tout n entier pour espérer faire tourner une récurrence.
Montrons en premier lieu cette propriété. Soit n entier. On a

¢ n+1-n 1 < 1 ; <7r Arct (+1)>

anu, = = < = tan ( — — Arctan (n
l+(n+1)n 14+nn+1) n+l 2

d’ou u, < R,

On note Pn): 0<z—x, <R,

e Initialisation : Si z < wug, alors gg(x) = 0 d'ot g =0 <z et x < up < Rg = x¢ + Ryg. Si
x > g, alors g(x) = 1 puis xg = ug < = et 29 + Rop = S > z ce qui clot Iinitialisation.

e Hérédité : Supposons & (n) vraie pour n entier fixé. Si z < x, + u, 41, alors e,41(z) = 0 d’on
Tpi1 = T, < & puis, sachant u,1 < R,,11, on obtient

T Ty + Upy1 = Tpa1 + Uni1 < Tpyr + R
Si x>z, + Upyq, alors g,1(x) =1 d’o0 11 = Ty + Upyq < T et

T < Ty + Rn = Tp + Upp1 + Rln—&-l = Tpi1 + Rn—i—l



ce qui clot la récurrence.

Le reste d’'une série convergente étant une suite de limite nulle, on conclut

+00
Ve e [0;\] r = er(z)uy
k=0

2.(a).i La série > u, converge par critére de Riemann et la suite (u, ), est clairement décroissante
positive d’ol

La suite (u,), vérifie (H).

2.(a).ii On saisit :

def u(n):
return 2/3*x*(n+1)

On observe :

>>> suite(.25,10000)
0.24999999999999992
>>> suite(.5,10000)
0.33333333333333315
>>> suite(.75,10000)
0.7499999999999999

>>> suite(.95,10000)
0.9259259259259256

Il semble que la suite (u,), proposée ne vérifie pas la propriété (P).

2.(a).iil Soit z = % On a uy = 3 > % d’ott €g(x) = 0 puis ug = 0. Il s’ensuit que
+00 +00 +00 2 1 1
gogk(x)uk < kZ::luk = ;% =3 <3
On conclut La suite (uy), ne vérifie pas la propriété (P).
2.(b) Avec la suite (u,), de I'exemple précédent, on observe que
Vn e N R, = +ZOO 3k2+1 = 3n1+1 < 3n2+1 = U,

k=n+1
Il semble que la condition u,, < R, pour tout n entier soit nécessaire. Considérons une suite
(un)n qui vérifie (P) sans vérifier u, < R,, pour tout n entier. Il existe donc N entier tel que
ux > Rn. S’il existe n € [0; NJ tel que ,(x) = 1, on aurait z > u, > ux par décroissance, ce
qui est faux. Pour z € | Rx;ux [, on a g,(x) = 0 pour tout n € [0; N puis

+00 +00
r= Y eu(v)u, < > u, <Ry
n=N+1 n=N+1

ce qui est absurde. On conclut

Soit (uy), vérifiant (H). On a (u,), vérifie (P) si et seulement si u,, < R,, pour tout n entier.

Commentaire : On peut interpréter le résultat ainsi : pour pouvoir approcher n’importe quel
nombre x € [0; ], il faut que la décroissance de (u,,), ne soit pas trop forte. Sinon, les contri-
butions chargées par les €, égaux a 1 ne suffisent plus pour « recoller » a z.



Exercice 2 (Centrale 2021)
Soit K =R ou C. On considére A € #,(K) dont le polynome caractéristique ya est scindé. On

pose P =

XA

T On note Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de A. On définit enfin une
XA /A XA

suite matrices par

Ayp=A et VkeN Ak+1 =A; — P(Ak)P/(Ak)fl

r

1. Montrer que P = [[(X — \;) et que P(A) est nilpotente.
i=1
1 36 00
01300
2. On pose B = 0 01 0 0 |.Soit U une matrice de .#Z5(R) a coefficients dans
00026
0 00O0 2

]0; 1] choisie aléatoirement et A = UBU™!.

(a) Calculer P et P’ manuellement.
(b)

Avec Doutil informatique, calculer les Ay pour k € [0; 4]. On pose D = Ay et N =
A — D. Calculer N, N2, N3, ND et DN. Qu’observe-t-on ?

On revient au cas général. Vérifier que K[A] est une sous-algebre de ., (K) et montrer
que K[A] N GL,,(K) est un sous-groupe de GL,,(K).
Soit Q € K[X] et M € ,(K) telle que P/(M) soit inversible. Montrer qu’il existe une
matrice M; € K[M] telle que

Q(M — P(M)P'(M)™1) = Q(M) — POM)P/(M)~1Q'(M) + (P(M)P'(M)~1)* M,
Montrer que pour tout k entier, on a P/(Ay) inversible et qu’il existe By € K[A] tel que
P(A;) = P(A)¥'By.
En déduire qu’il existe une matrice D diagonalisable et une matrice N nilpotente telles

que A =D + N et DN = ND.

T

Corrigé : 1. On a ya = [[(X = \;)™:. Par conséquent, pour i € [1; r], le scalaire \; est racine

=1

de x/y de multiplicité m; — 1 et on en déduit

D’ou

r

Xa A X = [T(X =)™t

=1

P=TI(X=A) et P(A)" = [[(A=AL)™ ™™ = xa(A)Q(A) = 0

2.(a) La matrice B est triangulaire et en appliquant ce qui précéde, on trouve

On trouve P=X-1)X-2)=X?-3X+2 et P=2X-3

2.(b) On saisit :




I5=np.eye(5)

U=rd.rand(5,5)
A=np.dot (U,np.dot(B,alg.inv(U)))

def P(M):
return M.dot (M) -3*M+2x*I5

def dP(M):
return 2*M-3%xI5

tA=[A]
for k in range(1,5):
Ak=tA[-1]
tA.append (Ak-np.dot (P(Ak) ,alg.inv(dP(Ak))))

On observe ’La matrice N est nilpotente et DN = ND. ‘

3. Sans difficulté, application ¢ : K[X] — ., (K),Q — Q(A) est un morphisme d’algébres et
par conséquent

K[A] = Im ¢ est une sous-algébre de ., (K).

On a clairement K[A] N GL,(K) stable par produit et contenant I,,. Soit Q € K[X] tel que
Q(A) € K[A] N GL,(K). On a ma A Q = 1. En effet, supposons que D = 1A AQ # 1. On a
Q = DR et mpo = DS avec D non nul puisque mo ne 'est pas donc D non constant puisque D est
unitaire et # 1. On trouve

S(A)Q(A) = T(A)R(A) = 0

et comme Q(A) est inversible, il s’ensuit S(A) = 0 avec deg S < degma ce qui est absurde. Par la
relation de Bézout, on dispose de U, V dans K[X] tels que 7,U + QV =1 d’ott Q(A)V(A) =1,
ce qui prouve que l'inverse de Q(A) est dans K[A] N GL,,(K). Ainsi

K[A] N GL,(K) est un sous-groupe de GL,,(K).

4. Soit Q € K[X]. D’aprés la formule de Taylor, on a

Vo) €K Quaty) = X 0ra¥)
Soit R € K[X] tel que P'(M)~! = R(M). On a
VreK Qe -P@R@) = & & (P@RE@) Q)
o QX = POR(X)) = Q(X) — POR(IQ(X) + (PAOR(X))*S(X)
S(X) = 335 (~P@)R(2)* Q¥(X)
Ainsi QMM = PODR(M)) = Q(M) — PODRAQ/(M) + (P(MR(M)* S

On conclut donc



M e KM] | Q(M = POOP(M)~!) = Q(M) — P(M)P'(M)~'Q/(M) + (P(M)P'(M)~")° M,

5. On procéde par récurrence. On a P’(A) inversible puisque 74 A P’ = 1. On applique ce qui
précéde avec Q = P et M = Aj. On obtient

P(Ag11) = P(Ar) = P(AR)P (A0 T'P/(A) + (P(AR)P'(Ag) 1)  R(Ar) = P(AR)?P'(Ag) 2R(A)
Par récurrence, on a Ay, € K[A] et ainsi
P(Arer) = (P(A)2'By) PI(Ay) R(AL) = P(A)? "By avec By € K[A]
Puis, on a P AP’ =1 d’ou l'existence de U et V dans K[X] tels que PU 4 P’V = 1. Ainsi
P'(Ar)V(Ag) =1, — P(Ax)U(Ag)

Comme P(A) est nilpotente, alors P(Aj) aussi et donc P(Ag)U(Ay) également et quitte & trigo-
naliser, on constate que P'(A;)V(Ay) est inversible d’ou P’(Aj) également. On conclut

VEeN  P/(A;) € GL,(K) et 3B, € K[A] | P(A;) = P(A)2'B,

6.5i2¥ >n, on a P(Ag) = 0 d’ott Agy1 = Ay, autrement dit la suite stationne en une matrice
qu’on note D. On a P(D) = 0 d’ou D diagonalisable et
k k
N == A - D == Ao - Ak+l = Z [Az - Ai+1] - ZP(AZ)P/(Al)_I

i=0 i=0
qui est nilpotente comme somme de matrices nilpotentes et qui commutent. On conclut

La suite (Aj), stationne en D diagonalisable et telle que N = A — D nilpotente et commute avec D.

Exercice 3 (Centrale 2019)

On effectue n lancers de piéces indépendants et la probabilité d’obtenir pile au k-iéme lancer est
notée pr. On note X,, le nombre de piles obtenus au cours de ces n lancers et 7, la probabilité
que X,, soit pair.

1. (a) Ecrire une fonction pi(n,p) qui donne une estimation de 7, pour la fonction p. Elle
doit effectuer 1000 simulations.

1
b) Représenter 7, en fonction de n € [0; 100 ]| pour p, = — puis p, = ——.
(b) Rep ™ [ [ pour p 2 D) PP T 3 1)
1
(c) Représenter g en fonction de o« € [0;6] pour p, = O
1
2. Exprimer 7,, en fonction des pr. On pourra considérer la suite u,, = m, — 7

1

1
3. Calculer hm Ty, quand Pn = 77—~ pUiS Pn = 2(n + 1)2

piéce est équilibrée ?

. Que se passe-t-il quand la

1 1
4. Montrer que si p, < 5 pour tout k entier, alors (m,), tend vers une limite ¢ € [5 ; 1]

1
Montrer que ¢ = 5 si et seulement si la série Y p, diverge.

Corrigé : 1.(a) On saisit :



def pi(n,p):
N=1000
res=0
for i in range(N):
S5=0
for k in range(l,n+1):
if rd.randO<p(k):
S+=1
if 8%2==0:
res+=1
return res/N

1.(b) On saisit :

def pi(n):
return 1/(2*(n+1))

def p2(n):
return 1/(2x(n+1)**2)

tn=range (101)
tpil=[pi(n,pl) for n in tn]
plt.scatter(tn,tpil)
plt.grid() ;plt.show()

tpi2=[pi(n,p2) for n in tn]
plt.scatter(tn,tpi2)
plt.grid() ;plt.show()

On observe :
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FIGURE 1 — Tracé de (m,),

On conjecture que pour chacun des scénarios considérés

1
Ty — =

n—o0

ot m, — =

3

n—oo 4

120




1.(c) On saisit :

ta=np.linspace(0,6,100)

tpi3=[pi(100,lambda n:1/(2*(n+1)**a)) for a in ta]
plt.plot(ta,tpil)

plt.grid() ;plt.show()

On observe :
1.0
0.9}
0.8} -
0.6 -
0.5 H»
0.4
0 1 2 3 4 5 6
FIGURE 2 — Tracé du graphe o — 0
. ) 1
On conjecture Va € [0;1] lim 7, ==
n——+0o 2

2. Soit n entier. D’apreés la formule des probabilités totales, on obtient
Tnt1 = P(X,41 pair, X,, pair) + P(X,,;1 pair, X,, impair)
= P(F,41, X, pair) + P(P,1, X,, impair)
Par indépendance des lancers, on trouve

M1 = (L= Pogt) T + P (1 = mn)

1 1 1
Puis U, —=(1—p, (un —) n (— —un)
+1+2 (1= pny1) +2 + Pnt1 5
d’ou Unt1 = (1 = 2ppy1)uy
1
Par ailleurs, on a myp = 1 d’ou uy = 3 et on en déduit, par récurrence ou avec un produit
téléscopique

n (1
Vn e N u, = 2" ] <§—pk>
k=1

3. On suppose p, = pour n entier. On a

2(n+1)



a ﬁ[(2 ﬁ) %ﬁ( ):2(nl+1) .

1
et par conséquent Sip, = m pour n entier, alors 7, E} 3
O it ! tier. O
n suppose ensuite p, = ———— pour n entler. Un a
bp P =5ty P
no(1 1 1 n ko k+2 1 1 2 1
un:2n—11—[<__—>__1—[< +>:_ n + 1
e \2 2(k+41)2 2.5 \k+1k+1 2n+1 2 n-oo 4
Ainsi . . 1 3
insi Sip, = m pour n entier, alors m, m T
4. Soit n entier. On a In(u,) = —1In(2) + > In (1 — 2py)

k=1

1
Supposons pg < 5 pour tout k entier. Il s’ensuit 1 > 1 — 2p, > 0 pour tout k entier. La série

> In (1 — 2py) est donc a terme négatifs. Si (pg)x ne tend pas vers zéro, la série diverge grossiére-
ment donc sa somme partielle tend vers -oco. Si (pg)x tend vers zéro, on a In (1 — 2py) L —2p
—+00

et les séries > In(1—2py) et > pi sont donc de méme nature. Si Y py diverge, la somme partielle
de la série Y In(1 — 2py) tend vers -oo et sinon, elle tend vers une limite finie négative S d’otut

1
T —— = 5(1 +e%). On conclut

1 1
Sipr < 3 pour k entier, alors m,, —— ( € {5;1].

n—o0

1
Et I’étude précédente montrer que si » p, diverge, alors ¢ = 3 et si Y p, converge, alors on a

EE}%;l].Ainsi

1
(= 5 = > pn diverge

1
Remarque : Si p, < 5 pour k entier, on peut aussi observer
Un41 = (]- - 2pn+1)un < Up

1
La suite (u,), est décroissante, minorée par 0 donc convergente dans [0 ; 5} d’ou le premier

résultat annoncé sur /.



