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Préparation a 'oral - Feuille n°5

Exercice 1 (CCINP 2025)
Soit E = %¢°([0;1],R). On pose

1
VIEE  |fle= Sup [f®)] et [Ifll = / ()] dt
te[0;1] 0

1. (a) Démontrer que || - ||« €t || - |1 sont des normes sur E.
(b) Démontrer qu’il existe k£ > 0 tel que || f]|1 < k|| f||co pour tout f € E.
(¢) Démontrer que tout ouvert pour la norme || - ||; est un ouvert pour la norme || - |-

2. Montrer que les normes || - || et || - |1 ne sont pas équivalentes.

Corrigé : Exercice 37 CCPINP 2025

Exercice 2 (CCINP 2025)

2 1
On pose A = (4 _1).

1. Déterminer les valeurs et vecteurs propres de A.

0 > En déduire que ’ensemble

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec (0 _9

des matrices commutant avec A est Vect (I, A).
Corrigé : Exercice 73 CCPINP 2025

Exercice 3 (CCINP 2025)

Soit n entier non nul et E ensemble a n éléments.
1. Déterminer le nombre de couples (A, B) € P(E)? tels que A C B.
2. Déterminer le nombre de couples (A, B) € P(E)? tels que ANB = 2.

3. Déterminer le nombre de triplets (A, B, C) € P(E)? tels que A, B et C soient deux a deux
disjoints et vérifient AUB U C = E.

Corrigé : Exercice 112 CCPINP 2025

Exercice 4 (Mines-Telecom 2025)
+00 t +00 1
Mont —dt= ), ——
onrer /0 et —et nZ::O(Sn +2)?
Corrigé : On note I =]0; +o0[ et on pose
V(n,t) ENXT  fo(t) = te Gnt2)t

1
Soit n entier. On a f, € ECpm(I,R) et f, (1) =0 (13) d’ou f, € LY(I,R) par comparaison et
—+00

critére de Riemann. Pour ¢ € 1, la série > f,(t) est géométrique de raison e 3 € ]0;1[ donc
convergente avec



e te % t
vtel nzzjofn(t) ey

+00
et on en déduit que la fonction somme ) f,, est continue par morceaux sur I. Soit n entier. Les
n=0

—(3n+2)t

fonctions t — t et ¢t — —3—+2 sont de classe €' avec le crochet [—
n

t —(3n+2)t] >
i fini et nul.

3n + 2 0

En intégrant par partie, on obtient

+00 +00 r to—(3n+2)t +oo 1 +oo 1
/ | fa(t)] dt = / te=Gntiqp = |—— | 4 / e B = — —
0 0 3n+2 | 3n+2J, (3n 4+ 2)2
+00 1
d’ot RO dt =)
oi 3 TR 3 e

qui converge par critére de Riemann. Par intégration terme a terme, on en déduit que 'intégrale

+00 t
/ —;—— dt converge avec I'égalité
0 [§

— €
+00 t 400 1
SN, VI o . —
/0 et —e—t %(371—1—2)2

Exercice 5 (Mines 2025)

Soit n entier non nul et f € €' (R",R") telle que, pour tout sous-ensemble fermé F C R",
I'ensemble f(F) est fermé dans R™. On suppose également que df(a) est bijective pour tout
a € R™. On note X = f(R").

1. Montrer Vr e X T,X =R"

2. Etablir que X = R". On pourra raisonner par I’absurde.

Corrigé : 1. Soit z € X, v € R" et a € f~'({x}). Comme df(a) est bijective, on dispose de
u € R™ tel que df(a) - u = v. On pose

VieR  ~(t) =a+tu
On a 7 : R — R™ dérivable en zéro avec y(0) = a et 7/(0) = u. On pose ensuite
VieR  n(t) = fon(t)
L’arc n est a valeurs dans X et dérivable par composition. On trouve
17'(0) = df(v(0)) -7 (0) = df(a) - u=w

On a donc prouvé que tout vecteur v € R™ est dans T, X et I'inclusion réciproque étant immé-
diate, on conclut

VzeX T,X=R"
2. Supposons X # R". Soit y € R” ~ X. On pose
Ve eR"  g(z)=[ly — |

Soit zp € X. On note r = ||zg — y|| > 0 et on pose K = X N By(y,r + 1). L’ensemble K est
un fermé (intersection de fermés) borné donc un compact de l’espace R™ de dimension finie.
La fonction continue ¢ atteint un minimum en un point x; sur ce compact K. On a clairement




zg € K d’ou g(x) < g(wg) = r? et il s’ensuit que x; € B(y,r + 1). Par conséquent, le point x;
est un extremum local de la restriction g, et on en déduit

T,, X C Ker dg(z1)
Avec le résultat de la premiére question, il en résulte que dg(x1) = 0. Par ailleurs, on trouve
Vh € R" dg(z1) -h=2(h,z1 —y)
Ainsi, on a z; —y € (R")* d’ott y = x; ce qui contredit y ¢ X. On conclut

Exercice 6 (Mines 2025)

On pose Vn € N* M, = M%X o(o)
[ASIeT
1. Etablir Vn € N* n<M, <n!
2. Soit n > 4. Montrer M, < Max kM,,_;
2<k<n—1
3. Etablir M, = O(3"?3)
n—+0oo
Corrigé : 1. Pour o € S,,, on ao(0)| Card S, = n! et on observe o(c) =navece= (1 2 ... n).
On conclut ’Vn e N* n <M, <nl ‘

2. Soit n > 4. Pour o € S,, avec o(n) = n, on note ¢’ € S,,_; la permutation induite par o et on
a o(c’) = o(0). On en déduit M,,_; < M,, d’on la croissance de la suite (M,),>1. Soit o € S,,.
On note 0 = ﬁ ¢; sa décomposition en produit de cycles & supports disjoints avec i& =n ol
¢; = |supp ¢ Z(:tzs points fixes sont associés a des cycles de longueur égale a 1). Sil?: 1, on a
o(c) =o0(c;) =n.Sir>2 0onaoc=cyavecy= f[ ¢; qui commute avec ¢; et pour k entier, il
vient 0% = k4% d’on -

of=id & =id et Y =id < o(c1) Vo(7y)|k

Par minimalité, on a donc o(o) =o(c1) Vo(7)

<
On suppose ¢1 > 2 car sinon, on a o(cy)o(7y) = o(y) < M,,_1 et on sait que la suite (M,,),, croit.
On a donc pour /1 € [2;n— 1]

o(0) < (1M,_y, < Max kM,

2<k<n—1
Enfin, on observe 2M,, s =22(n—2)=n
d’ou Max kM,_r >n
2<k<n—1
On conclut M, < Max kM,
2<k<n—1

3. On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout k € [1; n — 1] avec n > 4,
on a My < C3%/3, D’aprés 'inégalité établie précédemment, il vient



M, < Max kM, < C Max k3=0/3 =C37/3 Max k3 /3

2<k<n—1 2<k<n—1 2<k<n—1

On pose V>0  f(r) =237/
La fonction f est dérivable et on trouve
Ve =0  f(z) =37 (1+2In(37?%))
On en déduit que f croit sur [0; 3/ In(3) ] puis décroit sur [3/1n(3);+00]. On a

_ 2+Z <2++ij ! +2[ 1} 3
e = = - — | =
Py k-1 T Elk—1 %
Par concavité, on a In(z) < 2z — 1 pour x > 1 d’ou

In(In(3)) < In(3) — 1

et passant & Pexponentielle croissante  In(3) < 3e~!
3 3
()
o I\ @) = em@)

ce qui ne permet pas de conclure! On a e < 3 d’ou 1 < In(3) puis 3/1n(3) < 3. Par ailleurs, avec
Iinégalité de convexité e > 1 + x pour x réel, il vient

3

3
2 - 21
/Qetdt:eg—12/2(1+t)dt:—>2
0 0 8

d’ot In(3) < 3/2 ce qui équivaut a 2 < In(3)/3. D’aprés I’étude de variations faite précédemment,
on en déduit

Max f(k) = Max (f(2), f(3))

ke[2;n—1]
Enfin, on trouve f(3) =1 et on a les équivalences

f2) <1l <= 2x32 <1l &= 2<3¥ «—= 22=8<9=32

Ainsi M, < C3"/
ce qui prouve I'hérédité et clot la récurrence. On conclut
M, = 0O@3"?)
n—+oo

Remarque : On trouve sans difficulté M; = 1, My = 2, M3 = 3. On peut alors considérer C = 1
dans ce qui précéde et on obtient le résultat plus précis

Vn € N* M,, < 37/3

Exercice 7 (Centrale 2025)

Soit E un R-ev de dimension finie et C un convexe compact d’intérieur non vide symétrique par
rapport a Og. On pose

Ve €E  jole) = Inf {A>0, %ec}

avec la convention inf & = +o00.

1. (a) Rappeler la définition d’une norme.
(b) Montrer que I'application jc est & valeurs réelles positives et qu’elle est homogeéne.

4



(c) Etablir pour z € E jo(z) =0 <= 2 =0g

2. (a) Montrer pourz € E 2 € C < jo(z) €[0;1]

(b) Etablir V(z,y) € E*  jolz +y) < jolr) +joly)
Indication : Pour ¢ > 0, on pourra poser pour (z,y) € E?
;5 x ;L Yy - jc(:l:) + e
r =7 YV =—"F""—" t= - ;
jo(z) +¢ joly) + ¢ Jo(x) + joly) + 2¢

3. On munit 'espace E d’'une norme. Montrer 'existence Od’une application f : E — E
continue, bijective et telle que f(C) = B(0g,1) et f(C~ C) = S(0g, 1).

Corrigé : 1.(a) Une application N : E — R, est une norme si elle vérifie :
(i) Homogénéité : V(A z) e Kx E N(A\z) = |\|N(x)
(ii) Inégalité triangulaire :

Y(z,y) € B2 N(z+y) < N(z) + N(y)

(iii) Séparation : VeeE N(@#)=0 = z=0g
1.(b) Comme l’ensemble C est d’intérieur non vide, on dispose de a € C et ¢ > 0 tel que
B(a,e) C C. Par symétrie, on a B(—a,¢) C C. Puis, par convexité

1
Vu € B(0g, €) uzi(—a—iru—l—a—iru)e[—a+u;a—|—u]CC

autrement dit B(0Og, ) C C ce qui signifie O € C. On pose

Ve e E A($):{A>O,§EC}

Soit x € E. On choisit A =1+ M Ainsi, on a
£

150 =¢

x
ce qui prouve que X € B(0g,e) C C. Par conséquent, 'ensemble A(z) est une partie non vide de

R, et admet donc une borne inférieure finie positive. Sans difficulté, on trouve jc(0g) = 0. Soit

A
a > 0. En posant © = — pour A > 0, on obtient
!

A(CV:L‘):{)\>O, %GC}:{(W, >0, EEC}ZQA({L‘)

A
Il s’ensuit jo(ax) = Inf A(ax) = Inf aA(z) = a Inf A(z) = ajc(x)
Soit a < 0. Par symétrie de C, il vient
Aaz) = {)\ >0, % € c} — {)\ >0, (_i‘)x € c} = A(—ax)
d’ou jelac) = —ajo(x)
On conclut ’L’application Jo est a valeurs positives et est homogéne.‘




1.(c) Soit = € E tel que jo(x) = 0, ce qui équivaut a

Ve>0  3ae]0:e] gec
Or, comme l'ensemble C est compact, on dispose de M > 0 tel que C C B(0, M). Supposons
z # Og. On pose € = ||z||/M. Alors, pour A € |0;¢[, on a ; ¢ B¢(0,M) d’on § ¢ C ce qui
contredit I'assertion précédente. On en déduit x = Og et 'autre implication étant immeédiate, on
conclut

’L’application jo vérifie la séparation. ‘

2.(a) Soitz € E.Ona 2€C <= 1e€A(z) = InfA(z)<1

d’ou reC = jo(z)e]0;1]

Réciproquement, supposons jo(z) € ]0;1] (le cas jo(x) = 0 est immédiat). Par caractérisation
séquentielle de la borne inférieure, on dispose de (\,), € A(x)Y telle que A\, —— jc(x). On a
n—oo

x
— € C pour n entier et par fermeture de C

An

x

T T occ

Ay, n—00 ]C(x)
Par convexité, il vient x € [O; L cC

jo()
Ainsi, pour r € E r€C < jo(z) €[0;1]
2.(b) Soit (z,y) € E% Pour € > 0, on pose
I _ x o Y o jc(l‘) +ée
r = —— " Yy =—"—"—"~—_ t= - -
jo(z) + ¢ Joly) +¢ Jo(z) + jely) + 2¢

On a Jjo(@') <1 et jo(¥) <1

d’ott 2’ € C et y € C. On a clairement ¢ € [0;1] et par convexité tz’ + (1 —t)y’ € C. Or, on
trouve

r+y
tr' + (1 —t)y = - : €
( ) jo(z) + joly) + 2¢
X . jo(z +y)

d’oul jo(ta' + (1 —t)y) = - , <

( (1=11) je() + jo(y) + 2¢
Ainsi Ve>0  jolx+y) <jolx)+ joly) + 2
Et on conclut ’L’application Jc vérifie 'inégalité triangulaire. ‘

3. D’apreés un résultat classique, on a B(0g, 1) = B¢(0g, 1). L’application jc est une norme. Elle
est donc continue car lipschitzienne dans I’espace E muni de la norme jc¢ et comme toutes les
normes sont équivalentes en dimension finie, elle est continue dans I’espace E muni de sa norme
d’origine || - ||. On pose

OE SI.CE:OE
Ve e E flx)=4¢ T



L’application f est continue sur E \ {Og} comme composée de telles fonctions. Pour x # Og, on
allf(x)|| = je(z) dou f(x) — Or = f(Og) par continuité de jc. On a clairement
r—UR

Soient x, y vecteurs non nuls tels que y = f(x). On en déduit

= — o jo(@)® flyl?
lyll = I1f(@)]| = jo(z) et joly) = = Tl
Alinsi, on trouve
( . x
Y ]C(l’)m
y = f(z) = {Jol@) =yl — ‘HZ/H y
2 Je(y)
o — o1
je(y)

ce qui prouve que application f est bijective. Puis, pour z € E, on a
PEC e jo(n) <1 = [[f@)] <1 <> f(z) € By(0s,1) <= z € f(B;(0, 1))
don C = f~1(By(0g,1)) et comme Papplication C est bijective et notamment surjective, on
obtient f(C) = B;(0g, 1). Soit € C. On dispose de € > 0 tel que B(z,¢) C C. Par suite, on a
5

(14+7r)x € Cavecr = ———— d’ou
1+ |||

Je(l+r)z) =1 +r)jc(r) <1 = jeolz) <1
On en déduit les inclusions
CCjc'(-00:1) ={z €E, jo(x) <1} CC

Or, lapplication jc étant continue, I'ensemble jo'(]-0o;1[) est un ouvert inclus dans C et
contenant C. Comme l'intérieur de C est le plus grand ouvert inclus dans C, on en déduit

C={z€E, jo(z) <1} et C~C={zek jo(z)=1}
Ainsi, pour z € E, on a
PECNC = jo(r) =1 = |f()] =1 <= z € f(3(05,1))
d’ot C~ C = f1(S(0g, 1)) et comme précédemment f(C ~ C) = S(0g, 1). On conclut

Il existe une application f : E — E continue, bijective et telle que f(C) = B(0g, 1) et f(C ~ C) = S(0g, 1

Exercice 8 (X 2025)

Soit y : R, — R une solution non nulle de y” + e'y = 0.

1. Montrer que les zéros de y sont isolés.

2. Montrer que les zéros de y peuvent étre rangés en une suite strictement croissante (a, ),
tendant vers +o0.

3. Déterminer un équivalent simple de a,, pour n — +o0.



Corrigé : 1. Soit [a;b] C L. Supposons qu’il existe une suite (o), d’éléments deux & deux
distincts de [a;b] qui soient des zéros de y. D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il
existe une extractrice ¢ telle que ap,) —— o € [a;b]. Par continuité, on a
n—oo
0= y(acp(n)) m y(Oé) =0
Quitte & ré-extraire, on suppose () 7 a pour n entier. Par dérivabilité en c, il vient

y(aw(n)) - y(Oé) y/(a>
Qpn) —Q@  n7o

0=

La fonction y est donc solution du probléme de Cauchy
{y// + ety =0
yle) = y'(a) =0

Comme la fonction nulle en est solution, il s’ensuit que y est nulle d’aprés 'unicité du théoréme
de Cauchy linéaire, ce qui est contradictoire. On conclut

Une solution non nulle admet un nombre fini de zéros sur tout segment de I. ‘

2. L’union des zéros de y est l'union pour k£ € N de I'union des zéros de y sur [k;k+ 1],
autrement dit c’est une union dénombrable d’ensembles finis donc c’est un ensemble au plus
dénombrable. Montrons qu’il n’est pas fini. Supposons par exemple qu’il existe a réel tel que
y(t) > 0 pour tout ¢t > a. On a y”(t) = —e'y(t) < 0 pour tout ¢t > a d’ou la concavité de y sur
[a;+00[. Supposons qu'il existe a > a tel que y'(«) < 0. Par concavité, le graphe de y est situé
sous ses tangentes d’ol

Viza  yt) <y() - ) +ylo)

. / o _ e
Puis y' (@)t —a) +y(a) e, 0 = y(t) PNV

ce qui contredit le signe de y. On en déduit que ¢y’ > 0 d’oul y croit et en particulier y(¢) > y(a) > 0
pour tout t > a. Par conséquent
Viza o y'(t)=—e'y(t) < —e'yla) = y'(t) — -0
t—+o0
Avec le théoréme des accroissements finis ou une écriture intégrale, on en déduit

, |
y(t) o o0 puis y(t) o o0

ce qui contredit le signe de y. Ainsi, ’ensemble des zéros de y est dénombrable et on peut donc
les noter par la suite (a,), strictement croissante. Cette suite est non majorée car sinon, elle
aurait une limite finie et un segment contiendrait une infinité de zéros de y. On conclut

L’ensemble des zéros de y peut se noter (a,), suite strictement croissante de limite +oo.

3. On pose gp:tv—>sin(ea7n(t—an)) ¢:tr—>sin<eanT+l(t—an)>

a P
Supposons que y ne s’annule pas sur } Ay Gp +TET 2 } On considére

VieR W(t) =

0 O]
20| = o - v

La fonction W est dérivable et on a
VteR  W/(t) = y(t)e"(t) — y"(t)e(t) = y(t)p(t)(e® —e™)

Ainsi, la fonction W’ est de signe constant sur ] Ay 5 Gy + ﬂe_T} égal au signe de y sur cet
intervalle. Or, on a



et an +me~ %) = y(a, + e3¢ (a, + e~ F) = —e Fy(a, + T 7)

W(
Le signe de W(a,, +me~%") contredit alors la monotonie de W. On en déduit que y s’annule sur
} Qp 5 Ay + 7re’a7n] d’oll an4q € } Qp ; Qp + ﬂe’aTn} et par suite

an

Up41 — Ap g mTe 2

De la méme maniére, on démontre 'autre inégalité et on conclut

_%n+41 _an
me "2 L Apyl — Gp S TET 2

Remarque : Pour t € [a,;a,41], on ae®™ < et < e+ ce qui améne a considérer les équations
différentielles

y'+etny=0 et gy’ +entiy=0

en s’intéressant a des solutions qui s’annulent en a,, d’ou I'introduction des fonctions ¢ et .

La suite (a,), est croissante non majorée sinon, elle aurait une limite finie et un segment contien-

drait une infinité de zéros de y. Ainsi, on a a, — +o0 et il s’ensuit a,+1 — a, —— 0 et par
n—oo n—oo
p _9n+1 _an
conséquent e~ 2 ~ e~ 2.0n adonc
n—-+oo

_an
Ont1 — On n—;:oo e

a .
On pose u, = e 2 pour n entier. On a

2 (In(tns1) — In(uy)) ~ —

n—+00 Uy,

Un+1 Up+1 — U . Un+1
Or In(tpg1) — In(u,) = In < s ) ~ " puisque —— —— 1
Up, n—+00 Uy, Uy, n—00
. s
On obtient donc Upi1] — Up —> —
n—oo 2

Par sommation des relations de comparaison, on en déduit

nl nm
U oo g et U]
On conclut an, =2In(u,) ~ 2lIn(n)
n—+0oo

Exercice 9 (ENS 2025)

0

Pour w réel, on pose R(w) = <w —w) Soit ¢ un morphisme continu du groupe (R, +) vers le

0
groupe (O, (R), x). Montrer qu’il existe wy, ..., w, réels et P € O,(R) tels que
VteR  o(t) = Pdiag(e®®@) et T . )PT

Corrigé : Montrons que l'application ¢ vu comme application de R dans .#,(R) est dérivable.
Soient t, h réels avec h non nul. On a

(ot +h) —@(t) = % (p(t)p(h) — (1)) = ¢(t)

SRS



Ainsi, montrer la dérivabilité en 0 suffit & montrer la dérivabilité en tout point. On pose

VteR q)(t):/otgo(s) ds

La fonction @ est de classe €' d’aprés le théoréme fondamental d’intégration. Par changement
de variables, il vient pour ¢ réel

0(0) = [ ols)ds = [ plt+) du=—plo)p(-1)

On a

et comme 'ensemble GL,(R) est ouvert, on a ®(—t) a valeurs dans GL,(R) pour t € V avec V
un voisinage de zéro. On en déduit

VteV o) =—o@t)P(—t)!
La fonction M € GL,(R) — M~! = det(M)*Com(M) " est de classe € car elle est a coordonnées

rationnelles bien définies. Par composition, on en déduit que la fonction ¢ est dérivable en zéro
et donc dérivable sur R. Soient s, ¢ réels. On a

o(s+1t) = p(s)p(t)

En fixant ¢ et en dérivant en s, il vient

@' (s+1t) = ¢'(s)p(t)

d’otl vVt eR o' (t) = ¢’ (0)p(t)

On pose A = ¢/(0). Ainsi, la fonction ¢ est solution du probléme de Cauchy
X'=f-X
(ot

avec f : M € #,(R) — AM. La fonction ¢ — e® est clairement solution et d’aprés I'unicité du
théoréme de Cauchy linéaire, on obtient

VteR o) =et?
Comme ’application ¢ est a valeurs dans O, (R), on
VEeR  ot) o

a

~

) =1,
et aprés dérivation
VEER  ¢(t) () +o(t) ¢'(t) =0

En particulier, pour ¢ = 0, il vient

AT+A=0
Enfin, en suivant un schéma analogue a la preuve de réduction des matrices orthogonales, on
montre qu’il existe P € O, (R) et wy, ..., w, réels tels que

PTAP = diag(R(w), ..., R(w,),0,...,0)
Sans difficulté, on obtient
PTeAP = diag(e™«1) . et 1 )

On conclut
AP, wi,...,w) €EOLR) xR | VteR  o(t) = Pdiag(e®@) . o) T o )PT
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