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Exercice 1. [IMT MP/MPI 2024]

) o p2in+1
Soit S:1— Yy ——

n=0 n!

n

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
2. Calculer S(¢) sur]—R,R|.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que pour tout ¢ € [-1,1], Gx (1) = AS(?),
oulelR.

3. Que vaut A.
4. Calculer P(X = n) pour ne€ N.
5. Calculer E(X).

Solution :
1. D’Alembert : R = +oo.

2. Calcul avec réindicage et séries exponentielles : S(t) = (t +1)%e’.
3. 1=G,(1) =AS(1) = AMedonc A = L.

+00

4. Gx(t)=)Y_ P(X=m)t", par unicité des coefficients d'une série entiere : Y ne N, P(X =
n=0
ntn+l

n) = 4en! °

5. Par dérivation de série entiere et propriété de la fonction génératrice :

E(X) = Gy (1) = —8'(1) = i(2(1 +1)+ 1+ 1)?)e! =2
X 4e 4e

Exercice 2. [IMT MP/MPI 2024]
Soient f e Z(R?, R?) et ge ZL(R3,R?) telles que rg(f o g) = 2. Calculerrg f et rgg.

Solution :

Im(f o g) < Im(f) donc rg(f) = 1g(f o g) = 2 et comme d’apres le théoreme du rang, rg(f) =
dim(RR?) — dim(Ker(f)) < 2. Ainsi rg(f) = 2.

Par théoréme du rang on a aussi dim(Ker(f o g)) = dim(R%) —rg(f o g) = 1, donc comme
Ker(g) c Ker(fog), dim(Ker(g)) < 1, et g n'étant pas injective (son image étant de dimension
strictement plus petite que la dimension de son espace de départ), dim(Ker(g)) = 1, donc
rg(g) =2.
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Exercice 3. [Centrale Maths 2]
Soit p un nombre premier. On note

5.

Ep:{nelN|V(u,v)€ZZ,p|u”+v”:>(p|uETp|v)}

. Expliquer pourquoi I'on peut se restreindre a (u,v) € [0,p - 1]]2 dans la définition de

Ep-

En déduire une fonction Python de parameétres un nombre premier p et un entier
naturel n renvoyant True si n € E, et False sinon.

. On note v, la valuation 2-adique de p - 1. Ecrire une fonction Python de parametre

un nombre premier p calculant 27».

Déterminer al’aide des fonctions précédentes 27 et E,n[0,100] pour tous les nombres
premiers p inférieurs a 50. Que peut-on conjecturer?

Déterminer E,.

A partir de maintenant, on suppose p # 2. On note Fp=%ZlpZetF,=F,\{0}.

On considere, pour n € N, 'application ¢, : x e I, — x".

6.

7.

8.

9.

Montrer que:VneN, ne E, < —-1¢Im(g,).
Montrer que 2'7 € Ej,.
On admet que le groupe multiplicatif I}, est cyclique. Montrer que 2 1 ¢ E,.

Justifier la conjecture faite a la question 4 .

Solution :

1. Oneffectuelesdivisions euclidiennede u et v : il existe q,, q,, 1y, 1y € Z telsquer,,r, €
[o,p—1] etu=qup+r,etv=q,p+r,, sibien que

VneN, u"+v"=r/+r,/[pl et u=rylpletv=r,(pl]

Ainsi: p|lu™+v" siet seulementsip|r]l+r],et:pluetplvsietseulementsip|r,
etplry.
On peut se ramener (u,v) € [0,p—1].

2. Un programme possible :

def est_dans_Ep(p,n)
for u in range(p)
for v in range(p)
if (wx*n+v**n)%p==0 and not (ulp==0 and vip==0)
return False # un test au moins échoue
return True # aucun test n'a échoué

3. Un programme possible :
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def v(p)
a,puiss=p-1,1
while aj2==0 :
# on <<extrait>> toutes les puissances de 2
puiss*=2
a//=2

return puiss

4. Un programme possible :

# génaration des premiers <50 :
liste_prem=[2]
for k in range(3,50)
test=True
for p in liste_prem :
if kip==
test=False
if test :
liste_prem.append (k)

# fonction pour obtenir E_p inter [[0,100]]
def E(p)
res=[]
for n in range(101)
if est_dans_Ep(p,n)
res.append(n)
return(res)

# affichage demandé :
for p in liste_prem :
print (v(p),E(p))

Il renvoie :

1]

200,2,4,6,8 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48,
50, 52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92, 94, 96,
98, 100]

40,4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92,
96, 100]

2[0,2,4,6,8, 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48,
50, 52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92, 94, 96,
98, 100]

200,2,4,6,8 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48,
50, 52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92, 94, 96,
98, 100]

40,4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92,
96, 100]

16 [0, 16, 32, 48, 64, 80, 96]
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210,2,4,6,8 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48,
50, 52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92, 94, 96,
98, 100]
2100,2,4,6,8,10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48,
50, 52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92, 94, 96,
98, 100]
410, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92,
96, 100]
210,2,4,6,8 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48,
50, 52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92, 94, 96,
98, 100]
410, 4, 8,12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 76, 80, 84, 88, 92,
96, 100]
810, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, 88, 96]
2100,2,4,6,8,10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48,
50, 52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92, 94, 96,
98, 100]
210,2,4,6,8 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48,
50, 52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92, 94, 96,
98, 100]
On conjecture : E; = & et pour tout p premier impair, E, = 2"PN.

5. Pourtoutne N, 1" +1" =0[2] mais 2 |/1, donc E, = &.

6. Il faut comprendre qu'il est équivalent de travailler dans IF , et de travailler avec des
entiers u,v € [0,p—1]. De plus, si x € Z, alors p | x < x =0 dans I, (en confondant
x et sa classe modulo p).
Soit ne N.
 On suppose que n € Ey,. Supposons par l'absurde que -1 € Im(¢,), alors il existe
velF, tel que v" = 1.
En particulier 1" + v" = 0 mais 1 # 0 (fout ¢a dans ¥ ,), donc n ¢ E, : c’est absurde.
Ainsi -1 ¢ Im(gy).
e On suppose que n¢ E,. Alors il existe (u,v) € ¥, non tous deux nuls tels que u" +
v" = 0. Quitte a les échanger on suppose que u # 0, alors comme IF, est un corps,
u'leF,etona:
0= H' W +v")=1+w'v)"
donc -1=@u'v) € Im(¢y).
7. Supposons par l'absurde que 2'» ¢ E,. Alors d’apres la question précédente, —1 €
Im(¢,) et on dispose de x € F, tel que x> = —1.
Par définition de v, il existe m impair tel que p —1 = 2”7 m, si bien qu'en élevant
I'égalité précédente  la puissance m il vient : x*"™ = (-1)"™ = —1. Mais 2"»m = p—1
et 2P~1 =1 (petit théoreme de Fermat avec p premier et2A p = 1), donc 1 = -1 dans
IF),, ce qui est impossible puisque p # 2.
Ainsi 2" € E,.

8. Soit g un générateur de ', qui est de cardinal p - 1. En particulier, (g’%l)2 =1, donc

-1
dans le corps I, g7 = =1, mais ca ne peut étre 1 sinon g n'engendre pas Iy, On

p—-1 ov,—1 . . L. - .
observe que = 2"~ m avec les notations des questions précédente, si bien que :

—-1= g%ﬁl = gzyp_lm = (gm)zvp‘l € Im((pzu,;—1

puis2'r~ > 1 lorsque p # 2. D'apreés 6.2"r~ ¢ E,,.
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9. On peut montrer que si n € Ep, alors pour tout k € N, kn € E,. En effet, pour tous
u,velF, tels que u*" + v*" = 0, on a (" + (V5" = 0, donc u* = 0 et v* =0, donc
puisque ¥, est un corps, u=v =0.

Ainsi comme 2" € Ep, 2"?N € E,, (0 est toujours dans E,, pour p #2).

Supposons par l'absurde qu'il existe dans E, un entier non multiple de 2'», alors il
sécrit n=2%p ol a < v), et B est impair.

-1 lep—]

Comme 2" ~" ¢ E,, il existe u,v € F,, non tous deux nuls tels que u*"~ +v*"" =0,
donc u®" =" Onposeu' = 2" " et v =12 " etona: W) = -, et
u' et v' non tous deux nuls. On éleve a la puissance  impaire et il vient : W)?'P =
—-"?"P, ouencore ()" +(v')" = 0. Comme v’ ou v' West pas nul, cela contredit n € Ep,

ce qui achéve la preuve de la conjecture.
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Exercice 4. [Centrale 1 MP/MPI 2024]
Soient ne N* et p€{0,...,n}. On note R, I'ensemble des matrices de .#,(C) de rang p.

1. Soient M, N € .4,(C). Montrer que M et N sont de méme rang si et seulement s’il existe
P,Q dans GL,(C) telles que M = PNQ.

2. Soit F une partie finie de C. Montrer que C\ F est connexe par arcs.
En déduire que R, est connexe par arcs.

3. Déterminer 'adhérence et I'intérieur de R,,.

Solution :

1. Coursde sup : choisir une base du noyau, la compléter une une base de C", considé-
rer l'image des vecteurs ajoutés par f et justifier qu'ils forment une base de l'image
de f, la compléter en une base de C" : toute matrice de rang r est alors équivalente a
Iy Or,n—r

la matrice J,,, =
' On—r,r On—r,n—r

. Par transitivité de la relation d'équivalence on
a le résultat.

2. (a) Notons F ={a,...,a,} otur € N. Soient x,y € C distincts. Il n'y a qu'un nombre
fini de z € C tels que [x, z] ou [y, z] contient l'un des a;, donc on peut trouver
z € C tel que le chemin x — z — y obtenu en se déplacant le long des segments
précédents ne rencontre aucun des éléments de F : c'est un chemin continu,
donc C\ F est connexe par arcs.

(b) On en déduit déja que GL,(C) est connexe par arcs : si A,B € GL,(C), alors
t € C— det((1 - 1) A+ tB) est polynomiale, elle n'admet qu'un nombre fini de
racines, et on peut appliquer la question précédente : on dispose d’'un chemin
continue'y tel que (1 -y (1)) A+y(t)B est dans GL,(C).

On peut alors passer de toute matrice de Ry, a J,,, par des chemin continue
entrel, et Petl,etQ.

3. « Adhérence.

Lensemble des matrices de rang < p est un fermé: c’est 'image réciproque de 0 par
U'application continue qui a une matrice associe la liste de ses mineurs d’ordre
r + 1. En jouant avec des coefficients qui tendent vers 0 sur la diagonale, on peut
obtenir toute matrice de rang r € [ 0p comme limite d'une famille de matrices de
Ry,. Donc Ladhérence de R), est l'ensemble des matrices de rang < p.
« Intérieur.

Si p=n, R, = GL,(C) qui est ouvert, il est son propre intérieur.

Si p < n, alors l'intérieur est vide (sinon il contient une matrice A et les matrices de
la forme A+¢€lI, pour ¢ suffisamment petit, et parmi elles des matrices inversibles).
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Exercice 5. [Centrale maths 2 MP 2024]

Soit p un nombre premier impair. Un entier a est un carré modulo p s’il existe m € N tel que
— 2
a=m-|[p].

1. (a) Ecrire une fonction Python qui teste si 'entier p est premier.

(b) On s’intéresse aux nombres premiers de la forme p = 12a+ b avec a < 1000 et
be{1,3,5,7,9,11}. Alaide de Python, afficher les couples (p, b) pour lesquels 3 est
carré modulo p. Que remarque-t-on? On suppose ce résultat toujours vrai.

(c) Alaide de Python, afficher les entiers n € [1,9999] tels que 2" — 1 divise 3" — 1.
Soit n =2 tel que 2" — 1 divise 3”7 - 1.

2. Montrer que n est impair.

3. (a) Pour x,y € (Z/pZ)*, on définit x ~ y si et seulement si x> = y>. Montrer que ~
est une relation d’équivalence sur (Z/pZ)*. Déterminer le cardinal d'une classe
d’équivalence et en déduire celui de 'ensemble {x*|x € (Z/p7Z)*}.

-1
(b) Montrer que, si a € Z est carré modulo p tel que a A p =1, alors a7 =1] pl.
. -1 -1 .
(c) Enadmettantquel’équation x'7 =1admetau plus P2 solutions dans (ZI pZ)*,
déterminer le nombre exact de solutions de cette équation dans (Z/pZ)*.

-1
(d) Montrer que, pour a € Z non multiple de p, a7 =1 [p] si a est carré modulo p et
-1
a'T =—1][p] sinon.

4. On suppose que p divise 2" — 1.

(a) Montrer que 3 est un carré modulo p.

(b) En admettant le résultat de 1.(b), démontrer la conjecture de 1.(c).

Solution :

1. (a) Un programme possible :

def est_premier(n) :
if n==0 or n==
return False
for d in range(2,n) :
# on cherche les diviseurs autres que 1 et n
if nj%d==0 :
return False
return True

(b) Un programme possible :
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res=[]
for a in range(1000)
for b in range(1,12,2)

p=12*a+b
if est_premier(p)
test=False

for m in range(p)
if (m*x*2-3)%p==0 :
test=True
if test :
res+=[[p,bl]
print(res)

Les couples (p, b) pour lesquels 3 est un carré modulo p sont ceux pour lesquels
be{1,11} (3 étant a part puisque modulo 3, 3 est nul, c’est un carré modulo 3).

Plus précisément on observe : 3 est carré modulo p si et seulement si p = +1[12].
(c) Un programme possible :

res=[]
for n in range(1,10000)
if (3**n-1)%(2%*n-1)==0 :
res+=[n]
print(res)

Seul 1 convient.

n-1
2. Sinestpair,ilsécritn=2mottme N* puis2"-1=4"-1=(4-1) Z 4% = 0[3], mais
k=0
comme 33" -1, 2" — 1 ne peut pas diviser 3" — 1.
Ainsi n est impair.
3. (a) Vérification immeédiate, la classe de x a exactement deux éléments x et —x (dis-
tincts car p # 2 et pas d'autres car Z/ p’Z est integre). On obtient alors une par-
o . . -1 ;
tition de (Z/ pZ)* en ensembles de cardinal 2 : il y a donc pT carrés dans
(ZI|pZy*.
-1
(b) Il existe me 7/ pZ tel que a = b?, si bien que aT =pPl=1 [p] d’'apres le théo-
reme de Fermat puisque anp =1doncb> Ap=1doncbap=1.
(¢) La question 3.(a) fournit pT_l solutions a cette équation, et comme il ne peuty
en avoir d’'autre, ce sont exactement les solutions.
p-l
2

(d) Dans tous les cas, dans le corps 7.1pZ, si a # 0, alors a”~! = 1 donc (a
-1
1)(a’z +1) = 0. Les deux questions précédentes montrent que a est carré mo-
-1 -1
dulo p si et seulement si aT =1 [p], et donc dans les autres cas, a'T =-1 (pl.

4. (@) Par transitivité p|3" -1 donc 3" = 1[p). Par ailleurs n est impair, donc 3"*! =
n+1

(372 )2 =3[pl. 3 est bien un carré modulo p.

(b) Sachant que n est impair, si n = 3, alors 2" -8 est divisible par 8 mais aussi par
3 (calcul modulo 3 en exploitant l'imparité de n), donc 2" = 8(24] donc aussi
modulo 12 : on a montré que 2" —1=7[12].
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Mais d’apres ce qui précede, tous les facteurs premiers de 2" —1 sont +1 modulo
12, donc 2™ — 1 est +1 modulo 12 : c’est absurde.

Ainsi seul n =1 convient (il convient bien).




