ISM MP, Mathématiques
Année 2026/2027

Feuille d’exercices n°01

Exercice 1 (*)

Déterminer la nature des intégrales suivantes :
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sin(t) 7 > 0. D’aprés le critere des équi-

t t—0
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valents (licite, signe constant au voisinage de 0) et le critére de Riemann, I'intégrale / 7
0

in(¢
Corrigé : 1. On at — Slré ) € Cm(]0;+00[,R) et

diverge et par conséquent

+00 1 t
L’intégrale / sin(t) dt diverge.
0 ¢
1 1 1

1
22.0nat— ——— € Em(]0;1],R) et ~ ~ — > 0. D’aprés le critére des
tsh (t) tsh (t) 120 y/¢2 =01

équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on obtient que

L’intégral /1 dt di
intégrale | ———= diverge.
i 0 +/tsh(t) &

t—1 .
3. Onaf:twme‘fpm(]o;lhﬂ%) puis
t—1 ; t—1 t—1
—0 e ~ S
ln(t) t—0 ln(t) t=1t—1 t=1

La fonction est donc prolongeable par continuité en 0 et 1 donc intégrable en 0 et 1 (faussement
impropre). Ainsi

In(t)

1
L’intégrale / dt converge.
0

1
4.0 ity ——— € %,,(]0;1],R) pui
naf —— € G031, R) pui
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Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable en 0 et 1. Ainsi

converge.

1
L’intégrale /
0

dt
NaE)

5.0na f:t— e~ (+1) ¢ Gpm(]0;+00[,R) puis




Vi>0  0< f(t)<e

Par comparaison de fonctions positives

+0o0 1
L’intégrale / e~ (1) qt converge.
0

1
Variante : On a e (1) 0 et e (i) = iet = o (—)
{0+ ~— t—+00 12
=0(1)
La fonction f est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable en 0 (faussement impropre)
et intégrable en +o0o par comparaison et critére de Riemann.

1 1 1
6. On a t — () € Gm(]0;1[,R) et mt:1 1 < 0. D’aprés le critére des équivalents

(licite, signe constant) et le critére de Riemann, on conclut que

T Ldar
L’intégrale —— diverge.
o In(?)

Exercice 2 (**)

Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+0o0 1 1s _ -

N R C)) PR € G o
0 t o In(h) . tln(l)
3 dt +00 oo 2 B
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cos(t) 12

»

1
Corrigé : 1. Ona f :t+— 1 —cos (;) € Cpm(]0;+00[,R) puis

1—cos<1> = O(1) et 1—cos<l> = O<l>
t/) t—=0 t/) t=+o00 t2

La fonction f est intégrable en 0 par comparaison et intégrable en +oo par comparaison et critére

de Riemann. Ainsi
+0o0 1
L’intégrale / <1 — cos <;>> dt converge.
0

1 T
2. OnaftHC—E%pm([O,i[,R) et

os(t)
I L,
cos(t) (Z_ )t—ﬂz_t/
sin 5 t 2 5

D’apreés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on conclut que

: dt
L’intégrale / diverge.

0 cos(t)

Vi—1

3.0naf:tr—>m

€ 6om(10;1[,R) puis



Jt—1 Jt—1 1t—1 1
—0 et ~ = —
In(t) =0 In(t) t=15t—1 t=1 5

La fonction f est prolongeable par continuité en 0 et 1 donc intégrable en 0 et 1 et par conséquent
15
L’intégrale / Vi
0

t_ldtco erge
(1) nverge.
4.0na f:t—In(l—e™) € €pn(]0;+00[,R) puis

Inl—e™) = In(l—14+¢t+o0(t) =In(t(1+o0(1)) =Int +In(1 + o(1)) =0 (—)

t—0 t—

B B 1
et hl(l - ¢ t) tﬁf:oo —¢ t t—>:+oo © (t_2>

Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable en 0 et +00 et par conséquent

+oo
L’intégrale / In(1 —e~") dt converge.
0

5. Pour x > e, on a

/x ¥ ()] = In(in(z)) ——> o0

tln(t) T—+00
Ainsi L’intégral /+OO dt di
insi intégrale —— diverge.
B ) tm() T
2t) — t

6.0naf:t— cos( )t2 cos(t) € €pm(]0;+00[,R) puis
cos(2t) — cos(t) 3 cos(2t) — cos(t) 1
7 — et = O -
12 t—0 2 12 t—+00 12

La fonction f est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable en 0 et intégrable en +oco par
comparaison et critére de Riemann. Ainsi

" cos(2t) — cos(t
L’intégrale / cos(2t) — cos(t) dt converge.

0 t2

Exercice 3 (*)

Vérifier 'existence puis calculer les intégrales suivantes :

" Jo  tin(t)? )y 21 )i t(1+1n(t)?)

+0o0
Corrigé : 1. Avec le changement de variables u = In(¢), l'intégrale /

est de méme

tln(t)?

+00 du
nature que / — qui converge et par conséquent
1 U

.. ) +00 dt +00 du
L’intégrale converge et vaut — =1
. tln(t)? L u?

Variante : On peut observer



/m dt _[ 1 } o 1 0

tIn(t)2 L In(z) In(t) t—+oo

O déduit 1 ht[ 1]+°° t fini d’ou 1 d/+°<> dt i vaut

n en i r —— est fini d’ou la convergence de ———— qui vau
en déduit que le croche D)), verg im0 q
1 +00

_ -1

[ ln(t)}

e

1
—) d’ott 'intégrabilité de la fonction.

1
Q.Onatl—>—E%pm([zﬁ'oo[’R)ettg_lt_ioo <t2

2 —1
Puis

e A = E T e = A U =)

too In(3)

converge et vaut

Ainsi L’intégrale /

, 2—1

3. L’intégrande est continue par morceaux sur [1;+oo[. On observe :

/xt(l—l—dm = [Arctan (In(z))] et Arctan (In(t)) - g

On en déduit que le crochet [Arctan (In(¢))];™ est fini et par suite

+00 dt
L’intégrale /1 m converge et vaut [Arctan (In(2))];> = g

Remarque : On peut aussi procéder au changement de variables v = In(t).

Exercice 4 (**)

1
t’n

On pose Vn e N I, = dt

np n /0 —

1. Justifier que I,, est bien définie pour tout n entier.
2. Pour n entier non nul, déterminer une relation entre I,, et I,,_;.
3. En déduire une expression de I,, pour tout n entier.
Corrigé : 1. Soit n entier. On pose
m
1—t

vee[0;1]  fult) =

Ona fe€%m([0;1],R) et f(?) d’ou l'intégrabilité de f sur [0;1[. Ainsi

= 0 <¢%>

’Pour n entier, 'intégrale définissant I,, est convergente.‘

2. Soit n entier non nul. Les fonctions ¢ — ¢" et t — —2+/1 — ¢ sont de classe €' sur [0;1] et le
dt

1
crochet [—Qt"\/l —t (1) est clairement fini. En intégrant par parties, les intégrales /
0

V11—t

1
et / 2nt"~1y/1 — t dt sont de méme nature donc convergentes et on a
0
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t" 1
&z—&ﬂl—t+%/ﬂ*1—ﬁt
| A== Vi [ty

'
=0
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1—¢
=2n [ t"l—— dt—2n1n 1 — 2nl,

0 \/

la derniére égalité ayant lieu par linéarité de 1’1ntegra1e car convergence. Ainsi

2n
on—+1" !

Vn € N* I, =

3. Par récurrence, on trouve

n 2k >
Vn € N n Okl;[1<2]{}—|—1 et 0

En complétant le dénominateur par le produit des entiers pairs, il vient

Vn € N =2 H (Hi) 22n+1( kl;ll k2

2k)(2k + 1) 2n 4 1)!
22n+1 | 2
On conclut VYn € N I, = &
(2n +1)!

Exercice 5 (**)

Vérifier ’existence puis calculer les intégrales suivantes :

+00 dt +00 1 t +00
0 0 0
. 1 1 1
Corrigé : 1. Onat+— (FNDE € Cpm([0;+00[,R) et (FNDE e O ) . Puis, on trouve

/+oo dt B /+ool + t2 _ t2 dt
o (1+8)2 Jy  (1+12)?

+00 1 t2 +00 dt 1 +00 2t2
= 2~ 7| A= 2 9 7 4
0 14+t (1+t) o 1+t 2/ (1+t)

par linéarité car convergence des intégrales concernées. Pour cette derniére, les fonctions t — ¢

et t — — sont de classe € sur [0;+00 [ avec

1+1¢2

t
_1—|—t2 t—0 0 et _1—|—t2 t—+00 0

Alinsi, en intégrant par parties, on obtient
/*"o 21 { t ]*“’ /*OO dt T
——dt = |— + ==
o (1+1t?)? 1+12], o 1+t 2

e dt T
Finalement L’intégrale / ————— converge et vaut —
o (1+12)? 4

Variante : L’intégrande étant continue, on peut aussi utiliser le changement de variables t =

T
tan(u) = ¢(u) avec ¢ : } 0; B [ — ]0;+00[,u + tan(u) bijective, de classe € et strictement
croissante. Les intégrales



[NIE]

oo dt 2 1+ tan(u)?
" et —————du= 2d
/o 1+e)? ° /0<1+tan<u>2>2 ! /OCOS“‘) !

sont de méme nature donc convergentes et égales. Ainsi

oo dt B 1 2
/ - /2 cos(u)? du = /2 + cos(Zu) du ="
o X+ o 0 2 4

In(t)
2.0na f:t— T €€(]0;+0[,R) avec
B 1 In(t) < 1 )
f<t) t—;—Joo 11’l(t) t—_>0 © <%> et 1 —}— t2 t—>_+oo © t_%

Ainsi, par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable sur |0;1] et [1;+00].

1
Avec le changement de variables ¢t = — (de classe €, bijectif de | 0;+o0 [ sur | 0;+00 [ et stricte-
u

ment décroissant), les intégrales

+ool t +oo_1 d +ool

[T gy [T,

0 1+t 0 1+_U 0 1+U
U2

sont de méme nature donc convergentes et égales. On en déduit

% In(¢)
L’intégral
intégrale /0 e

dt converge et est nulle.

3.0na f:t—e U ecg, ([0;+0],C) avec
o=, = o)
o t—>:oo t2
+00 )
Par comparaison et critére de Riemann, l'intégrale / e~ (=Dt 4t converge absolument et par
0

+0o0
conséquent / Tm e~ (=Dt d¢ converge absolument et on a
0

+00 +00 ' o—(1-i)t +00 1
/ sin(t)e 7t dt = Im / e~ (=0t dt = Im [— - ] — Im :
0 0

—1
0

+00 1
Ainsi L’intégrale / sin(t)e 7" dt converge et vaut 5
0

Exercice 6 (**)

On pose Va >0 I(a) = /
0

1. Justifier que I(a) est bien définie pour tout a > 0.
2. Calculer I(1).
3. En déduire la valeur de I(a) pour tout a > 0.

In(t
Corrigé : 1. Soit a > 0. Notons f(t) = ;lj_ 12 pourt > 0. On a f € 6,,(]0;+00[,R) puis, par
a
: ) : 1
croissances comparées, on obtient f(t) =, <%) et
ﬁ

6



tgf(t) t—::oo % t—+o00

1
d’ou f(t) L =0 <t—g

]0;1] et [1;+00] d’ou

) Par comparaison et critére de Riemann, la fonction f est intégrable sur

+00 l t
L’intégrale/ n(t)

TR dt converge pour tout a > 0.

2. L’intégrande f est continue. Avec le changement ¢ = 1/u, les intégrales

+00 +oo
/ In(t) et / In(u) du
0o 1+t o 14u?

sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. On en déduit

I(1) = 0

Variante : Le changement u = In(t) permet également de conclure avec I'intégrale d’une fonc-
tion impaire sur un domaine centré en zéro.

3. Soit a > 0. Avec le changement de variable ¢t = au, les intégrales

/+°o In(t) & o q /*mln(u)ﬂn(a) du

a? + 2 a?(1+u?)

+00 du
sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. L’intégrale / =

1+ u?
0
7 -
Arctan (u)] > = = converge et par linéarité de I'intégrale en cas de convergence, il vient
0 9 g g

1
u@:5@n+gm@
+0o0 1 1
On conclut Va >0 / 2n(t) dt = ™ In(a)
o a?+t? 2a
Exercice 7 (**)
+00
1. Calculer/ tdi .
o L+t
+o0 +oo 12
2. Btablir / L / e
o 1+t o 1+t

oo 2 4t

3. En déduire/ T puls/ \/tan(t) dt.
0

L , o T 1t o gt
Corrigé : 1. Par changement de variables avec u = t°, les intégrales — et 2(—
0

o L1+t* 1+1¢2)
dt Arctan (£)1* 7w .
= = — d’ou la convergence et la valeur
1+ 12) 2 0 4

/*OO tdt w
o 14+ttt 4

“+00
sont de méme nature et /
o 2

avec




1
2. Avec le changement de variables u = e on obtient I'égalité attendue par convergence des

/*OO dt /*OO t? dt
o 1+tt Jy 1+t

+00 dt +00 t2 +00 t
3.0 I= — = dt et J= —dt
n pose /0 1—|—t4 /0 1—|—t4 [§] /0 1—|—t4

On a VEER ' Hl1=F+1)2-22=E+t/2+ 1) - tvV2+1)

Alinsi, par linéarité car convergence, il vient

+00 42 2 1 +oo +00 3 2
21+\/§J:/ Mdt:/ ng/ : dt — V2
0 0

intégrales concernées

0 tr+1 2 —tv/2+1 tvV2—1)2+1 4
.. 1/31v2 w2 ™2
Ainsi I=- — =
2 4 4 4

Puis, on considére ¢ : ] —]0;+00[,t — y/tan(t) application de classe €, strictement

™
i3 |~

%
croissante, bijective de ] 0; '3 [ sur |0;+00[. D’aprés le théoréme de changement de variables,

les intégrales

z too 9,2
/2 Vtan(t) dt et / Y du
0

0 ]. -+ U4
sont de méme nature donc convergentes et par conséquent égales. On conclut

+00 t2 \/§ g 7.‘.\/5
/ 1+t4 1 et /0 \/tan(t)dt—T

Exercice 8 (**)

v 1
Montrer /Arctan <¥> dt ~ In(z)
0

T—+00
1
Corrigé : On a f:]0;+00 [ — Arctan (¥> € €pm(]0;+00[,R) puis

1 1 1
Arctan <—> = O(1) et Arctan (¥> ~ ==20

t/) t—ot t—+o0

La fonction f est intégrable en 0 par comparaison (et méme faussement impropre) mais l'intégrale
+00
t
/ " diverge d’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et critére de Riemann.
1

Par intégration des relations de comparaison (& une fonction positive), on trouve
v 1 “dt
/ Arctan (—) dt ~ — =In(z)
1 t z—+oo fy t

1
1
On a / Arctan <¥) dt = o(In(x)) puisque In(x) — +o0o pour & — +00 et par conséquent
0

T 1 1 T 1
/ Arctan (%) dt :/ Arctan (Z) dt+/ Arctan (E) dt = In(x) + o(In(x))
0 0 1

8



On conclut

v 1
/ Arctan <—> dt ~ In(z)
0 t x—+00

Remarque : Un calcul explicite est possible en intégrant par parties (et éventuellement aussi
la relation fondamentale de Arctan).

Exercice 9 (*)

Tth (¢)

5 dt.

Déterminer un équivalent simple pour x — +00 de /
X

th (¢
Corrigé : On a t — tfg ) € Cm([1;+00[,R) et

th (t) 1

~ —

3 t—+o0 3

TOth (t)
t3

Par comparaison et critére de Riemann, 'intégrale / dt converge absolument et par

intégration des relations de comparaison (& une fonction positive), on a

. t3 $—>,\‘JFOO . t_3 o ﬁ .

oth (¢ 1
Ainsi / —()dt ~ —

3 z—+o00 212




