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TD 2 : Référentiels non galiléens

Exercice 1: Force de Coriolis sur un train (x)
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1. & Equateur Bilan des actions :
2. La force de Coriolis est donnée par : — Poids : P = —mg<. N
_ . N — Force d’inertie de Coriolis : f ;. = —2mvQsin(\) €,
fie = =maic = =2mQ N V(P Rierrestre) — Action de contact du rail de gauche : ]_3:9 = ]_\fg + T)g =Ny €. 4+Ty€s+Tyy €y
01 F(P/Ricrresire) = T = —v2, et § = 2 (cos(\) T, +sin(\) 72, donc — Action de contact du rail de droite : g = Ny +Ta = Na%s + Tea@s + Ty @,y
. Il n’y a pas de mouvement selon €, donc les composantes des forces selon €, se
fic = 2mQ (cos(A\) €y +sin(N)€,) AvE, compensent :
—mg+ Ng+ Ny =0
soit . — 2
o Qsin(\N 11 existe des forces de frottement selon €, opposées au mouvement.
fie = —2muQsin(A) €, Il n’y a pas de mouvement selon €, donc les composantes des forces selon €, se
On compare sa norme a celle du poids du train : compensent : -
ng+de+fic' emzo
Jie — 2vQsin(A) on a donc
P g Tog + Tpa = fic = 2moQdsin(A) > 0
- 5 donc les actions des rails sur le train sont suivant l’axe €, et sont orientées vers
AN: fie =2 x 7,8 x 10° X <24 X 3600) 300§é0E 10- x sin(45 °) = 6,7 x 10°N I’est. Par application du principe des actions réciproques, le train agit sur les rails
Fie . 2x300x7,3 x 10~5 xsin(45 °) 4 avec une force orientée vers ouest. Vue la forme des roues (recourbées a I'intérieur
P T 3,6%x9,8 =88 x10 du rail), c’est le rail situé a 'ouest qui s’usera plus vite & U'intérieur.

Si le train va vers le nord, c’est le contraire : c’est le rail situé a l’est qui s’usera plus
vite (toujours le rail de droite vu de derriére!).

Exercice 2: "Il pleut" (%)
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Pour ce genre d’exercice ou I’énoncé est succinct, il faut adopter une rédaction
rigoureuse afin de mettre en oeuvre les notions du cours.

Soit R, le référentiel terrestre supposé galiléen.

Soit R, le référentiel voiture galiléen car en translation rectiligne uniforme par
rapport a R,.

Le systeme est la goutte d’eau.

D’apres la loi de composition des vitesses, on a :

—> —> —
Vg = Ve + Uy

avec U, la vitesse de la goutte dans le référentiel R,. D’aprés 1’énoncé et le repére
choisi sur le schéma, on a : v = —v, €, ;
vy la vitesse de la goutte dans R, donc inclinée de 80 ° par rapport & la verticale :

v, = —v,sin(a) €, — v cos(a) €,

et U, = v, €5 la vitesse du référentiel R, par rapport au référentiel R, soit ici la
vitesse de la voiture.
La projection de la relation de composition des vitesses sur les axes verticaux et
horizontaux donne :

SUrey : 0 = —v,sin(a) + ve
—

sure, : —v, = —v, cos(a)

On en déduit
Ve
Vp = —
sin(a)
o — 100 _ 1

AN v, = 36%sm(80) — 20MmS

De méme, on a :
Vg = vy cos(a)

AN : v, = 28,2 x cos(80) = 4,9ms™! = 18kmh~!
On trouve donc que la goutte chute a une vitesse de 18 kmh~!. La vitesse de chute
des gouttes d’eau dépend de leur taille :

2/

— les petites gouttes (0,05 mm < diamétre < 0,5mm), presques sphériques ont
une vitesse de chute entre 0,1 et 2ms™! ~ 7kmh~!

— les gouttes moyennes (0,5 mm < diameétre < 3mm), aplaties par la résistance
de I’air ont une vitesse de chute entre 2 et 8ms~! ~ 30kmh~!

— enfin, les grosses gouttes (3mm < diameétre < 6 mm), semblables & des crépes,
ont une vitesse de chute entre 8 et 9ms™ ~ 30kmh~!. Instables, elles se
fracturent souvent en plus petites gouttes.

On a donc ici une goutte de taille moyenne.

Exercice 3: Pesanteur apparente (x)

1.

Notons R, le référentiel terrestre supposé galiléen et R, le référentiel lié a I’ascenseur.
Le référentiel R, est a priori non galiléen car en translation rectiligne non uniforme
par rapport au référentiel R,. On note @. = a. €, son accélération par rapport au
référentiel terrestre.

En prenant pour systéme le physicien{M (m)} dans R, non galiléen, on peut écrire
la relation fondamentale de la dynamique sous la forme :

ma. =P+ R+ fi

5] A : .. = — A —
avec R la réaction du support (la balance ici), P = —mg¥¢, le poids et fi. =
—Mmde. = —Mmae €, avec a, > 0 lorsque 'ascenseur accélére en montant.

5 o . . — = .
Dans l’ascenseur, le physicien est statique donc @, = 0 soit

R=—-P — fic = (mg+ma,) €.

Conclusion : lorsque ascenseur accélére (a, > 0), au poids s’ajoute la force d’inertie
d’entrainement et le physicien "pése" plus lourd sur la balance. Inversement, si
Pascenseur décélére en montant (a. < 0), il pésera moins lourd sur la balance.
D’apres I'énoncé, le physicien aura donc d’abord une phase d’accélération, ira a
vitesse constante (a. = 0) puis décélérera.

On est dans cette situation en mouvement accéléré vers le bas donc @, = ae € » avec
a. < 0.
La relation précédante est toujours valable :

R=-P — fic = (mg+ma,) €.

sauf que a. < 0 donc le physicien "pesera" toujours moins sur la balance.

Exercice 4: Sismographe (#x)
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1. Dans le référentiel du cadre R¢ galiléen, M (m) est a ’équilibre : somme d’une solution homogene z;, et d’une solution particuliére z,,.
o La solution homogene est dite transitoire. Elle est solution de ’équation homogene
P+F. =0

. h, k
= - Zht —2n+ —2zn=0
avec la force de rappel du ressort F, = k({., — {o) € , soit en projection sur €, : m m

52 . ey 2 h k _ s s
—mg + k(leg — £o) =0 L’équation caractéristique r* + -*7 + = = 0 a un discriminant

h\?>
pour trouver A = () — 4=
m m m
leq =/{y+ 79
k La solution dite critique est celle qui correspond a A = 0 soit
Remarque : 2 méthodes pour exprimer la force de rappel du ressort a 1’équilibre. 2n = (At + B) oot
— P_’: = —kMyM,, | avec My la position du mobile lorsque le ressort est a vide . . .
A = 0 implique la relation

(longueur £y). Ici, on peut décomposer par le point d’attache A et l'origine O :

. h\? ko |h
MoM.q = MyA+ AO + OM,y = ly€, — (€, +0¢, (m) = 4& sout e 2wo
soit Z*T)’r =k(leg —4y) €. L’intérét du régime critique, c’est que sa durée caractéristique At. est la plus petite
— Soit utiliser une exprimer avec les longueurs directement : possible.
ﬁ =k (geq — o) 7 |, avec ¥ un vecteur unitaire du point d’attache (ici A) 4. En régime forcé, on se place a des temps t > At,. donc la solution s’écrit
vers le point mobile (ici M., qui en passant n’est pas encore mobile) : ¥ = —¢,. 2(t) = z,(t)

2. Dans le référentiel du cadre R¢ non galiléen :
¢ & La solution particuliere est du type du second membre, c’est-a-dire harmonique.

ma =D + F; + ]_f; On utilise alors la grandeur complexe z = zﬂeth associée & z(t) avec zpm = Zm €%,
L’équation différentielle s’écrit alors :
or o = —kMM = —k (MOA + A0 + OM) = —k(lg—Llog+2) T Pt B+ o0 X 2o = T

—

et fie = —maz;, = mw?Zg cos(wt). Soit en projection sur €, : "
soi
k Z()w2
4 —i4+ —z2=—g+ —(loy — Ly) + w?Zy cos(wt Zm = -
m m g m( eq 0) 0 cos(wt) Zm (W2 — w?) + 2w
or d’apres la question précédente, on a —g + %(éeq —{p) =0 donc Son module
‘ | o Z0w2
h k Em| = 2 2)2 2,2
P4 —i+ —z = w?Zycos(wt) V(W§ — w?)? + dwwj
m m
et son argument qui vérifie
3. La solution géénrale de 1’équation différenticlle vérifiée par z(t) s’écrit T
0
tan(p) = ——5——
z(t) = zn(t) + 2 (1) Wi —w
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5. L’amplitude :
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fifo Une réponse fidéle serait telle que le gain G = Zy ou Gyp = 201og(Zy) soit w > wy.
Or pour étre au-dela du régime critique, on doit avoir ¢ > QTm le temps caratéristique
5 P . . eps _ — Py . . .
avec fo = 42 = 47?m ot Zo = 2. d attenuatl/or} de la 80111111]1011 critique z, = (At + B)e 2w, Soit des vibrations du sol
La phase ¢ : avec une période T telle que
2m

T7>

h
PwL — 2 lwKw
n om
On est donc obligé de trouver un compromis car les deux conditions ne sont pas
compatibles. w &~ wy pourrait étre un compromis convenable.
Exercice 5: Oscillations en référentiel tournant (*x)

1. (a) Le référentiel (R) de 'anneau est non galiléen, car il est en rotation (uniforme)
par rapport au référentiel terrestre galiléen.

(b) Dressons le bilan des forces appliquées & M dans (R) :
— le poids = mqg =-mges,;
— la réaction normale de ’anneau ﬁ =R ¢, +R,C,;
— la force d’inertie d’entrainement JTZ =—ma,(M) = mw?OM = mwQ((ﬁ +
oM ) soit

fie = mw? (rcos(a) €, — rsin(a)eq +re,);
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—>
2. Appliquons le PFD a M dans (R) : m?(M)R = ? + ﬁ + f—u: ~+ fic-
En projection dans la base (€., eq, ) il vient :

3.

car @ (M)r = —rc2 €, + réieg (le mouvement étant circulaire). L'équation différen-
tielle du mouvement est la deuxiéme (qui ne contient pas d’autre inconnue) :

(a)

(b)

- —> —
— la force d’inertie de Coriolis fi. = —mag(M) = —2md A T(M)g =
—2mwe, ATa €, soit R
fic = 2mwra’e,

R, + mw?r(cos(a) + 1) + 2mwrd = —mrd?

—mw?rsin(a) = mréa

-mg+R,=0

‘d—&-wzsin(a):O‘

L’équilibre correspond a & = 0 d’ou sin(«) = 0, ce qui donne deux positions
d’équilibre :
a =0 (point A) et & = 7 (point O).

Pour le point A :

Supposons que M s’écarte légérement de o = 0 : si a > 0 alors sin(«) > 0 donc
@& < 0, alors « aura tendance a diminuer, ce qui raméne M vers A ; méme chose
si @ < 0. Donc A est une position d’équilibre stable.

Pour le point O :

Supposons que M s’écarte légerement de av = m, soit @« = m + € : si € > 0 alors
sin(m + €) = —sin(e) < 0 donc & > 0, alors o aura tendance a augmenter, ce
qui éloigne encore M de O; méme chose si € < 0. Donc O est une position
d’équilibre instable.

Pour @ <« 1 (c’est-a-dire au voisinage de A), sin(a) ~ « donc 1’équation
différentielle devient : é¢+w?a = 0. On reconnait un oscillateur harmonique, donc
la solution générale est a(t) = A cos(wt) + Bsin(wt) d’ott &(t) = —Aw sin(wt) +
Buw cos(wt).

Position & ¢t = 0 : a(0) = 0 donc A = 0. Vitesse 4 t = 0 : U (M)p, = 0 soit
V(Mg + V(M) =0 dott ¥(M)g = —0o(M) = —02(A) gy = —2rw e, ; or
U (M)g = raeg, done ¢(0) = —2w, dott B = —2.

Finalement : ‘a(t) = —2sin(wt) ‘

(b)

a oscille entre —2 et 2 (en radians), donc ne vérifie pas I'approximation o < €
(toujours radians).

En réalité, |sin(a)| < |al, donc || < w?|a| : Paccélération est toujours plus
faible que dans I'approximation linéaire, donc ’amplitude réelle des oscillations
est plus faible que celle qu’on avait calculée.

Il y a deux forces conservatives, ? et ﬁ; Energie potentielle de pesanteur :
E,, = mgz + cte = cte puisque z = 0. Le seul terme variable est donc I'énergie
potentielle centrifuge : Ep.; = —%mw20M2—|—cte = —%mwQ(rZ—l—rz—QrQ cos(m—
a)) + cte soit

E, = —mw?r?(1 + cos(a)) + cte

Energie cinétique : E,. = 2mu(M)|R? soit

E.= imrzo'z2

Appliquons le théoréme de 1'énergie mécanique dans (R) en notant ’P(?nc) la

dE
puissance des actions non conservatives : dtm = P(?nc). Or les deux forces

—>
non conservatives ﬁ et fic sont orthogonales a la vitesse (qui est selon e ) donc
leur puissance est nulle.
. . dEm 2.2 . 2 e e PR N . . .
Ainsi, ——| = —mw?r*(—asin(a)) + mr<ad = 0 d’on apres simplification :

dt |

& = 0 (solution particuliére correspondant & I’équilibre) ou | & + w? sin(a) = 0 |,

Exercice 6: Pendule conique (xx)

1. Le mobile est en équilibre dans un référentiel tournant autour de A a la vitesse
angulaire w.
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2.
Bilan des forces :
— Poids P=mq = —mge,.
Force conservative : ‘ E,, = mgz + Cte = —mgl cos(a) + Cte ‘
— Tension du fil : T = fT%f\_i. Cette force ne travaille pas car perpendiculaire au

mouvement & chaque instant (le mouvement le plus général de M se fait a la
surface d’une sphéere de centre O et de rayon OM). Il n’y a donc pas lieu de

définir une énergie potentielle.

3. . Pl A —> 2 /
— Force d’inertie d’entrainement : f;c = —ma;e = mw*O’'M
—>
Déterminons le travail infinitésimal de f;. :

SW(Fi) = fi - dOM

En utilisant une base cylindrique (€g, €9, €.), on a dOM = dRegp + RA0€y +dz7¢,
soit

SW (fie) = mw?Ress - (ARE: + RAOTy + d2€.) = mw?RAR = —dE;.

—
On peut donc associer a f;. une énergie potentielle

1 1
Eyie = —imWZRZ + Cte = —imw2€2 sin2(a) + Cte

3. Le pendule prendra une position d’équilibre correspondant a un extremum de ’énergie
potentielle soit

dFE
d—ap(a = ) = mglsin(ae) — mw?£? sin(a.) cos(a)

™

soit 2 solutions mathématiques pour 0 < ae < 5 :

a, =0

Qe = arccos (&u%)

e = 0 est sans intérét et liée & I’hypothése d’un mobile ponctuel.

_ g
Qe = aICCOS m

On peut déterminer la stabilité de cette position d’équilibre en calculant la dérivée
seconde de E, :

d*E, — mal cos 202 (os(92
W(ae) = mgl cos(a,) — mwl* cos(2a)
= ml?w?(cos®(a) — cos(a))

= ml*w?(1 — cos?(ae)) > 0

C’est donc pour 0 < a < 5 un équilibre stable.

Exercice 7: Régulateur a boules (xx)
1. Le systéme {régulateur} dans le référentiel tournant non galiléen posséde une énergie

potentielle :
Ep = Epp + Epet + Epic

avec I, I'énergie potentielle de pesanteur des boules, F,¢; 1'énergie potentielle élas-
tique du ressort et Ep;. I’énergie potentielle d’inertie d’entrainement car le référentiel
est non galiléen. On rappelle que la force de Coriolis ne travaille pas donc il n’y a
pas d’énergie potentielle associée.

E,, = mgz + 2mg(z + dcos(h))
L o2 : 2
Epie =2 % —§mQ x (dsin(0))

1
Ep = 5k(z —2d)?
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Nous pouvons relier z et 6 dans le losange formé par les trois boules. On exprime de
2 fagons différentes la heuteur du losange :

(4d — z) = 2d cos(0)

donc

’ z = 4d — 2d cos(0) ‘

On en déduit une expression de ’énergie potentielle en fonction de 6 :

1 1
Ey(0) = 2d |6mg + kd — 5mQ*d — (2mg + kd) cos(9) + (kd - 2m92d> 6082(9)}

R dE
2. A Déquilibre, d—ep =0, soit :

(2mg + kd) sin(0) — 2 (kd + ;mQ2d) sin(#) cos(f) =0

soit
sin(6) [(2mg + kd) — (mQ*d + 2kd) cos(0)] = 0

L 2mg + kd
soit | sin(d) = 0| ou | cos(f) = 2 4 2hd |
La premiere solution donne . La seconde solution n’est possible que si

0 < 6 < 7 (contraintes de construction du régulateur) soit 0 < cos(f) < 1 ou

|2mg + kd < mQ%d + 2kd |

Exercice 8: Navette spatiale (xx)
1. Dans un référentiel galiléen, tout corps isolé ou pseudo-isolé est animé d’un mouve-
ment rectiligne uniforme.
Le référentiel géocentrique est le référentiel dont ’origine est le centre de masse de
la Terre et dont les axes sont dirigés vers trois étoiles fixes.
Ce référentiel peut étre considéré comme galiléen si on peut négliger son mouvement
de translation par rapport au référentiel héliocentrique, donc sur une échelle de
temps faible devant une année.
2. Définition du moment cinétique : L =08A MV (S)r,
Le point matériel S n’est soumis qu’a une force centrale. D’apres le théoréme du
moment cinétique en O dans le référentiel Ry galiléen :
df — — — —
= =Mo(F(S))=0 < |L=cste
Ro

@z—wQOM:—w2(§+?) : f_ie’:moﬂ(ﬁ—&-?)
. La force de Coriolis : f_w) =2mBd AT

. Par définition du moment cinétique, la trajectoire est a tout instant orthogonale &

T. Comme L garde une direction constante, cette trajectoire est plane. Le plan est
défini par les conditions initiales (O, R(t = 0), ¥(S)(t = 0)).

. Dans le cas d’une trajectoire circulaire, la vitesse de S s’écrit :

—

T(S)=Rweg=RAT ; ©&=we,
On exprime le moment cinétique :

L=RA(MsEAD)=msR’T =cste <« |& =cste

. D’apres la troisieme loi de Kepler :

T2 472 GMr
— = & |w=
R3 GMr R3

. R a un mouvement de rotation uniforme par rapport a Ry :

. Expression de la force gravitationnelle :

mMTG O—]W> - mMTG E >

F=_2170M=-"212
lloM|J? loM|[?

Exprimons ||[OM]|| au premier ordre en r/R :

o —_ > —_— —> - 1/2
|OM]|| = (OM-OM)'? = ((OS+SM)*)'/? = (R?+r? 27 R)Y? =~ R (1+ =
R

- mMTG X
F=_ (

R3 R
Le terme en —3z7 /R est d’ordre 2 en r/R. De plus R = Ri,.

F=-mw?(R+7 - 32m;)

1+ —)73 (B+7) = —muw? (1 - 3%) (R+7) = —mw? (?z +7 - 3%3)
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9. Le mouvement de M est plan, donc U = du, + yu,. Expression de la force d’inertie
de Coriolis : N
Tor = —2mwil? A (@ + §33) = 2me (T — ;)
La force d’inertie d’entrainement s’exprime :
fie = mwQ(J_%> + 7) = mw? (R + 2)u, + yuy)
La force gravitationnelle s’exprime :
F = —mw?((R — 22)iz; + i)
On applique le PFD dans R non galiléen :

ma’R:fl('+f’LP+F

i = 2wy + 3w

Y = 2w

10. On inteégre la seconde équation, avec la condition initiale §(0) =0 et 2(0) =0 :
On remplace dans la premiere équation :
iP+wlr=0
On reconnait I’équation d’un oscillateur harmonique :
x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)
On utilise les conditions initiales :

z(0)=0=A4 ; &(0)=—vg=Buw

_ 2’1)0

y(t) = 7(1 — cos(wt))

x(t) — Z—O sin(wt)  ;

On trouve I’équation d’une ellipse de centre (0,yp), de demi-grand axe a et de
demi-petit axe b :

2 2
- 2
e ) 2%
a b2

Exercice 9: Tir balistique (x x x)

Z
(zénith)

T Lo .\. ................. Equateur

a= Qcos(N) €, + Qsin(N) €,

2. Dans le référentiel R7 non galiléen en rotation autour de R, :

—

maT:m§’+E;:m§'—2m§A17;

Remarque : attention, la force d’inertie d’entrainement }TZ; est déja incluse dans le
poids m7g.
En projection :

mi = —2mQ (cos(\)z — sin(\)y)
my = —2msin(\)E

mz = —mg + 2mSQ cos(\)&

3. Par intégration de 1’équation esuivant €, on a :

gy = —2Qsin(\)x + Cte

avec Cte = vg cos(a) d’apres les conditions initiales.
De méme suivant €, :
z = —gt +2Qcos(A)z + Cte
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avec C'te = vg sin(«) d’apres les conditions initiales. Une résolution numérique (calculatrice, mode solveur par exemple) donne |t = 144 |.
On en déduit 'expression de & demandée :
&= —2Qcos(A) (—gt + 20 cos(A)x + vp sin(a)) 6. 2(ts) =320m.
+ 2Qsin(A) (—2Q sin(A)z + vg cos()) 7. On a effectivement ici une déviation vers ’est donc la droite de la trajectoire.
soit

i = —40%2 4 2Q cos(\)gt — 2voQsin(a) cos(\) + 2vp€Q cos(a) sin(N)

4. Q= 1x107% 2 ~ 100, g =~ 10 et t ~ 60. On peut en déduire 'ordre de grandeur
des termes :

— 4Pz~ 4 x 1076

— 2Qcos(A\)gt ~ 1 x 1072

— 20p2sin(a) cos(\) ~ 1 x 1071
On peut donc négliger le premier terme 4Q?z devant les autres pour obtenir une
expression approchée

Z = 2Q cos(N) gt + 209 (cos() sin(N) — sin(a) cos(A))
Par intégration :
i = Qcos(\)gt? + 2vQ (cos(a) sin(\) — sin(a) cos(N))

Par intégration :

x = %Q cos(\)gt® + v (cos(a) sin(A) — sin(a) cos(N)) t2

5. On en déduit une expression approchée de 2 :
Z = —gt+ 2Qcos(A)zx + vy sin(a)
= —gt + 2Q cos(A) (;) Qcos(\)gt® + v (cos(a) sin(A) — sin(a) cos(N)) t2
+ vp sin(a)
soit par intégration :

1 5, g9Q%cos?(N) 4,
=gty L0
TR T
n 200922 (cos(a) sin(\) — sin(a) cos()\))t3
3

+ v sin(a)t




