ISM MP, Mathématiques

Année 2026/2027
Préparation a ’interrogation n°04
1 Trigonométrie
: : . (P—4q p+q tan(a) + tan(b)
1. sin(p)—sin(q) = 2s1n< )cos (—) 2.t b) =
®) @ 2 2 an(a +) 1 — tan(a) tan(b)
2 Calcul intégral
Toodt v 7
1. / P 2. / Arctan (t) dt 3. / 21 aveca #0
3 Formules
1. Inégalité de Taylor-Lagrange 2. 2" —yt = (x — y>nilxk:yn—1—k
k=0
4 Etude asymptotique
1. Développement limité en 0 & 'ordre 2n + 1 de sh ()
2. Développement limité a 'ordre 2 en zéro de In(1 + x)
3. Développement limité a l'ordre 2 en zéro de
2 n 2 2
1—mww:1—ﬁ—%+qﬂ):1—Q—%nmw0:2;+w%
5 Calcul matriciel
1. Soient A € A, ,(K) et B € #,,(K). On définit AB € 4, ((K) par AB = (c;;),; ol
p
¢ij = > aixby; pour tout (4,7) € [1; n] x [1; q];
k=1
2. Soit (Ei;)ieqiing? € #n(K) la base canonique de .#,(K). On a la relation
V(i j, k. 0) € [1;n]* Ei; X Exe =01 Eig
3. Soient A € A4, ,(K) et B € #,,(K). On a Tr (AB) = Tr (BA);
4. Pour A = (ai7j)1<l.j<n € M,(K),on adet(A) = > e(0) [T aion);
S €Sy i=1
5. Soit A € #,(K). On a
ACom(A)" = Com(A)'A = det(A)L,
6 Polyndémes

Soit P € K[X], a € K et m entier non nul. On a

a racine d'ordre m <= P(a) =P'(a) =... =P V(@) =0 et P™(a) #0

a racine d’ordre au moins m <= P(a) = P'(a) = ... = P V(a) = 0
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7 Exercice type

Soit E = R,[X] avec n entier. Pour P € E, on pose o(P) = (X — 1)P’ — nP. Montrer que
¢ € Z(E), préciser sa matrice dans la base canonique puis déterminer une base de Ker ¢ et
Im .

Corrigé : L’application ¢ est linéaire par linéarité du produit a gauche et de la dérivation puis
o(X¥) = (k —n)X* — kX*7! pour k € [0; n]. Notant € la base canonique de E, on a

-n -1 0 ... O
0 —(n—-1) -2

matgp = : PRI
: . —n
0 ... 0 0

Pour déterminer Ker ¢, on résout I'équation différentielle (t — 1)’ — naz = 0 sur lintervalle
I =1]1;+00][. On trouve Vect (¢ — (¢t — 1)) comme espace de solutions d’on (X —1)" générateur
de Ker ¢. D’aprés le théoréme du rang, il s’ensuit rg ¢ = n. D’aprés la forme de la matrice, on
aIm ¢ C R,_1[X] et inclusion est une égalité par égalité des dimensions. Ainsi, on conclut

((X = 1)) base de Ker ¢, (X¥)repo;n—1] base de Im ¢

8 Exercice type

Soit M € #,(K) avec rg (M) = 1. Montrer qu’il existe X et Y des matrices colonnes non nulles
telles que M = XY '.

Corrigé : Il existe une colonne X de M non nulle. Toutes les autres colonnes de M sont colinéaires
a celle-ci Aot M = (y1X]...|y,X) = XY avec Y dans 4, ;(K) et Y # 0 puisque I'un des y;
vaut 1.

9 Exercice type
Soit M € ., (K) avec rg (M) = 1. Déterminer une expression simple de M? en fonction de M.

Corrigé : On utilise le résutlat de ’exercice précédent. Il existe des matrices colonnes non nulles
X et Y telles que M = XY . Par suite, avec 'associativité du produit matriciel, il vient

M2 =(XYNH)(XYD) =XY'X)YT = (Y'X)M
——
€K
Or, d’apreés la propriété fondamentale de la trace, on a

Tr(M)=Tr (XYT) =Tr(Y'X) =YX

Ainsi M2 = Tr (M)M

10 Questions de cours

Structures, révisions et compléments d’algébre linéaire, graphes usuels.
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