ISM MP, Mathématiques
Année 2026/2027

Feuille d’exercices n°07

Exercice 1 (*)

Nature de la série de terme général :
1. e~ V() 2. In(th(n)) 3. Yn+1—/n
Corrigé : 1. On a /In(n) < In(n) pour n > 3 d’ou

1
Vn>3 e VRM > >
n

Par comparaison La série S e~ V™ diverge.

n>1

2. On a th(n) —— 1 d’ou

n—oo
e —e" —2e "
In(th ~ th —1 et th —l=——1l=——— ~ 2
n(th(n) ~ th(m) =1 et th(n) 1= S0 1= 2T o g
S AT ~ —9a2n
d’ou In(th (n)) ot 2e

2

La série Y. — 2e 72" converge en tant que série géométrique de raison e ~2 et d’aprés le critére

des équivalents (licite, signe constant), on conclut

La série > In(th (n)) converge.

n=1

Remarque : On peut aussi rédiger
In(th (n = Ofe
(th(n) = Ofe™)
Par comparaison a une série géométrique, on obtient la convergence absolue et donc la conver-
gence.

3.0na T gi= g (ei0) ) e (o)) ~

n? n? n—+oo N2

D’apreés le critére des équivalents pour des séries a termes positifs et d’apreés le critére de Riemann,
on conclut

La série Y /n+ 1 — /n converge.

n>1

Remarque : On peut aussi rédiger

n—+00 n?

Par comparaison et critére de Riemann, on conclut a la convergence absolue et donc la conver-
gence.

Exercice 2 (**)

Nature de la série de terme général :



Sk 2. th(n)" 5 In(n)"
(n+1)!
. n! 1
Corrigé: 1.On a Vn € N Uy = =
n+1)! n+1

‘La série > u, diverge. ‘

_9nen
2.0n a nln(th (n)) ~ n(th(n)—1)= L e —— 0
n—+00 e 4+ e~ " n—+oo n—00
d’ou th (n)" = ennth() 1
n—oo

La série Y th (n)" diverge grossiérement.

3. Avec I'équivalent de Stirling, on a

In(n)™ areNt 1
n! n—)r\;-ooln(n) <_> \Vo2mn

et n?In(n)" (%)n \/217r_n = exp {2 In(n) +nln(In(n)) + n —nln(n) — %ln(27m)

=exp[-nln(n)(1 +o(1)] —— 0

n—o0
1 " 1
d’ou n(n) =0 <—>
n! n?
Par comparaison et critére de Riemann, on conclut
1 n
La série > n(n) converge.
n>1 n'
. ) . - In(n)" .
Variante : On peut procéder sans ’équivalent de Stirling. Notant u,, = [ pour n entier
n!
non nul, on a
Vi € N* Unt1 _ <ln(n + 1))" In(n+1)
Un, In(n) n+1
S ) =ew i (e g () = e (000m)
t — ] = In|1 In|1+— = —(1 )] — 1
¢ ( In(n) P i In(n) A n P 1n(n)< +oll) n—00
d’ou Unt1 — 0

Uy —N—0

On conclut avec le critére de d’Alembert.

Exercice 3 (**)

Nature de la série de terme général :



1. sin (ﬂ'm) 2. v/n+(=1)"—/n 3. sin (7r(2 + \/5)")

Corrigé : 1. Avec le développement usuel /1 + u =, 14+ g + O(u?), on trouve
U—

U, = sin (Wm) = sin <7rm/ 1+ 732)
EEENE)

e (f o (3]) -z o)

. T 1
La série > (—1)" 5, couverge car vérifie le critére des séries alternées et la série ZO( 3>
n>1 n n>1 n

converge par critére de Riemann. Ainsi

La série Y sin <7r\/ 1+ n2> converge.

2. Avec le développement usuel /1 +u =1+ g + O(u?), on obtient

- F - ﬁ—f(\/i%)

—f(H(Q” +0()) = ok +0 ()
—_—— ——

Un Wn,

La série ) v, est alternée avec (|v,]), décroissante de limite nulle d’out sa convergence et Y w,
converge par comparaison et critére de Riemann. On conclut

La série ) | [«/n + ( \/_} converge.

Remarque : On peut méme calculer sa somme en considérant par exemple la somme partielle
2n+1

> uy avec n entier et en séparant les termes d’indices pairs et impairs.

k=0

3.0mn a
vneN  (2+V3) +(2-v3)" = (2t [(v3)

Ainsi
Vn €N o, =sin((2+V3)") =sin (27N, — 7 (2~ V3)") = —sin (n (2 - v3)")
D’ou, avec |sin(u)| < |u| pour u réel, il vient
Vn e N lu,| < (2 —V/3)"

Enfin,ona 1 <3 <4 dou 0 < 2—+/3 < 1. Par comparaison a une série géométrique de raison
dans ] 0;1[, on conclut

La série ) sin <7r (2 + \/g)n) converge absolument.




Exercice 4 (*)

Etudier la nature de la série en fonction du paramétre g € R.

aSenln(n)f

1

Corrigé : Si 5 <0, on a Vn > 2 — >
nln(n)?

1
n

d’ou la divergence de la série ,;nln(n) tIn(t)?

est continue, décroissante, positive sur [2;+00[ donc, par comparaison série/intégrale, la série
dt

tln(t)?

5 par comparaison. Pour g > 0, la fonction t —

+0oo
est de méme nature que l'intégrale / . Enfin, avec le changement u = In(?),
2

senln(n)?

+00 dt +00
les intégrales / et / — sont de méme nature. Ainsi, avec le critére de Riemann,
5 tin(t)? g uP

n
on conclut

. 1 , .
La série » , ———— converge si et seulement si § > 1.

=snln(n)s

Exercice 5 (*)

. n 1
Etudier la nature de la suite de terme général u,, = > ——— — In(In(n)).
k=9 k 1n(k>

Corrigé : Soit n > 2. Avec le développement usuel In(1 + u) = u + O(u?), on trouve

1 1 1
Up — Up—1 = win(n) In(In(n)) + In(ln(n — 1)) = win(n) +1In <ln(n) +1In <1 - ﬁ)) — In(In(n))

:n%(nﬁln(l_n%(nﬁo(n?%(n))):O<m>:0<#>

Ainsi, la série ) [u,, — u,—1] converge et d’apres le lien suite/série téléscopique, on conclut
n=3

La suite (uy,), converge.

Exercice 6 (**)

Soit a > 0. Nature des séries de terme général :

(=" 1 (="
e (=D 2. zn:ka 3. In <1+ )

Corrigé : 1. On a
(=1)" (=" < (=1)" ( 1 >> (=" 1 ( 1 )
= 1— J— — - N
ne + (_1)n ne ne +o ne ne n2a +o n2a g

La série Y v, vérifie le critére des séries alternées. Puis




Ainsi, d’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant & partir d’un certain rang) et le
critére de Riemann, on a

1
> w, converge <— a > 5

—1)" : .
(=1) — converge sl et seulement si o > —.

O lut La série > ————
n conclu a série Zna 1) 5

2. Pour n entier non nul, on a d’aprés le théoréeme de convergence des sommes de Riemann
appliqué a la fonction ¢ — t* continue sur [0;1]

ika:na+lli <E>a nOH-l
k=1

~Y
ni— \n/ n-o+ca+1

1 a+1
ank’a n—+oo notl

D’ou

k=1

D’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on conclut

La série )

- converge pour tout o > 0.

D> ke
k=1

3.0n a In <1+ (_1)n> _ (=" 1 —i—o( 1 )

ne ne 2n2a nQa
Un 0o

La série Y v, veérifie le critére des séries alternées. Puis
1

w, ~ ——— <0
" n—+oo  2n2a

Ainsi, d’aprés le critére des équivalents (licite, signe constant) et le critére de Riemann, on a

1
> w, converge <— «a > 3

(="

nOl

1
On conclut La série Y In (1 + ) converge si et seulement si o > 5

Exercice 7 (**)

Soit f € 6,m(R:,R) fonction décroissante de limite nulle en +co. On pose

(n+1)m
WneN  u,— / F(#)sin(#) dt
+00

Etudier la nature de la série > u, puis la nature de 'intégrale f(t)sin(t) dt.
0

Corrigé : La fonction f est décroissante de limite nulle donc positive. Avec le changement de
variables © = t — nm, on obtient

VneN  wu,= /Wf(u + nm)sin(u + nr) du = (—1)”/7Tf(u + nm) sin(u) du
0 0



La série > u, est donc alternée. Par décroissance de f, on a

Vn €N /Oﬂf(u + (n+ 1)m) sin(u) du < /Oﬂf(u + n) sin(u) du

et / f(u+ nm)sin(u / f(nm) du =7 f(nm) =o0(1)

Ainsi, la série > u, vérifie le critére des séries alternées et par conséquent

(n+1)7r

La série Z/ (t) sin(t) dt converge.

Soit x > 0. Pour n entier, on a

T
nr<zr<(n+l)m <= n:{—J
m

4y .
Notons n, = L—J Comme n,m > x — m, on a n,m — +00. Puis
T T—+00

ﬂmﬁﬁh—émvﬁﬁm®d4:

rmmwm4

< / (t) dt < (x —ngm) f(nem) < wf(ngm) —— 0
x—+00
NgT Ng—1 +00
et / Fsin(t)dt =S e —— S,

D’aprés ce qui précéde, la fonction x — / f(t)sin(t) dt tend vers la méme limite pour z — +00

et on conclut

+oo fn+1)m +00

Z f(t)sin(t) dt = f(t)sin(t) dt

nmw 0

Exercice 8 (*)

Vérifier la convergence puis calculer la somme des séries suivantes :

1 cos( )
1. _ 2.
X+ D b
1 1 1
Corrigé : 1. On a Vn > = —

nn+1) n n+l

1
Comme — —— 0, d’aprés le lien suite/série téléscopique, on conclut

n n—oo
+0o0
La série converge et ——=1- 1 —=1.
H nz;ln(n +1) HVEL8 Em(n +1) noo 72

e \" 1
2. La série ) (5) converge absolument puisque = ZQ—n est une série géométrique

e
2

convergente. On trouve

i@(ei>”_ el el(2—e™) 2ef — 1
Z\2/)  2—e' (2—cos(1))?+sin’1 "5 —4cos(1)

6



oo 2 1)—1
Ainsi La série 7;1 2(n) converge et nzzjl Coggn) = : C—OS4<C())S(1)

Exercice 9 (**)

Vérifier la convergence puis calculer la somme des séries suivantes :

1. Y In (1 - i) 2. 2 (=1)"

n>2 3n—+1

Corrigé : 1. Soit n > 2. On a

éln(l—%)z%ln( k+1>
= 52 (k= 1) = In(k)] + 3 infl+ 1) ~ (i)

1 = 1
On conclut La série > In (1 - —) converge et »_ In (1 — —) = —1In(2)
n n=2

n>o 2 n2

—1)»
2. La série Z?E ) est alternée et vérifie le critére des séries alternées puisque la suite (3
n

=
+1 n+1/,

1
= / 3¢ dt pour k entier, il vient
0

décroit et tend vers zéro. Pour n entier, en observant

3k+1
par linéarité de 'intégrale

n (_1)k n / 2 /1 n 1 — t3 n+1 /1 dt /1t3(n+1)
= 1% dt = dt = 4 (—1) dt
kz:%?ﬂcjtl ,;:%( 0 =y 1413 01+1t5+< ) o 1+13

143(n+1) 1 1
Puis wmeN 0< / dt < / 3+ qt =
0 1+ 3 0 3n+4
= (—1)" bode
Ainsi > (i = /
Aprés décomposition en éléments simples, on trouve
1 1 1 1 t—2
[0;1] 1+t (1+t)2—t+1) 3Llt+1 t2—t+1

, Loae 1 boae 1/ 2t—1 3
Puis —— =z _ _Z _ dt
o L+83 3\ Jo 1+t 2y l2—t+1 (t—1/2)2+3/4
1 1 2 1
= — 1n2——{ln ?—t+1)) =2 3Arctan(—t—12)}
(@) -5 [ )-2v3 St-12)]
—1)" too (1) 1
Ainsi La série Z?En—l—)l converge et 7120?)(——31:§<1n(2) %)




Exercice 10 (**)

1. Montrer V(z,y) € (R+)2 Arctan (z) — Arctan (y) = Arctan ({:__ i >
Ty

1
2. Convergence puis so e de la série Arcta (—)
nvergence puis somm rie > Arctan e

n=1

2
Corrigé : 1. Par trigonométrie, on trouve pour (a,b) € } [ tel que a — b € } —g ; g [

_r.T
272
tan(a) — tan(b)

tan(a - b) = 14+ tan(a) tan(b)

T
Comme Arctan (tan(u)) = u pour tout u € } 55 [, il s’ensuit

Arctan (tan(a — b)) = a — b = Arctan <1tint(zx)1(;)t‘?;1§2)>

On a également tan(Arctan (u)) = u pour tout v € R. Pour (z,y) € (R.)? on choisit a =
Arctan (z) et b = Arctan (y). Les conditions précédentes sur a et b sont bien vérifiées avec en
particulier

—g < — Arctan (y) < Arctan (x) — Arctan (y) < Arctan (z) <

NN

Ainsi, en appliquant les relations précédemment obtenues, on trouve

2 B r—1y
V(z,y) € (Ry) Arctan (x) — Arctan (y) = Arctan (1 n xy)

2. On a pour n entier

1 n+1-n
Arctan <—> = Arctan <+—> = Arctan (n + 1) — Arctan n
1+n+n? 1+n(n+1)
Il s’agit donc d’une série téléscopique et comme Arctan (n) —— g et Arctan (1) = %, on
n—oo
conclut

. 1 oo 1 T
La série > Arctan (m) converge et »_ Arctan <m> =7

n>1 n=1

Exercice 11 (**)

Nature des séries de terme général :

o0 th(k) 11 +00 1
. — 2. (-1)"—=S — 3, L
k:%l kVE (=) n%; k k§+1kln(k)2
th (n) 1

Corrigé : 1. On a

Par sommation de relation de comparaison, on a
+oo th (k») +0o0 1

k::;ﬂ kvVE n=too S kv k

Par comparaison série/intégrale, on a pour n entier non nul



+oo

+00 dt

vt

+00 th

2.

k=n+1

/

Ainsi

k=n+

th(k) 2
Bk e

/+oo dt
1k\/_

2

Et on conclut

+oot

La série Y >

k=n+1

th (k)
Wk

diverge.

2. Par décroissance de t — on a

1
\/g;
Vn € N*

vn+1

n+1 dt
d’ou I’équivalent
n

1

vn

< —= S
A

1

Vil U

1
Comme ) —= diverge, on a par sommation de relation de comparaison

n>1 n

n

2y

Tn%-&-ook 1

= Vi

n+1
_ / dt [QH n+1
1

O(vn)

n%-&-oo

12 1
- gl <_)
ar suite (=)™ e ;\/_THMO .
o - J
Ainsi La série > (—1)" Z converge absolument.
n>1 n® i1

3. Par comparaison série/intégrale, on a pour n entier non nul

+oo +00

dt
4 tn(t)? =

J

+oo
S /

k=mr1 ki In(

1 dt

tIn(t)?

Avec le changement de variable v = Int, on trouve

/ o dt / > du 1
n tln(t)z B In(n) u? ln(n)
P +00 1
it N
ar suite 2 Fn(R)2 v oo Ta(n)
. 1 1
Par convexité, on a Vn € N* >
In(n) = n—1
Par comparaison, on conclut |La série ) Z diverge.
k= n+1k1 ( )




Exercice 12 (**)

Soit (uy), la suite réelle définie par ug > 1 et u,1 = In(e — 1+ u,) pour n entier.

Montrer que u,, — £ avec £ un réel a préciser puis déterminer la nature de la série > (u,, — /).
n—oo

Corrigé : 1. On pose f(z) =In(e — 1+ z) pour > 1. La fonction f croit et on a
Ve > 1 fr) <z <= e —14+z<e” <= z2>1

aprés une étude rapide de fonction. Une récurrence immédiate donne (u,), minorée strictement
par 1 et on a (u,), monotone et donc décroissante et d’aprés le théoréme limite monotone,
la suite (u,), converge. La limite ¢ est point fixe de la fonction f continue sur [1;+00]| et
fx)=2 < xz=1dou

Uy, — 1

n—oo

2. La série > (u, — 1) est a termes strictement positifs d’aprés I’étude précédente. La fonction f
est dérivable et on trouve

Upq1 — 1 _ f(un)_f(l)

Uy — 1 Uy — 1 n—00

y /(1) =e <1

D’aprés le critére de d’Alembert, on conclut

La série Y (u, — 1) converge.

Variante : La fonction f est dérivable sur [1;+o00[ avec

1
vezl J@) =0

D’aprés I'inégalité des accroissements finis, il vient
V(w,y) € [1;+00["  [f(x) = fly)l e |z —y]
d’ou Vn e N [t — 1] < e tu, — 1|
Une récurrence immédiate donne
VneN lu, — 1] < e ™™ Jug — 1|

On conclut que la suite (uy,), et la série > (u, — 1) convergent.

10



