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Feuille d'exercices n°21

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

Exercice 1 (**)

Soit E un R-ev de dimension n ⩾ 2 et u ∈ L (E). On suppose que E est le seul sev non nul
stable par u.

1. L'endomorphisme u possède-t-il des valeurs propres ?

2. Montrer que pour tout x ̸= 0E, la famille Lx = (x, u(x), . . . , un−1(x)) est une base de E.

3. Déterminer matLxu. Cette matrice dépend-elle du choix de x ∈ E∖ {0E} ?
Corrigé : 1. S'il existe λ réel et x ∈ E ∖ {0E} tel que u(x) = λx, alors la droite vectorielle
Vect (x) est stable par u ce qui contredit l'hypothèse. Ainsi

L'endomorphisme u n'admet aucune valeur propre.

2. Soit x ̸= 0E. D'après le théorème de Cayley-Hamilton, on a χu(u) = 0 d'où un(x) ∈ Vect (Lx).
Ainsi, l'espace Vect (Lx) est stable et non trivial d'où Lx famille génératrice et de cardinal égal
à dimE d'où

Pour x ̸= 0E, la famille Lx est une base de E.

Remarque : Sans le théorème de Cayley-Hamilton, si Lx est liée, on choisit

p = max
{
k ∈ N∗ | (x, . . . , uk−1(x)) libre

}
qui est bien dé�ni comme maximum d'une partie non vide de N∗ majorée par n− 1. La famille

(x, . . . , up(x)) est liée d'où l'existence de scalaires ai tels que up(x) =
p−1∑
i=0

aiu
i(x). Par suite, l'es-

pace Vect (x, . . . , up−1(x)) est stable, non trivial et distinct de E ce qui est exclu.

3. Soit x ̸= 0E. On a un(x) =
n−1∑
i=0

aiu
i(x) d'où

matLxu =



0 . . . . . . 0 a0

1
. . .

... a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
0 . . . 0 1 an−1


Soit y ̸= 0E. On a y =

n−1∑
i=0

αiu
i(x) avec les αi réels. L'algèbre R[u] étant commutative, il vient

un(y) =
n−1∑
i=0

αiu
n(ui(x)) =

n−1∑
i=0

αiu
i(un(x))

=
n−1∑
i=0

αiu
i

Å
n−1∑
k=0

aku
k(x)

ã
=

n−1∑
k=0

aku
k

Å
n−1∑
i=0

αiu
i(x)

ã
=

n−1∑
k=0

aku
k(y)

Ainsi La matrice matLxu ne dépend pas du choix de x ∈ E∖ {0E}.
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Variante : D'après le théorème de Cayley-Hamilton, on a

un = −Tr (u)un−1 + . . .+ (−1)n+1 det(u) id

d'où un(x) = −Tr (u)un−1(x) + . . .+ (−1)n+1 det(u)x

et les coe�cients ne dépendent pas du choix de x ̸= 0E ce qui prouve que la matrice matLxu
ne dépend pas de ce choix. Cette variante utilise de manière essentielle le théorème de Cayley-
Hamilton.

Exercice 2 (**)

Soit E = {f ∈ C 0([ 0 ; +∞ [ ,R) | f(0) = 0}. On pose

∀f ∈ E T(f)(x) =


1

x

∫ x

0

f(t) dt si x > 0

0 sinon

1. Justi�er que E est un R-ev et T ∈ L (E).

2. Déterminer les éléments propres de T.

Corrigé : 1. Notant φ : C ([ 0 ; +∞ [ ,R) → R, f 7→ f(0), on a E = Ker φ sev de C ([ 0 ; +∞ [ ,R).
Soit f ∈ E. On a T(f) continue sur ] 0 ; +∞ [ comme quotient de fonctions continues dont le

dénominateur ne s'annule pas sur ] 0 ; +∞ [. Puis, notant F : x 7→
∫ x

0

f(t) dt, on a

∀x > 0 T(f)(x) =
F(x)− F(0)

x− 0
−−→
x→0

F′(0) = f(0) = 0

Ainsi, l'application T est à valeurs dans E et T est linéaire par linéarité de l'intégrale et du
produit. Ainsi

L'ensemble E est un R-ev et T ∈ L (E).

2. Soit λ réel et f ∈ E∖ {0} tel que T(f) = λf . Ainsi

∀x ⩾ 0

∫ x

0

f(t) dt = λxf(x)

Par dérivation, il vient

∀x ⩾ 0 λxf ′(x) + (λ− 1)f(x) = 0

Si λ = 0, alors f est nulle ce qui est exclu. Pour λ non nul, on trouve

f ∈ Vect (x 7→ xα) avec α =
1− λ

λ

On veut f continue en 0 avec f(0) = 0 ce qui impose α > 0 d'où λ ∈ ] 0 ; 1 [. Réciproquement,
on véri�e sans di�culté que Vect (x 7→ xα) est bien une droite de vecteurs propres et on conclut

∀λ ∈ ] 0 ; 1 [ α =
1− λ

λ
valeur propre de T et Eα(T) = Vect (x 7→ xα)
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Exercice 3 (***)

Soit E un K-ev de dimension �nie, u ∈ L (E).

1. Soit x ∈ E∖{0E}. Justi�er qu'il existe un unique polynôme unitaire πu,x ∈ K[X] véri�ant
πu,x(u)(x) = 0E et divisant tout polynôme P ∈ K[X] véri�ant P(u)(x) = 0E.

2. On suppose πu = Pr avec P irréductible et r entier non nul. Montrer qu'il existe x ∈
E∖ {0E} tel que πu,x = πu.

Corrigé : 1. Soit x ∈ E∖ {0E}. On pose

Ix = {P ∈ K[X] | P(u)(x) = 0E}

On véri�e sans di�culté que Ix est un idéal de K[X], non nul car πu ∈ Ix avec πu ̸= 0. Ainsi,
d'après le théorème de structure des idéaux de K[X]

Pour x ∈ E∖ {0E}, il existe πu,x unitaire qui engendre l'idéal Ix.

2. On a Pα−1(u) ̸= 0L (E). On dispose donc de x ∈ E tel que Pα−1(u)(x) ̸= 0E. Comme πu,x

divise πu = Pα avec P irréductible, alors on a πu,x = Ps avec s ⩽ α. Or, par choix de x, on a
Pα−1(u)(x) ̸= 0E d'où s ⩾ α et par conséquent

Il existe x ∈ E tel que πu,x = πu.

Variante : Pour x ∈ E∖ {0E}, on a πu ∈ Ix d'où πu,x|πu = Pr donc πu,x est de la forme Pα avec
α ∈ [[ 1 ; r ]]. Soit B = (e1, . . . , en) base de E. Pour tout i ∈ [[ 1 ; n ]], il existe αi ∈ [[ 1 ; r ]] tel que
πu,ei = Pαi . On choisit αq = Max

i∈[[ 1 ;n ]]
αi. Ainsi, on a

∀i ∈ [[ 1 ; n ]] πu,eq(u)(ei) = Pαq(u)(ei) = Pαq−αi(u) ◦ Pαi(u)(ei) = 0

ce qui prouve que πu,eq s'annule sur la base B donc est nul. Il s'ensuit πu|πu,eq et ces polynômes
sont donc associés et unitaires donc égaux.

Exercice 4 (***)

Soit A ∈ Mn(K) avec rg A = 2. Déterminer une expression de χA en fonction de Tr (A) et
Tr (A2).

Corrigé : En complétant une base du noyau de A en base de Kn, on trouve que A est semblable

à M =

Å
0 B
0 A′

ã
avec A′ =

Å
a b
c d

ã
. Ainsi, on a

χA = Xn−2(X− (a+ d)X + ad− bc) = Xn−2(X2 − Tr (A)X + ad− bc)

On calcule (par blocs) A2 et il vient

M2 =

Å
0 BA′

0 A′2

ã
et A′2 =

Å
a2 + bc ab+ bd
ac+ dc bc+ d2

ã
Ainsi Tr (A)2 − Tr (A2) = (a+ d)2 − (a2 + 2bc+ d2) = 2(ad− bc)

Et par conséquent χA = Xn−2

Å
X2 − Tr (A)X +

(Tr A)2 − Tr (A2)

2

ã
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Exercice 5 (***)

Soit E un C-ev de dimension �nie, f et g dans L (E) tels que

f ◦ g − g ◦ f ∈ Vect (f, g)

Montrer que f et g admettent au moins un vecteur propre commun.

Corrigé : On a f ◦g−g ◦f = αf +βg avec α, β complexes. Les cas α = β = 0 et (α, β) = (1, 0)

ont été traités antérieurement. Si α ̸= 0 et β = 0, posant h =
1

α
g, on se ramène à f ◦h−h◦f = f

déjà vu. Si α = 0 et β ̸= 0, posant h = −f , on se ramène au cas g ◦ h− h ◦ g = βg. Supposons
en�n α et β non nuls. On pose h = αf + βg. Il vient

f ◦ h− h ◦ f = αf 2 + βf ◦ g − αf 2 − βg ◦ f = β(f ◦ g − g ◦ f) = βh

d'où h et f admettent un vecteur propre commun et par conséquent,
1

β
(h− αf) et f également

et on conclut

Les endomorphismes f et g ont un vecteur propre commun.

Exercice 6 (**)

Soit u un endomorphisme de E un K-ev admettant un polynôme minimal πu et P ∈ K[X].

1. Montrer P(u) ∈ GL(E) ⇐⇒ P ∧ πu = 1

2. Montrer que si P(u) ∈ GL(E), alors P(u)−1 ∈ K[u].

Corrigé : 1. Si P ∧ πu = 1, d'après le théorème de Bézout, il existe (A,B) ∈ K[X]2 tel que
AP + Bπu = 1 d'où

id = A(u) ◦ P(u) + B(u) ◦ πu(u) = A(u) ◦ P(u) = P(u) ◦ A(u)

ce qui prouve le sens indirect. Supposons P∧ πu ̸= 1. Notons D = P∧ πu. Comme D divise P et
πu, on a P = QD et πu = RD avec Q et R dans K[X]. Comme πu est non nul, on a R et D non
nuls et D non constant puisque D est unitaire avec D ̸= 1. Il vient

R(u) ◦ P(u) = R(u) ◦D(u) ◦Q(u) = πu(u) ◦Q(u) = 0L (E)

Si P(u) ∈ GL(E), en composant par P(u)−1 à droite, on obtient R(u) = 0L (E) avec degR < deg πu

ce qui est absurde. On conclut

P(u) ∈ GL(E) ⇐⇒ P ∧ πu = 1

Variante : Pour le sens direct, on peut aussi considérer P = λ
r∏

i=1

Pαi
i sa décomposition en

facteurs irréductibles avec les αi entiers non nuls. Supposons qu'il existe i ∈ [[ 1 ; r ]] tel que
πu = PiQ avec Q ∈ K[X]. Il s'ensuit que πu divise PQ d'où P(u)◦Q(u) = 0L (E) et en composant
par P(u)−1 à gauche, on en déduit Q(u) = 0L (E) avec Q ̸= 0 et degQ < deg πu (car Pi non
constant) ce qui est absurde. On en déduit que pour tout i ∈ [[ 1 ; r ]], le polynôme irréductible
Pi ne divise pas πu autrement dit πu ∧ Pi = 1 et il s'ensuit P ∧ πu = 1.

2. D'après ce qui précède, on a vu que si P(u) est inversible, alors il existe A ∈ K[X] tel que
A(u) ◦ P(u) = id , autrement dit A(u) = P(u)−1 et donc

Si P(u) ∈ GL(E), alors P(u)−1 ∈ K[u].
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Exercice 7 (****)

Soit E = Mn(C), (A,B) ∈ E2 et on pose φ(M) = AM+MB pour tout M ∈ E. Établir

Sp (φ) = Sp (A) + Sp (B)

Corrigé : Remarquons en premier lieu que χB = χB⊤ puisqu'un déterminant est invariant par
transposition. Soit X ∈ Mn,1(K) avec X ̸= 0 telle que AX = λX et Y ∈ Mn,1(K) avec Y ̸= 0
telle que B⊤Y = µY avec λ, µ des scalaires. Pour M = XY⊤, on obtient

φ(M) = AM+MB = AXY⊤ +X
(
B⊤Y

)⊤
= λXY⊤ +X(µY)⊤ = (λ+ µ)XY⊤ = (λ+ µ)M

et M =
(
xiyj

)
∈ Mn(K) n'est pas nulle d'où l'inclusion

Sp (A) + Sp (B) ⊂ Sp (φ)

Soit M ∈ E∖ {0} telle que φ(M) = αM. On a

AM+MB = αM ⇐⇒ AM = M(αIn − B)

Par récurrence immédiate, on obtient alors

∀k ∈ N AkM = M(αIn − B)k

et par combinaison linéaire

∀P ∈ K[X] P(A)M = MP(αIn − B)

Par suite MπA(αIn − B) = 0

Comme M n'est pas nulle, il en résulte que πA(αIn − B) n'est pas inversible. Notant πA =∏
λ∈Sp (A)

(X− λ)αλ , on a donc

∏
λ∈Sp (A)

((α− λ)In − B)αλ non inversible

Ainsi, il existe λ ∈ Sp (A) tel que det((α− λ)In − B) = 0 ce qui équivaut à dire

∃λ ∈ Sp (A) | α− λ ∈ Sp (B)

ce qui prouve que α ∈ Sp (A) + Sp (B). On conclut

Sp (φ) = Sp (A) + Sp (B)

Variante : On peut procéder un peu di�éremment pour l'inclusion Sp (φ) ⊂ Sp (A) + Sp (B).
Soit M ∈ E∖ {0} telle que φ(M) = αM. On a

φ(M) = αM ⇐⇒ AM = MC avec C = αIn − B

Notons r = rg M. En considérant des matrices équivalentes et par blocs (voir exercice 6 feuille
20), on montre que χA et χC ont un facteur commun de degré r ⩾ 1 ce qui implique une valeur
propre commune λ pour A et C. Il existe X ∈ Mn,1(C) non nulle telle que CX = λX, c'est-à-dire
(αIn − B)X = λX ou encore

BX = (α− λ)X

Ainsi, on a α = λ︸︷︷︸
∈Sp (A)

+α− λ︸ ︷︷ ︸
∈Sp (B)
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