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Intégrales a parametres

Exercice 1.

1. Soit f:x+— e, Alors on peut démontrer par récurrence que pour tout x dans R, f"(x) =
P, (x) f(x) ol1 P, est un polynome. Si k € N, alors x*P,,(x) f (x) o opar croissances comparées.
— 00

Donc .

On utilisera dans tout 'exercice que si f € .#, alors pour tout k € N et pour tout 7 € N, x — x* £
est dans .. En effet, cette fonction est €, et ses dérivées successives sont des sommes de
fonctions du type x — x! f”’(x), qui multipliées par n'importe quelle puissance de x tendent
bien vers 0 en +oo.

2. — On montre déja que f est . Posons g: (x,&) — f(x) e,
dg

oct
4

0
— pour tout ¢ de [0,n - 1], a—gj est intégrable (car, comme f € %, x*(-)‘x f(x,§) — 0

Soit n dans N. Alors pour tout ¢ dans [0, ], = (—i)éx’g(x, &). Donc

donc g est intégrable par regle de Riemann)
n

— X+

aen est continue par morceaux.

n

— pourtous x et ¢ dans R,

est continue.

— ¢

n

o&n
Donc pour tout n€ N, f est de classe €”, et donc f est de classe €.

On montre ensuite que toutes les dérivées de f décroissent plus vite que toutes les puis-
sances de ¢.

<|f(x)x"|, intégrable pour la méme raison que ci-dessus.

+00 .

Soitne NetkeN.Ona f™¢) = f (—ix)" f(x)e”"* dx. On pose g(x) = (—i)"x" f(x). Cette
fonction est dans ¥ d’apres la remogrque de début d’exercice. Par intégration par parties
on a de plus:

e_l'xf +°o+é‘_k
_lé —00 lf

Le crochet est nul car xliI}l |g(x)| = 0. En intégrant k + 1 fois par parties, on en déduit :
—T00

ek fim gy = &k

+00 .
g(x) f g'(x)e ™ dx

)gkf(n)(é)‘ ¢ oo (k+1) () =17 | = 1 oo (k+1) () =15 ¢
- jRH1gk+l | g N i1 oo g
<1f+oo‘g(k+1)(x)‘dx — 0
h ¢ J-oo §—%o0

On en déduit que| f est dans . |.
+00 x2
3. (a) OnaG(0) :f ez dx=|V2m,

+00 X xz
(b) SiEeR, G = f Cine e % dx.

—00
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Pt x2 :
Effectuons une IPP avec u(x) = ie **¢ et v/(x) = xe~z. Alors /(x) = e~ *¢ et v(x) = —e~
et le crochet est nul, d’ol1: G' (&) = —=£G(8).

’

2

On a donc en résolvant I’équation différentielle : G(é) = Ae 2

V27, donc on a bien |G = 271G |.
4. 1l suffit de remarquer que: Vxe R, Ve R, |f()g(x— )| < K|f(#)| avec | f| intégrable.

avec A€ C. De plus, G(0) =

5. Faire le changement de variables u = x - t.

6. Soient f et g dans .. Alors la dérivabilité de f * g et ses dérivées successives sont obtenues par
théoreéme de dérivation des intégrales a parametres (a détailler), et V (k, n) € N?,

+00
xF(f )™ (x) =f g™ x—1 de

oo
:f x—t+ 05 (g™ (x—1) dr
+00 k K\ . .
= e fnx— kg (x -1 dt,
2|1 g
—00 j=0

qui tend vers 0 quand x tend vers +oo par double limite (la domination vient du fait que f et g
sont toutes deux dans .#).

7. Soit ¢ dans R. Alors, comme f * g est intégrable, f * g existe et

Feg®= f

+00 p+00 )
:f f f(Hgx—1dre ™ dx

+00

(f = g)(x)e_ix‘t dx

+00 r+00 R
:f f(Hgx—pe ™ drdx
oled |
= f f(Hg(x—1t)e ™ dx dr en s’autorisant a permuter les intégrales
oo oo ,
= f(t)e_”ff glx— e 08 dx dr.
—00 —00

+00 , +00 .
D’oil, en posant y=x—t: f glx—1e {05 dx :f gye Vo dy =gy,

gOF©) |

/\ +00 . +00 .
soit % g(¢) = f Fe e di = g(©) f Fe % dr =

Exercice 2.

1. Puisque f est continue par morceaux sur R, et a une limite finie en +oo, f est bornée sur R, (a
détailler). Ainsi il existe M € R tel que pour tout ¢ € R, | ()| < M. En particulier par théoréme
de comparaison, pour tout p >0, t— f(t)e P! est intégrable sur R, ce qui permet de calculer
LN p).

On calcule alors pour tout pe R :

+00 +00 +00
px(f)(p):pf f(e Ptder = f f(ul/p)e ™ du Zf e du=¢
0 u=ptJjo 0

car le théoreme de convergence dominée s’applique puisque | f(u/p)e™"| < Me™“.

p—0*
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2. Soit F la primitive de f qui s’annule en 0. F est de classe ¢! sur R, et admet une limite finie
en +oo, donc est bornée sur R... Pour tout p > 0, la fonction ¢ — F(r)e "’ est intégrable sur R,
et thIP F()e P! =0, d ou, par IPP:

—+00

+00 +0o
VpeR: fo f(ne P! dt:p~f0 F(te P! dt.

La transformée de Laplace £ (f) est donc définie sur R et:|Vpe R} Z(f)(p) =p - L(F)(p) |
La transformée £ (F), définie R, est continue sur cet intervalle : en effet, si on fixe py > 0, la
fonction ¢ — F(t)e P°! est intégrable sur R, et une domination évidente montre la continuité
de Z(F) sur l'intervalle [py, +ool. Par (1), on déduit la continuité de £(f) sur R}. Enfin, d’apres
1. pour F:

+00
Z()(0) :f f)dt=limF = lim p-Z(F)(p) = lim Z(f)(p)
0 +oo p—0* p—0*

donc ’ Z(f) est continue en 0 ‘

. . . . sint ,
3. Vous avez vu que cette intégrale convergeait. Appliquons alors 2.a f: t — — prolongée par

continuité en zéro : sa transformée de Laplace est donc définie et continue sur R,.
Posons g=Z(f) et h:(p, 1) — e P f(1).

oh ) . ) oh
Ona %(p, r)=—e P'sint et,sia>0,lamajoration ‘%(p, | < e *,valablepour (p, 1) € [a, +oo[xR%,
prouve que la fonction g = £(f) est de classe 6! sur [a, +oo[ pour tout a > 0, donc sur R, avec
g :_erooe_’” sint dt=— !
0 1+ pz ’

en effectuant deux IPP. Donc il existe C € R tel que g(p) = C —arctanp sur R}.
in(t
e o etvpsaVie Ry, |e P f(1)] < e f(1) intégrable.

—+00

De plus, lim
p

D’apres le théoreme de convergence dominée, pHIP g(p)=0,donc C = g et
—+00
. T
VpeRi, g(p)=2L(f)(p) = o —arctanp.

+00 gj
Or, Z(f) est continue en 0 donc : I :f Lr;t dt=2Z(f)0) = lir{)l ZL(f)(p) :.
0 p—0*

Exercice 3.
1. Soit t = t,. Alors

|e_t‘l7(x) f(x)| — e—(t—to)(p(x) |e—t0(/’(x) f(X)| < e—(l‘—toW(O) |e—t0(P(X) f(X)|,

car ¢ est croissante. Comme x — |e” ™ f(x)| est intégrable, x — e~ %™ f(x) est intégrale.

Donc

F est définie des que 1= 1 |.

2. Onseramenea ty = 0 par la translation ¢—fy. Ainsi on suppose simplement que f estintégrable.

(a) Soita dans]0,+ool.Alors pourtout ¢ =0, e "W < e~ (@ par croissance de ¢. Alors e~ ™ f(x
|f(x)|, d’oly, en intégrant et par intégrabilité de f,

+00
'tf e W f(x)dx
a

+00 +oo
< L‘f |e_t"’(x)f(x)|dx< te_“”(“)f |fo|dx — o,
a a t—+oo

car a > 0.
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.Sia>0, alorsf

(b) Effectuonsle changement de variables y = rx. Alors
a i _ ta -y y dy _ 1 [ta -y y
L e f(X)dX—[) e f(;)T_;‘/(; e f(?)dy

ta

Reste a montrer que f

eV f (J—;) dy tend vers f(0) quand ¢ tend vers +oo. Déja,
0

](;tae—yf(l;) dy:f()+°°e—y lysmf(J—t/) dy.

Or,y— ly<iaf (l;) tend vers f(0) quand ¢ tend vers +oo, et ‘e‘y ly<iaf (l;)’ <KeV,ouK est
une borne de f sur [0, @]. Donc, par convergence dominée,

+00 . y +00 .
fo e ].ys[af(;) dyt:oo A e f(O) dy:f(O)
‘A 4 - f(0)
On en dedUIt, comime on a suppose que f(O) #0, que f e f(X) dxt ’:_ T
0 —+00

+

(9] Ona:f

a

o0 a +00
e’ f(x) dx = f e f(x) dx+ f e f(x) dx.
0

a

Q)

e "W f(x)dx=0
t—+4+oc0

F(1)

+00
Ord’apreslea),ona f

a

1
;) .Doncd’apreslaquestionb),

. Onpose y = ¢(x). Comme ¢ est continue, strictement croissante, tend vers +oo en +oo et vérifie

¢(0) =0, d’apres le théoreme de la bijection continue, ¢ est une bijection de R, dans R, qui
plus est de classe ¢! et dont la dérivée ne s’annule pas, donc sa bijection réciproque est aussi
¢! sur R,. Ainsi, sil’on applique la formule de changement de variables :

oo tp(x) oo ty 1 dy
gy ax [Tt pogrign— W
fo e f(x) dx o foop (y)q)’((p—l(y))

D’ol1, en appliquant le résultat précédent a la fonction y— fog™1(y) , on obtient

@' (@7 1(y)

f)
@' (0)t

too _ 1 flp™10))
y £o 1 - —
fo €Tl W T <o gl 02

+o00 2 a 5 +00 )
e”™ f(x) dx:f e ™ f(x) dx+f e ™ f(x)dx.
0 0 a

o 1 1 s
On va montrer que la seconde intégrale est négligeable devant NG et la premiere correspond

al’équivalent qui nous intéresse. Déja,

+00 —txz —taz +00
\/Ef e "™ f(x)dx|< Ve f If)ldx — 0.
a 0 —Too

Ensuite,

+00

\/ff e fx)dx = e_yzf(()) du= gf(o)-
0

fmﬁe_yzf(l) dy —
y=Vtx Jo

\/E I—+o00 Jg

D’ou le résultat par le méme raisonnement qu’en 2.
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5. Lidée est encore de se ramener au cas précédent. Comme ¢’ > 0 et ¢(0) =0, ¢ > 0 sur R} et
v =,/p est €' et strictement croissante sur R}. Reste a voir la dérivabilité en 0 :

2 1
Vo) = \/tp”(O)% +o(x?) = WT(O)“ o(x),

i 0
d’oli la dérivabilité en 0, avec y'(0) = L 2( ) .

On pose alors y = w(x). Alors le changement de variable dans I'intégrale donne

1, L YAfyT O (VT [0
Yo Y iwayi g0 V2L /970 |

+00 2
F(1) :f e™ foyl(y)
0
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