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— Chapitre 1 : Analyse asymptotique —

I. COMPARAISON DE FONCTIONS.

Dans toute cette partie, f et g sont deux fonctions définies sur I, et a € R est un élément ou une borne de I.

I.1. FONCTIONS DOMINEES.

Définition 1. On dit que la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de a s’il existe une
fonction h définie et bornée au voisinage de a, telle que 'on ait, au voisinage de a :

f(@) = g(x) - h(z).

Si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a, cela revient a dire que la fonction = est bornée au
g
voisinage de a.

On note f = O(g) ou f(x) = O(g(x)).

Remarque 1. Dire que f est dominée par g au voisinage de a, revient donc a dire qu’il existe une
constante M > 0 telle qu’au voisinage de a, Uon ait : | f(z)| < M|g(z)|.

1.2. FONCTIONS NEGLIGEABLES.

Définition 2. On dit que la fonction f est négligeable devant la fonction g au voisinage de a s’il existe

une fonction € définie au voisinage de a telle que ’on ait lim e(x) = 0 et, au voisinage de a :
g q Tr—a ’

f(x)

Si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a, cela revient a dire que lim ﬁ =0.
z—a g(x
On note f = o(g).
a

p
Croissances comparées.
Les limites usuelles suivantes,
e . In(x)

lim — = lim ze® = lim « In(z) = lim =
r—+4oo I T—r—00 x—0 xr——+00 €T

se reformulent ainsi :
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Exemple 1. Si f est dérivable en a, alors :
[f@) 5 f@+@-af@+oe—a) e [flath) g f@)+hf(a)+o(h)
Ces expressions sont appelées des développements limités a 'ordre 1.
Exemples de référence :
@ — x —
(1+2x) = of =
14+w = cosr =
V1i+ax = sin x =
In(l+z) = tanx =
0 0
Remarque 2.
o f=0(1) signifie
a
o f=o0(1) signifie
a

Démonstration.
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1.3. FONCTIONS EQUIVALENTES.

Définition 3. On dit que la fonction f est équivalente a la fonction g au voisinage de a s’il existe une
fonction h définie au voisinage de a telle que 'on ait lim h(z) = 1 et, au voisinage de a :

Tr—a
f(z) =g(z) - h(z)
Si la fonction g ne s’annule pas au voisinage de a, cela revient a dire que la fonction lim féxi = 1.
z—a g(T

On note f ~ g.
a

Remarque 3. On comprend facilement que ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des fonctions
a

définies sur 1.

Remarque 4. Chacune des trois assertions f = O(0), f = 0(0) et f ~ 0 signifie que la fonction f est

Le théoréme suivant permet de bien comprendre ce que sont des fonctions équivalentes :

Théoreme 1. ff;g PN f_gfo(g) < f—gfo(f).

g
Démonstration.

O
. J
rExemple 2. Soit f la fonction polynomiale définie sur R par :
flx) = Zaixi, avec n<m, ap#0eta,#D0.
Alors : [f(x) v anw”], {f(:c) o am:cm} et [f(x) ~ amxm}.
. J
Théoréme 2. Si f est dérivable en a et si f'(a) # 0, alors :
f(@) = f(a) ~ f'(a)(z —a).
Démonstration.
O

A Ce théoreme est faux si f'(a) = 0. Par exemple,
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Exemple 3. Un équivalent de 22 — 1 au voisinage de 1 est :

Ce que 'on pourrait aussi obtenir par factorisation :

Exemples de référence :
e’ —1

1I+z)*—-1 ~ ~
it 0 0
1+—x—1 v Ccos T v
Vi+tr—1 ?)J sinx ,5,
In(l1+2z) ~ tanx  ~

0 0

Le théoréme suivant permet de bien comprendre 1'utilité des fonctions équivalentes :

Démonstration.

Exemple 4. 22 -2 ~ z?orz? — 4oodoncz?—2 — Hoo.

+oo T—r+00 T—r+00

Remarque importante. La réciproque est partiellement vraie.

Si lim f(z) = lim g(z) = £ avec £ € R*, alors lim L&) =1 et donc f ~ g.
T—a T—a r—a g(x) a

C’est pour cette raison, que les équivalents en a ont peu d’intéréts lorsque les fonctions admettent en a
une limite finie et non nulle.

A o Sif=0lerésultat est faux :

e Sif = +co le résultat est faux :

Démonstration. f =g x h avec limh =1 > 0, donc h est strictement positive au voisinage de a. O
a
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I.4. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS EQUIVALENTES.

Démonstration. Comme f; ~ g1 et fo ~go ona fi = g1 -hy et fo =gs-ho avec limhy =limhy = 1.
a a a a
o Donc fi- fa = (g1-92) (h1-h2). Or, lién(hl -hy) =12 =1 donc fi - fo ~ g1 go

e Au voisinage de a : ﬁ -9 I Or, lim% = % =1, donc :

9 hoo 0
f2 g2 he a Ng

2 @ g2

A Cependant, I’équivalent des fonctions n’est pas compatible avec 1’addition et la soustraction :

Remarque 6. Dans un calcul de limite, on peut donc remplacer une fonction par une fonction équivalente
dans un produit, un quotient, des puissances, mais pas dans une somme ou une différence.

Démonstration.

Exemple 5.
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rExemple 6.

-

/A Cependant, la composition a gauche n’est pas compatible avec 1’équivalence des fonctions :
f~g # uof~uog
a a
Contre-exemple :

Mais on a vu que la composition a gauche est vraie dans le cas particulier des fonctions puissances. On
va, voir que c’est aussi le cas avec la fonction In, sous certains hypotheses :

Théoréme 5. Soit f et g deux fonctions strictement positives telles que f ~ g.
a

Silim f =4, avec £ € Ry \ {1} ou £ = +o0, alors:  Inof ~ Inog.

p
Démonstration.

-

A Ne pas oublier I'hypotheése £ # 1. Par exemple, 2% + 1 > e”, mais In(2? + 1) # In(e®). En effet :
0
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)
—

Exercice 1. Déterminer un équivalent de In(z2? + 1) au voisinage de +oc.

I.5. COMPARAISON DES SUITES.

Les relations de comparaison des fonctions s’adaptent facilement au cas des suites.

Implicitement, les comparaisons ne se font qu’au voisinage de +oc0.

Comparaison des suites de référence.

J

p
Démonstration.

Dans le théoréme suivant, on notera la négligeabilité par < au lieu de o.
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II. DEVELOPPEMENTS LIMITES.

Les fonctions seront définies sur un intervalle I, et a désigne un réel qui est élément ou borne de I.

I1.1. NOTION DE DEVELOPPEMENT LIMITE.

Définition 4. On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a, s’il existe n + 1 réels
ag, a1, ..., a, tels que :

flx) =ap + a1(z —a) +ag(z—a)’+... 4+ an(z —a)" + o((z — a)?) = Zai(x —a)' + o((z — a)"),
=0

ce qui peut encore s’écrire :

fla+h) =ao+ arh + ash? + ...+ a,h™ + o(h™) = Zaihi + o(h™).
i=0

[Notation. L’expression « développement limité d’ordre n en a » sera notée DL, (a).

(Exemples 7.
o La fonction définie sur RY. par f(z) =1+ 2z — 2* 4+ 2° Inz, admet un DL4(0) :

e La fonction z — i admet un développement limité en 0 & tout ordre n € N :

-

Proposition 6. Si une fonction admet un DL,, au voisinage de a, alors ce développement est unique.

g
Démonstration. Soit deux uplets de réels (ag, a1, ...,a,) et (bg, b1, ...,by,) tels que :

n

flath)= S 4 B+ o(h™) - S i b+ o).
=0

=0
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Remarque 7. Il est important de noter que lorsqu’on détermine un DL, (a), f n’est pas nécessairement
définie en a.

Si f est définie en a, en posant h = 0, on obtient : ay =

Si f n’est pas définie en a, en faisant A — 0, on obtient : ag =

Définition 5. Si f admet un développement limité d’ordre n en a de la forme :

f(z)

n

fZai(x—a)i—I—o((m—a)”), ou fla+h
=0

) = ; a;h’ + o(h™),

n n
alors Z a;(z —a)’ et Z a;h' s'appellent la partie réguliére du développement limité.
i=0 i=0

Remarque 8. D’apres la définition d’un développement limité, un DL, (a) peut toujours se ramener a

un DL, (0). Désormais, nous allons donc surtout nous intéresser a des développements limités en 0. Tl
n’est donc plus indispensables de noter =, ainsi nous noterons simplement =.

n
Proposition 7. Soit f une fonction admettant un DL, (0) de partie réguliere Z a;z® alors, pour tout

=0
P
p < n, f admet un DL,(0) de partie réguliere Z a;x’
i=0
On parle alors de troncature a [’ordre p.
( ’ .
Démonstration.

-

p
Remarque importante.

n
Supposons que f admette en 0 un DL a 'ordre n : f(z) = Z a;z’ + o(z™).
=0

Alors, on peut écrire :

Cette méthode nous permettra parfois de diminuer d’un cran 'ordre de nos DL (voir I’étude des séries).
S

J
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Voici un corollaire de "unicité des développements limités :

Démonstration.

I1.2. CNS D’EXISTENCE DE DL A L’ORDRE 0 ET 1.

Démonstration.

J

p
Démonstration.
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A Malheureusement les CNS qu’on vient de voir aux ordres 0 et 1 ne se généralisent pas a 'ordre n > 2.
En effet, soit la fonction f définie sur R par :

1
) = x3 sin = sio x#0
0 si z=0.

I1.3. DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS.

Bien qu’on ait vu qu’a des ordres n > 2, il n’y ait pas de CNS reliant I'existence d’un DL a l'ordre n et
la régularité de la fonction, nous avons cependant, une condition suffisante a l'existence d’'un DL,, :

Théoréme 8. Formule de Taylor-Young.
Si f est de classe C™ sur un intervalle I alors, f admet en tout point a de I un DL,, donné par :

(k) (g
f@) = Y@t tof@ -0,

k=0

A Comme on a vu précédemment, cette condition suffisante n’est nullement nécessaire (voir contre-
exemple précédent), et de plus elle ne s’applique que dans le cas ot a € 1.

Ce théoréme va nous permettre d’obtenir des DL,,(0) pour tout n € N des fonctions usuelles de classe C* :

rDLn (0) des fonctions usuelles :
-1 -1 —2)(a— 1
(1+2)* = 1 + azr + da=b) o oy lezDa=d.la=ntl) , o(z™)
0 2! n!
1
=1 + z + x? + - 4+ x™ +  o(z™)
l—xz o
1
57 o 1 - =z + x? + + (=1)"a™ +  o(z™)
T =1 + LT s - +  o(a")
© 3 ‘ 2! nl o
22 24 220 ,
— _ p— s _ n_* n+1
cos() =1 5T T 1 + (—1) )l + ozt
23 25 p2n+1 ,
1 — _ P _ _ _1\n n+2
sine) 3@ CTRY * e T + o o@™)
. _ 22 24 22 -
ch(z) = + o T + o+ @) + ozt
23 25 20+l ,
= J— R n+2
sh(z) = ¢ + 30 + ] + + @n+ 1)1 + oz ).
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I1.4. OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES.

La plupart du temps, pour calculer un DL, on n’utilise pas la formule de Taylor-Young, mais on utilise les
DL usuels, ainsi que les opérations sur les DL ; d’autant que la formule de Taylor-Young n’est applicable
que si f est de classe C™.

II.4.a. SOMME ET PRODUIT.

Exercice 2. Déterminer le DL3(0) des fonctions définies par :

f(z) =sinz + cosx g(x) =e” -sinz.

Remarque importante.
o Le DL(0) de sin n’ayant pas de terme constant, on peut se contenter d'un DL5(0) de exp.

o g étant de classe C3 sur R, la formule de Taylor-Young ainsi que I'unicité du DL3(0) donnent :
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I1.4.b. COMPOSITION.

[Exercice 3. Déterminer un DL3(0) de f(z) = e5in®. ]
[Exercice 4. Déterminer un DL3(0) de g(x) = e®=7*. J
[Exercice 5. Déterminer un DL4(0) de h(z) = v/chz. ]
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II.4.c. INVERSE ET QUOTIENT.

e

Méthode. Si f admet un DL, (0), et si lignf = 0, on obtient un DL, (0) de la fonction

1
1+a°

1
1+ f

composant la fonction f avec la fonction g : z —

-

r

1
Exercice 6. Déterminer un DL5(0) de la fonction f = —. En déduire un DL5(0) de la fonction tan.
cos
.

r
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I1.4.d. PRIMITIVATION D’UN DEVELOPPEMENT LIMITE.

1
Exemple 8. Par primitivation de : 523 l—z+a?—23+- -+ (=1)" 12"~ 4 o(z"1), on obtient :
T
In(1+2z)=
0
E le 9. P imitivation d L
xem . Par primitivation de : = n
emple ar p vation de : 77—3 = , 0
obtient :
arctanx =
0

Exemple 10. Déterminons un DLg(0) de tan, par la méthode de primitivations successives.

A Cependant, si f est dérivable et admet un DL,,(a), alors f' n’admet pas nécessairement de DL,,_1(a).
En effet, reprenons l’'exemple de la page 10 :

1
@) = 23 sin = si xeR*
0 si x=0.

Nous avions démontré que cette fonction est dérivable sur R et qu’elle admet un DLy (0).
Pourtant, f’ n’est pas dérivable en 0, donc n’admet pas de DL (0).
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On a cependant le corollaire suivant :

Démonstration. )
A D J
Exemple. Sur I = R\ {1} on définit f par f(z) = ;2. Elle est de classe C* sur I et f'(z) = -
Les fonctions f et f’ étant C* sur I elles admettent des DL & tout ordre. En particulier, f admet un
DLg(0) et f' un DL5(0). La proposition précédente donne :
1
(1-=2)?

ITI. APPLICATIONS.

II1.1. RECHERCHE D’EQUIVALENTS. CALCUL DE LIMITES.

Démonstration.

N

N

J

Exemple 11. Le DLy(0) de cos donne : 1 —cosz ¥

N

N

La proposition précédente peut s’adapter ainsi (a, # 0 devient inutile) :
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p
Exercice 7. Effectuer les calculs de limites suivants :
] tane — x ) esinm _ etanm
1. lim —— 2. lim ———.
z—0 sinx —x z—0 sinxz — tanx
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II1.2. ETUDE DE L’ALLURE D’UNE COURBE AU VOISINAGE D’UN POINT.

Dans cette partie, on suppose que f est une fonction définie en a.
Si f admet pour DLy (a) : f(z) =ao+ai(x —a) + o(z — a).
a
On a déja vu qu’alors f est dérivable en a et que : ag = f(a) et a1 = f/(a). Ainsi, la courbe C de f en a
admet en ce point une tangente d’équation y = ag + a1(z — a).

Un DL;(a) permet donc d’obtenir ’équation de la tangente & C en a. Ce qui nous intéresse maintenant,
c’est de connaitre la position relative de C par rapport a la tangente, au moins au voisinage de a. Pour

ce faire, on doit étudier la quantité : f(z) — (ap + a1(z — a)). On voit alors que la connaissance d’un DL
d’ordre supérieur peut étre intéressant.

Méthode.
o Si f admet un DLg(a) : f(x) =ao+ai1(x —a) + az(x — a)* + o((x — a)?), avec ay #0,
alors : f(z) — (ao + ar(x — a)) ~ az(z — a)?.

Ce qui répond a la question de la position relative, étant donné que deux fonctions équivalentes en un
point ont localement le méme signe.

e Sias =0, alors nous devrons pousser le DL jusqu’a obtenir un terme non nul. Ainsi, si f admet pour
DL,(a) :
fx)=ao+a1(z —a) + ap(z — a)? + o((z — a)?), avec a, #0,
a

alors la position relative est donnée localement par le signe de a,(x — a)P.
S

rExemples 12.

e tanx n T+ 3 +o(x?), donc la courbe de la fonction tan admet pour tangente en 0 la droite d’équation

y=2x et, au voisinage de 0 :
- la courbe est au-dessus de la tangente pour z > 0.
- la courbe est en dessous de la tangente pour x < 0.

2
o €7 = 1+x+ % + o(x?), donc la courbe de la fonction exp admet pour tangente en 0 la droite

d’équation y =14z et, au voisinage de 0, la courbe est au-dessus de la tangente.
-

En particulier, on en déduit :

Proposition 16. Soit f admettant un DLa(a) :
f(z) =ao + a1(z — a) + az(z — a)* + o((z — a)?).
Sia; =0 et az # 0, alors f admet un extremum local en a. Plus précisément :
-si a3 =0 et az > 0, alors f admet

-sia; =0et ay <0, alors f admet

Démonstration. f(z) — f(a) = f(z) — ao ~ as(z —a)?. 0

Remarque 11. a; = f'(a) et si de plus f est de classe C2, la formule de Taylor-Young donne ay = ! //2(a).
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IV. EXEMPLES DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES.

p
Exercice 8. Déterminer un développement asymptotique a ’ordre 4, au voisinage de 0, de :

fla) = =

sha’

-

p
Exercice 9. Déterminer un développement asymptotique a ’ordre 3, au voisinage de +oc0, de :

x?—1
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