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– Chapitre 2 : Séries numériques –

Dans tout ce chapitre, les suites considérées seront des suites numériques i.e. des suites à valeurs dans K
où K désigne le corps R ou C.

I. Généralités.

Définition 1. Soit (un)n∈N ∈ KN. On appelle série de terme général un la suite (Sn)n∈N définie par :

∀n ∈ N, Sn = u0 + u1 + · · · + un =
∑

0⩽k⩽n

uk.

Soit n ∈ N.
• Le terme un est appelé terme général de la série,
• Le terme Sn est appelé somme partielle d’indice n de la série.

On parle de séries numériques pour préciser que pour tout n ∈ N, un ∈ K.
On note

∑
un la série de terme général un.

On note ainsi,
∑ 1

2n la série de terme général 1
2n .

Remarque 1. Parfois, la suite ne sera définie qu’à partir du rang 1 : (un)n∈N∗ . Dans ce cas,
∑

un

désignera la suite (Sn)n∈N∗ où pour tout n ∈ N∗,
Sn =

∑
1⩽k⩽n

uk.

Définition 2. On dit que la série de terme général un converge si la suite (Sn)n∈N converge. La limite

de la série est alors notée
+∞∑
n=0

un, et appelée somme de la série. On peut alors écrire :
+∞∑
n=0

un = lim
n→+∞

Sn.

Dans le cas contraire, on dit que la série diverge.

Remarque importante. Le but de ce chapitre est de pouvoir déterminer la nature d’une série, et le
cas échéant de déterminer sa somme (i.e. sa limite), simplement en s’intéressant à son terme général.

Proposition 1. Condition nécessaire de convergence.
Si la série de terme général un converge, alors la suite (un)n∈N converge vers 0.

Démonstration.
Supposons que (Sn)n∈N converge et notons ℓ sa limite (ℓ ∈ E).
Alors, pour tout n ∈ N∗, un = Sn − Sn−1 −→

n
ℓ − ℓ = 0.

- 2

Remarque 3. Par contraposée, si la suite (un)n∈N ne converge vers 0, alors la série de terme général un

diverge. On dit dans ce cas que la série diverge grossièrement.

" La réciproque de la proposition précédente est fausse. Autrement-dit, la convergence de (un)n∈N vers
0 n’implique pas la convergence de la série de t.g. un, comme le prouve l’exemple suivant :
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Exemple 1. La série harmonique.

La série harmonique est la série de t.g. 1
n . Pour n ∈ N∗, on note Hn =

n∑
k=1

1
k

.

Si la suite (Hn)n∈N∗ converge, alors la suite (H2n)n∈N∗ converge vers la même limite, d’où :

lim
n→+∞

(H2n − Hn) = 0.

Or : ∀n ∈ N∗, H2n − Hn =
2n∑

k=1

1
k

−
n∑

k=1

1
k

=
2n∑

k=n+1

1
k︸︷︷︸

⩾ 1
2n

⩾
2n∑

k=n+1

1
2n

= n

2n
= 1

2 ,

ce qui est absurde.
Donc, la série harmonique diverge. Comme c’est une suite croissante, elle diverge vers +∞ (théorème de
la limite monotone).

Remarque 4. Si la série
∑

un converge, alors la série
∑

k⩾n+1
uk converge. En effet, pour tout entier N ,

N∑
k=n+1

uk =
N∑

k=0
uk −

n∑
k=0

uk −→
N→+∞

+∞∑
k=0

uk −
n∑

k=0
uk

Définition 3. Si la série
∑

un converge, alors la somme de la série convergente
∑

k⩾n+1
uk est notée Rn

et appelée le reste d’ordre n de la série
∑

un :

Rn =
+∞∑

k=n+1
uk.

Remarque 5. Si la série
∑

un converge, en notant respectivement Sn et Rn la somme partielle et le
reste d’ordre n, on a :

∀n ∈ N,

+∞∑
k=0

uk = Sn + Rn.

Proposition 2. Si la série
∑

un converge, alors lim
n→+∞

Rn = 0.

Démonstration.

Rn =
+∞∑
k=0

uk − Sn −→
n

+∞∑
k=0

uk −
+∞∑
k=0

uk = 0. - 2

Définition 4. On appelle série télescopique une série dont le terme général un, peut s’écrire :
un = vn+1 − vn,

avec (vn)n∈N ∈ KN.
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Proposition 3. Soit (vn)n∈N ∈ KN. La série de terme général vn+1 − vn converge si, et seulement si, la

suite (vn)n∈N converge. Dans ce cas,
+∞∑
n=0

(vn+1 − vn) = lim
n→+∞

vn − v0.

Démonstration.

Sn =
n∑

k=0
(vk+1 − vk) = vn+1 − v0.

2

II. Exemples de référence.

II.1. Séries géométriques.

Proposition 4. Soit q ∈ C. La série de t.g. qn appelée série géométrique de raison q, converge si, et
seulement si, |q| < 1. Dans ce cas :

+∞∑
n=0

qn = 1
1 − q

.

Démonstration.

Une condition nécessaire à la convergence de la série est lim
n→∞

qn = 0.

Or, on sait que : lim
n→∞

qn = 0 ⇔ |q| < 1. Donc, si |q| ⩾ 1, la série diverge grossièrement.

Supposons maintenant |q| < 1. Pour tout n ∈ N :

Sn =
n∑

k=0
qk = 1 − qn+1

1 − q
−→

n

1
1 − q

.

- 2

Exemple.
+∞∑
n=0

1
2n

= 1
1 − 1

2
= 2.

0 1 2
× × × ××
S0 S1 S2

S3

S4

II.2. Séries géométriques dérivées.

Proposition 5. Soit q ∈ C. Chacune des séries de t.g. nqn−1 et n(n−1)qn−2 appelées série géométrique
dérivée première et de série géométrique dérivée seconde de raison q, converge si, et seulement si, |q| < 1.
Dans ce cas :

+∞∑
n=1

nqn−1 = 1
(1 − q)2 et

+∞∑
n=2

n(n − 1)qn−2 = 2
(1 − q)3 .

Démonstration. Voir la partie sur le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes. 2
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II.3. Séries de Riemann.

Proposition 6. Soit α ∈ R. La série de t.g. 1
nα converge si, et seulement si, α > 1.

De plus, si α ⩽ 1 la série diverge vers +∞.

Démonstration. Voir la partie comparaison séries-intégrales. 2

Remarque 6. Il n’y a cependant pas de formule pour déterminer la somme d’une série de Riemann
convergente.

Exemple 2. La série de t.g. 1√
n

diverge vers +∞ et la série de de t.g. 1
n2 converge. On peut d’ailleurs

montrer que :
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

II.4. Séries exponentielles.

Proposition 7. Pour tout z ∈ C, la série de t.g. zn

n! converge vers ez i.e. :

+∞∑
n=0

zn

n! = ez.

Rappel. L’inégalité de Taylor-Lagrange.
Soit a ∈ I, n ∈ N et soit f une fonction de classe Cn+1 sur I et à valeurs dans C. Si M est un majorant
de
∣∣f (n+1)

∣∣ sur I alors pour tout x ∈ I :∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

f (k)(a)
k! (x − a)k

∣∣∣∣∣ ⩽ M |x − a|n+1

(n + 1)! .

-

Démonstration.

Soit z ∈ C. On applique l’inégalité de Taylor-Lagrange, avec a = 0, x = 1 et la fonction f définie pour
tout t ∈ R par f(t) = etz.
La fonction f est de classe C∞ sur R et f (n+1)(t) = zn+1etz = zn+1f(t).
La fonction f étant continue sur le segment [0, 1], elle est majorée par une constante M sur ce segment.
On obtient donc, pour tout t ∈ [0, 1],

∣∣f (n+1)(t)
∣∣ ⩽ M |z|n+1.

L’inégalité de Taylor-Lagrange, donne :∣∣∣∣∣ez −
n∑

k=0

zk

k!

∣∣∣∣∣ ⩽ M
1

(n + 1)! → 0.

2
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III. Premières propriétés.
Proposition 8. Si deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N ne diffèrent que par un nombre fini de termes, alors
les séries

∑
un et

∑
vn sont de même nature.

Démonstration.

Notons, Un (resp. Vn) la somme partielle de la série de terme général un (resp. vn).

Par hypothèse, il existe un rang n0 à partir duquel un = vn.

Donc, pour tout n ⩾ n0,

n∑
k=n0

uk =
n∑

k=n0

vk i.e. Un −
n0−1∑
k=0

uk = Vn −
n0−1∑
k=0

vk.

On obtient alors l’existence d’une constante λ telle que pour tout n ⩾ n0, Un = Vn + λ.

On en déduit que la suite (Un)n converge si et seulement si (Vn)n converge.

- 2

Proposition 9. (Linéarité de la somme).
Si les séries de t.g. un et vn convergent, et si (α, β) ∈ K2, alors la série de t.g. αun + βvn converge et :

+∞∑
n=0

(αun + βvn) = α

+∞∑
n=0

un + β

+∞∑
n=0

vn.

Démonstration.

Calculons la somme partielle. Pour tout n ∈ N :
n∑

k=0
(αuk + βvk) = α

n∑
k=0

uk + β

n∑
k=0

vk −→
n

α

+∞∑
n=0

un + β

+∞∑
n=0

vn.

- 2

Remarque 7. En particulier si les séries
∑

un et
∑

vn convergent, alors la série
∑

(un + vn) converge.

" La réciproque est fausse. En effet, il suffit de poser pour tout n ∈ N :

un = 1
n2 − 1

n
et vn = 1

n
.

On ne peut alors pas écrire :
+∞∑
n=0

(un + vn)︸ ︷︷ ︸
π2/6

=
+∞∑
n=0

un︸ ︷︷ ︸
−∞

+
+∞∑
n=0

vn︸ ︷︷ ︸
+∞

.
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Corollaire 1. (Cas des séries complexes).
Soit

∑
un une série à termes complexes.

La série
∑

un converge si, et seulement si, les deux séries réelles
∑

Re(un) et
∑

Im (un) convergent.

Dans ce cas, on a alors :
+∞∑
n=0

un =
+∞∑
n=0

Re(un) + i

+∞∑
n=0

Im (un).

Remarque 8. Cette proposition montre qu’il suffit de s’intéresser au cas des séries réelles. On va voir
que, plus précisément, l’étude des séries positives joue un rôle important.

Proposition 10. Soit deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N telles que :

∀n ∈ N, un ⩽ vn.

• Si
∑

un diverge vers +∞, alors
∑

vn diverge vers +∞.
• Si

∑
vn diverge vers −∞, alors

∑
un diverge vers −∞.

Démonstration. Pour tout n ∈ N on a : Un ⩽ Vn.
- 2

IV. Séries à terme général positif.
Dans cette partie, on va s’intéresser aux séries ayant pour terme général un réel positif. En pratique,
d’après le caractère asymptotique de la notion de limite, il suffira de supposer le terme général positif à
partir d’un certain rang.

Remarque importante. Si (un)n∈N est une suite positive, alors la suite de ses sommes partielles, est
une suite croissante. En effet, pour tout n ∈ N, Sn+1 − Sn = un+1 ⩾ 0
Ceci va simplifier l’étude des séries à terme général positif.

Proposition 11. Une série à terme général positif converge si et seulement si la suite de ses sommes
partielles est majorée.

Démonstration.
La suite (Sn)n∈N étant croissante, on peut appliquer le théorème de la convergence monotone, et en
déduire que (Sn)n∈N converge si, et seulement si, elle est majorée.
- 2

On va maintenant voir deux théorèmes de comparaison de séries à terme général positif :

Théorème 1. (tcstgp). Soit deux suites positives (un)n∈N et (vn)n∈N telles que :

∀n ∈ N, un ⩽ vn.

Si
∑

vn converge alors
∑

un converge. Et alors, on a :
+∞∑
n=0

un ⩽
+∞∑
n=0

vn.

" Par contraposée, si
∑

un diverge, alors
∑

vn diverge.
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Démonstration.

Pour tout n ∈ N, un ⩽ vn. En notant, Un et Vn les sommes partielles respectives, on obtient : Un ⩽ Vn.

Comme la suite la suite (un)n est positive, la suite (Un)n est croissante.

Supposons que la série de t.g. vn converge i.e. que la suite (Vn)n converge. Alors la suite (Vn)n est
majorée.

L’inégalité, Un ⩽ Vn assure alors que la suite (Un)n est également majorée. Or, (Un)n est croissante.
Ainsi, le théorème de la limite monotone, permet de conclure que (Un)n est convergente.

- 2

Remarque 10. Ce théorème reste vrai si les suites sont positives seulement à partir d’un certain rang, ou

si l’inégalité un ⩽ vn n’est vraie qu’à partir d’un certain rang. Mais dans ce cas, l’inégalité
+∞∑
n=0

un ⩽
+∞∑
n=0

vn

n’a plus de raison d’être vérifiée.

Exemple 3. La série de t.g. un = 1
2n+n converge car pour tout n ∈ N, 0 ⩽ 1

2n+n ⩽ 1
2n . Or, la série de

terme général 1
2n converge (série géométrique de raison 1

2 ).

Théorème 2. Si (un)n∈N et (vn)n∈N sont deux suites positives telles que un ∼ vn, alors les séries
∑

un

et
∑

vn sont de même nature.

Démonstration.

Comme un ∼ vn, il existe une suite (wn)n∈N vérifiant :

un = vn × wn et lim
n→∞

wn = 1.

Comme, lim
n→∞

wn = 1, il existe un existe un rang n0 à partir duquel : 1
2 ⩽ wn ⩽ 2.

Comme vn ⩾ 0 on obtient par produit : 1
2 vn ⩽ un ⩽ 2vn.

• Si la série de t.g vn converge, alors celle de t.g 2vn converge, et l’inégalité 0 ⩽ un ⩽ 2vn permet
d’appliquer le théorème 1. On en déduit que la série de t.g un converge.
• Si la série de t.g un converge, alors l’inégalité 0 ⩽ 1

2 vn ⩽ un permet d’appliquer le théorème 1. On en
déduit que la série de t.g 1

2 vn converge, donc celle de t.g vn converge également.

- 2
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Exercice 1. Étudier la série de t.g. 1
n(n+1) , et en déduire que la série de t.g. 1

n2 converge.

1
k(k + 1) = k + 1 − k

k(k + 1) = k + 1
k(k + 1) − k

k(k + 1) = 1
k

− 1
k + 1.

Pour tout n ∈ N∗,
n∑

k=1

1
k(k + 1) =

n∑
k=1

(
1
k

− 1
k + 1

)
= 1 − 1

n + 1 −→
n

1.

1
n(n + 1) ∼ 1

n2 et 1
n2 ⩾ 0, donc d’après le théorème 2, la série de t.g. 1

n2 converge.

" Lorsqu’on utilise le critère d’équivalence ci-dessus (théorème 2), il est inutile de vérifier la positivité
des termes généraux des deux séries. Il suffit de vérifier la positivité de l’un des deux termes, puisque,
par équivalence, l’autre est alors positif à partir d’un certain rang.

" Cependant, ce théorème devient faux, si l’on oublie l’hypothèse de positivité :

Exercice 2. Pour tout entier n ∈ N∗, on pose :

un = (−1)n+1
√

n + 1
− (−1)n

√
n

et vn = un + 1
n

.

1. Montrer que
∑

un converge et
∑

vn diverge.
2. Montrer que l’on a cependant un ∼ vn.

1. La série de t.g. un est une série télescopique :

∀n ∈ N,

n∑
k=1

(
(−1)k+1
√

k + 1
− (−1)k

√
k

)
= (−1)n+1

√
n + 1

+ 1 −→
n

1.

Donc la série de t.g. un converge.
Pour tout n ∈ N∗, Vn = Un + Hn. Or, (Un)n converge et (Hn)n diverge vers +∞. Donc, par somme,
(Vn)n diverge vers +∞.

2. Comme vn = un + 1
n pour montrer un ∼ vn, il suffit de montrer que 1

n = o(un).
|un|
1/n = n|un| = n

∣∣∣(−1)n+1 ×
(

1√
n+1 + 1√

n

)∣∣∣ = n ×
(

1√
n+1 + 1√

n

)
⩾ n√

n
=

√
n −→

n
+∞.

Donc, 1
n = o(un). Donc, un ∼ vn.
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V. Séries absolument convergentes.
Dans cette partie, (un)n∈N désigne une suite d’éléments de K = R ou C.

Définition 5. La série
∑

un est dite absolument convergente si la série
∑

|un| est convergente.

Théorème 3. Toute série absolument convergente est convergente.

Rappel. Partie positive et partie négative d’un réel.

Pour tout réel x on note : x+ =
{

x si x ⩾ 0
0 si x < 0 et x− =

{
0 si x ⩾ 0
−x si x < 0 .

On a alors : 0 ⩽ x+ ⩽ |x|, 0 ⩽ x− ⩽ |x|, x = x+ − x− et |x| = x+ + x−.

Démonstration.

Supposons
∑

|un| est convergente.
1er cas : K = R.
Comme 0 ⩽ (un)+ ⩽ |un|, et que

∑
|un| converge, le tcstgp assure que

∑
(un)+ converge.

Comme 0 ⩽ (un)− ⩽ |un|, on en déduit de même que
∑

(un)− converge.
Or, un = (un)+ − (un)−. Donc, par différence,

∑
un converge.

2ème cas : K = C.
Comme 0 ⩽ |Re(un)| ⩽ |un|, et que

∑
|un| converge, le tcstgp assure que

∑
|Re(un)| converge. Et le

premier point donne alors :
∑

Re(un) converge. On obtient de même que
∑

Im(un) converge.
Or, un = Re(un) + iIm(un). Donc, par combinaison linéaire,

∑
un converge.

-- 2

Exemple 4. Les séries de t.g. (−1)n

n2 et ein

n2 convergent car convergent absolument.

Remarque 11. Le théorème précédent montre que pour étudier certaines séries, on peut se ramener au
cas de séries à t.g. positif ; ce qui justifie l’étude de ces séries vue dans la partie précédente.

" La réciproque du théorème est fausse. Nous verrons que la série harmonique alternée i.e. la série de
t.g. (−1)n

n converge, mais n’est pas absolument convergente.

Théorème 4. Critère de d’Alembert.
Soit (un)n∈N une suite de complexes non nuls.
On suppose que la suite

∣∣un+1
un

∣∣ admet une limite ℓ ∈ R+ ∪ {+∞}.
1. Si ℓ < 1, alors la série de terme général un converge absolument.
2. Si ℓ > 1, alors la série de terme général un diverge grossièrement.
3. Si ℓ = 1, on ne peut rien conclure : c’est le cas incertain ou cas douteux.

Le principe de la démonstration est de comparer un avec le terme général une série géométrique.
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Démonstration.

Quitte à remplacer un par |un| on peut faire l’hypothèse que (un)n∈N est une suite de réels strictement
positifs.
1. Cas ℓ < 1.
Soit q ∈ ]ℓ, 1[.
Comme un+1

un
converge vers ℓ, il existe un rang p à partir duquel un+1

un
⩽ q d’où un+1 ⩽ qun.

Par récurrence immédiate, on obtient pour tout n ⩾ p, un ⩽ qn−pup = qn up

qp .
Or, q ∈]0, 1[, donc la série de tg qn converge.
D’après le tcstgp, la série de tg un converge.
2. Cas ℓ > 1.
La suite ( 1

un
)n satisfait la condition du point précédent. On en déduit que la série de tg 1

un
converge. En

particulier, ( 1
un

)n converge vers 0, et donc (un)ndiverge vers +∞.
3. Cas ℓ = 1.
Il suffit de considérer deux séries de Riemann ; l’une avec α = 1 et l’autre avec α = 2.

- 2

Exemple 5. Le critère de d’Alembert permet de retrouver que la série exponentielle i.e. la série de t.g.
un = zn

n! converge (absolument) pour tout z ∈ C∗. En effet, pour tout n ∈ N :∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ =

Ce qui prouve en particulier zn

n! −→
n→+∞

0 pour tout z ∈ C∗.

Exercice 3. Déterminer la nature de la série de tg un = n!
nn .

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣ =
(

n

n + 1

)n

=
(

1 + 1
n

)−n

−→
n→+∞

e−1 < 1.
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VI. Théorème des séries alternées.
Théorème 5. Si (un)n est une suite de réels positifs, décroissante, et qui converge vers 0, alors la série
de terme général (−1)nun converge.
De plus, pour tout n ∈ N, Rn est du signe de (−1)n+1 et |Rn| ⩽ un+1.

Démonstration. Pour n ∈ N, notons Sn =
n∑

k=1
(−1)kuk.

Montrons que les suites (S2n)n et (S2n+1)n sont adjacentes.
Pour tout n ∈ N:
• S2(n+1) − S2n = S2n+2 − S2n = u2n+2 − u2n+1 ⩽ 0, donc (S2n)n est décroissante.
• S2(n+1)+1 − S2n+1 = S2n+3 − S2n+1 = −u2n+3 + u2n+2 ⩾ 0, donc (S2n+1)n est croissante.
• S2n+1 − S2n = −u2n+1 −→

n
0.

Ainsi, (S2n)n et (S2n+1)n sont adjacentes, donc elles convergent vers une même limite que l’on notera ℓ.
Donc, (Sn)n converge vers ℓ.
D’autre-part, pour tout n ∈ N,

�� ��S2n+1 ⩽ ℓ ⩽ S2n .

Si n = 2p est pair. On a alors : S2p+1 − S2p ⩽ ℓ − S2p ⩽ 0, ce qui donne : −un+1 ⩽ Rn ⩽ 0.
On a donc : Rn négatif et |Rn| ⩽ un+1.
Si n = 2p + 1 est impair. On a alors : S2p+1 ⩽ ℓ ⩽ S2p+2 d’où : 0 ⩽ ℓ − S2p+1 ⩽ S2p+2 − S2p+1, ce qui
donne : 0 ⩽ Rn ⩽ un+1. On a donc : Rn positif et |Rn| ⩽ un+1.

2

Remarque 12. La série harmonique alternée i.e. la série de t.g. (−1)n

n converge.
On peut montrer que cette série converge vers − ln 2.

Exercice 4. Soit α ∈ R. Montrer que la série de t.g. (−1)n

nα converge si, et seulement si, α > 0.

-

Définition 6. Une série
∑

un est dite semi-convergente si elle est convergente, et non absolument
convergente.
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VII. Comparaison série-intégrale.

VII.1. Le théorème de comparaison série-intégrale.

Proposition 12. Soit p ∈ N. Soit f une fonction définie sur [p, +∞[ positive, continue par morceaux et
décroissante.
Alors la série de terme général f(n) converge si, et seulement si, la suite

(∫ n

p

f(t)dt

)
n⩾p

converge.

Démonstration.

D’après la relation de Chasles, la suite
(∫ n

p
f(t)dt

)
n⩾p

est la série de tg
∫ n

n−1 f(t)dt.

En effet :
n∑

k=p+1

∫ k

k−1
f(t)dt =

∫ n

p

f(t)dt.

On se place sur l’intervalle [n − 1, n], sur lequel f est décroissante d’où : f(n) ⩽ f ⩽ f(n − 1). Par
croissance de l’intégrale, on a :

f(n) ⩽
∫ n

n−1
f(t)dt ⩽ f(n − 1).

Et comme ces trois termes sont positifs, il ne reste plus qu’à appliquer le tcstgp.

2

0 1 2 3 4

VII.2. Application aux séries de Riemann.

Théorème 6. Soit α ∈ R. La série de t.g. 1
nα

converge si, et seulement si, α > 1.
De plus, si α ⩽ 1 la série diverge vers +∞.
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Démonstration.

1er cas : α ⩽ 0. Dans ce cas, 1
nα

̸−→
n

0 donc la série diverge (grossièrement).

2ème cas : α > 0. La fonction f définie sur R∗
+ par f(x) = 1

xα
est alors continue, décroissante et positive.

On peut donc appliquer le théorème de comparaison série-intégrale :∑ 1
nα

converge si, et seulement si,
∫ n

1

dx

xα
converge.

−→ si α = 1 alors
∫ n

1

dx

xα
= ln n −→

n
+∞ .

−→ si α ̸= 1 alors
∫ n

1

dx

xα
=
[

1
1 − α

1
xα−1

]n

1
= 1

1 − α

(
1

nα−1 − 1
)

−→
n

{
+∞ si 0 < α < 1

1
α−1 si α > 1

Donc, la série de t.g. 1
nα converge si, et seulement si, α > 1.

Si α ⩽ 1 alors, la série diverge, et comme le terme général est positif, la suite des sommes partielles est
croissante, donc diverge vers +∞.

- 2

VII.3. Application à la recherche d’équivalents de sommes partielles.

Soit f une fonction définie sur [p, +∞[ positive, continue par morceaux et décroissante.
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Exercice 5. La série harmonique. Déduire de ce qui précède un encadrement puis un équivalent de

Hn =
n∑

k=1

1
k

.

-

VIII. Sommation des relations de comparaison.
Dans cette partie, si

∑
un est une série, on notera Sn(u) =

∑
0⩽k⩽n

uk sa somme partielle d’ordre n.

Lorsque la série est convergente, on notera Rn(u) =
+∞∑

k=n+1
uk son reste d’ordre n.

Proposition 13. Sommation des relations de comparaison - Cas convergent.
Soit

∑
un et

∑
vn deux séries. On suppose que la série

∑
vn est convergente et à terme général positif.

1. Si un = O(vn), alors
∑

un converge absolument et Rn(u) = O (Rn(v)),
2. Si un = o(vn), alors

∑
un converge absolument et Rn(u) = o (Rn(v)),

3. Si un ∼ vn, alors
∑

un converge et Rn(u) ∼ Rn(v).

Démonstration.

- 2
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Exercice 6. Déterminer un équivalent du reste de la série de t.g. 1
n2 en utilisant la série de t.g. 1

n(n+1) .

1
n2 et 1

n(n + 1) sont positifs et les termes généraux de séries convergentes.

De plus 1
n2 ∼ 1

n(n + 1) = 1
n

− 1
n + 1.

On en déduit que :
+∞∑

k=n+1

1
k2 ∼

+∞∑
k=n+1

(
1
k

− 1
k + 1

)
= 1

n + 1 ∼
�
�

�
�1

n
.

" Utiliser une série télescopique est particulièrement efficace puisqu’on peut facilement calculer son reste.

Exemple 6. Un développement asymptotique de la série harmonique.

On a vu que Hn =
n∑

k=1

1
k

∼ ln(n), ce qui suggère de s’intéresser à la suite définie par : un = Hn − ln(n).

un − un−1 = 1
n

+ ln
(

1 − 1
n

)
= 1

n
− 1

n
− 1

2n2 + o

(
1

2n2

)
∼ − 1

2n2 < 0.

D’après le théorème de comparaison (le terme général est négatif) on en déduit que la série de terme
général un − un−1 converge.
C’est une série télescopique donc on en déduit que la suite (un)n converge. Notons γ sa limite. On peut
alors écrire :

Hn = ln n + γ + o(1).

On va maintenant chercher un équivalent de un − γ. On a :

un − un−1 ∼ − 1
2n2 < 0.

Par sommation des relations de comparaison (cas convergent), on en déduit :
+∞∑

k=n+1
uk − uk−1 ∼ −1

2

+∞∑
k=n+1

1
k2 .

Ce qui donne : γ − un ∼ −1
2

1
n + 1 ∼ − 1

2n
(voir exemple précédent).

On a obtenu le développement asymptotique suivant :�
�

�

Hn = ln n + γ + 1

2n
+ o

(
1
n

)
.

-

4 septembre 2025. Nicolas HUBERT Page n°15.

https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/


Lycée Jeanne d’Albret – MP – 2025-2026. Page n°16.

" Le réel γ est appelé constante d’Euler. On a : γ ≈ 0, 5772156649.
On ignore toujours si la constante d’Euler est un nombre rationnel ou pas.

Proposition 14. Sommation des relations de comparaison - Cas divergent.
Soit

∑
un et

∑
vn deux séries. On suppose que la série

∑
vn est divergente et à terme général positif.

1. Si un = O(vn), alors Sn(u) = O (Sn(v)),
2. Si un = o(vn), alors Sn(u) = o (Sn(v)),
3. Si un ∼ vn, alors

∑
un diverge et Sn(u) ∼ Sn(v).

" Dans les deux premiers cas, on ne peut pas conclure quant à la convergence de la série
∑

un.

Démonstration.

- 2

Théorème 7. Théorème de Cesàro - Cas fini.
Soit (un)n∈N ∈ KN une suite convergente de limite ℓ. Alors on a :

1
n + 1

n∑
k=0

uk −→
n→+∞

ℓ.

Démonstration.

- 2
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" La réciproque du théorème de Cesàro est fausse : il existe des suites divergentes pour lesquelles la
moyenne de Cesàro converge. C’est par exemple le cas de la suite :
u = (1, 0, 1, 0, 1, . . .). Elle est divergente mais a pour limite au sens de Cesàro 1/2.

Théorème 8. Théorème de Cesàro - Cas infini.
Soit (un)n∈N ∈ RN une suite divergente de limite +∞. Alors on a :

1
n + 1

n∑
k=0

uk −→
n→+∞

+∞.

Démonstration.

- 2

IX. Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.
Théorème 9. Soit

∑
an et

∑
bn deux séries numériques absolument convergentes. La série de terme

général :
cn =

∑
p+q=n

apbq

est absolument convergente, et l’on a :

+∞∑
n=0

cn =
(+∞∑

n=0
an

)(+∞∑
n=0

bn

)
.

La série
∑

cn est appelée produit de Cauchy des deux séries
∑

an et
∑

bn.
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Ce résultat se prouve, par exemple, en montrant que la famille (apbq)(p,q)∈N2 est sommable.

Remarque 13. On peut affaiblir un peu les hypothèses du théorème précédent : il suffit que
∑

an soit
absolument convergente et

∑
bn convergente (c’est le théorème de Mertens).

Cependant, le théorème devient faux si aucune des deux séries n’est absolument convergente. Par
exemple : an = bn = (−1)n

√
n

(voir TD).

Exemple 7. Série géométrique dérivée.

Exemple 8. Propriété algébrique de l’exponentielle.
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