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— Chapitre 4 : Structure de groupes —

I. RAPPELS SUR LES GROUPES.
I.1. DEFINITION, EXEMPLES.

Définition 1. On appelle groupe tout couple de la forme (G, x) ou G est un ensemble et * une loi de
composition interne sur G vérifiant les propriétés suivantes :

1. * est associative :
2. G possede un élément neutre pour la loi * :
3. tout élément de G possede un symétrique pour * :

Si de plus, la loi % est commutative, on dit que (G, *) est un groupe abélien ou un groupe commutatif.

Exemple 1. Parmi les exemples suivants, lesquels sont des groupes ?
(N, +),(Z,4), (D, +), (Q,+), (R, +), (C, +), (R, x), (R*, x), (R, x), (C*, x).

I.2. GROUPE PRODUIT.

Définition 2. Soit (G1,A) et (Ga,0) deux groupes.
On définit une loi * sur le produit cartésien GGy x G2 par :

V(r1,22) € Gi X Go,Y(y1,y2) € G1 X Ga, (21,72) * (y1,¥2) = (¥1Dy1, T2 0 Y2).

Muni de cette loi, le produit cartésien G; x G2 est un groupe, appelé groupe produit.
La loi ainsi définie est appelée la lo7 produit.

Exemples 2.

o Le produit cartésien R? peut donc étre muni d’une structure de groupe en définissant la loi produit :
(z1,22) + (y1,92) =

« De méme pour R% x R en posant : (r,6) * (1,6') =

I1.3. NOTION DE SOUS-GROUPE.
Définition 3. Soit (G, *) un groupe. On dit qu’une partie H de G est un sous-groupe de (G, *) si :
e H est stable par la loi *,
e H est stable par passage au symétrique :

o H contient ’élément neutre de (G, *).

Remarque 1. Si (G,*) est un groupe et que l'on note e son élément neutre, alors {e} et G sont des
sous-groupes de (G, %), appelés sous-groupes triviau.
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Exemples 3.

e 7 est un sous-groupe de
+ R’ est un sous-groupe de

o U et U, sont des sous-groupes de

e R et iR sont des sous-groupes de

Remarque 2. La plupart du temps, pour montrer qu'un ensemble (muni d’une lci) est un groupe, on
montre que c’est le sous-groupe d’un groupe connu.

Démonstration.

/A Une union de de sous-groupes de G n’est en général pas un sous-groupe de G. Plus précisément :

Exercice 1. Soit H et K deux sous-groupes de G. Montrer que H U K est un sous-groupe de G si, et
seulement si, H C K ou K C H.
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I.4. MORPHISME DE GROUPES.
Soit (G, *) et (G’,¢) deux groupes.
Définition 4. On appelle morphisme de groupes de G dans G’ toute application f de G dans G’ vérifiant:
V(z,y) € G?, f(zxy) = f(z)o f(y).

Dans le cas particulier ot les deux groupes (G, *) et (G’, ) sont égaux, on dira que f est un endomorphisme
de groupe de G.

p
Exemples 4. La fonction In est un morphisme de
La fonction exp est un morphisme de
L’application 6 — e’ est un morphisme de

Soit n € N*. L’application z — 2" est un endomorphisme de
.

( N
Remarque 3. Pour n’importe quel groupe (G, *), Papplication constante égale a e et Idg sont des

endomorphismes de groupe.
-

J

Proposition 4. Soit f un morphisme de groupes de G (de neutre e) dans G’ (de neutre €’).
1. f(e) =¢,

2.Vz e G, flz™Y) = (f(z)) "

3. Ve G,VneZ, f(a") = (f(z))".

A\ Sin est un entier négatif 2™ désigne (x~!)~". Par exemple : 273 signifie (z71)3.

p
Démonstration.

Définition 5.
On appelle isomorphisme de groupes de G dans G’, tout morphisme de groupes bijectif de G dans G'.

On appelle automorphisme de groupes de G, tout morphisme de groupe bijectif de G dans G. Autrement-
dit, un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
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Démonstration.

I.5. NOYAU ET IMAGE D’UN MORPHISME DE GROUPES.

Soit (G, *) (de neutre €) et (G',¢) (de neutre €’) deux groupes.

N

[Rappel. f(H) = fTHH) =

Démonstration.
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Définition 6. Soit f un morphisme de G dans G’. On appelle :
e noyau de f et on note Ker f I’ensemble défini par :

Ker f = f'({e'}) ={z € E| f(z) =€},
e image de f et on note Im f I’ensemble défini par :

Im f = f(G) = {f(z) |z € G}.

Démonstration.
O
Exemples 5. Ker(ln)= et Im(In)=
Ker(exp)= et Im(exp)=
Soit f : @ + €% le morphisme de (R, +) dans (U, x). Alors, Ker(f)=
et Im(f)=
Soit n € N* et f : z + 2™ I’endomorphisme de (C*, x). Alors, Ker(f)= et Im(f)=
Remarque importante. Par définition de la surjectivité, un morphisme f, de G dans G’, est surjectif,
si, et seulement si, Im f = G'.

Démonstration.
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II. SOUS-GROUPE ENGENDRE PAR UNE PARTIE. PARTIE GENERATRICE D’UN GROUPE.
Soit A une partie quelconque d’un groupe (G, x).

Définition 7. On appelle sous-groupe engendré par A lintersection de tous les sous-groupes de G
contenant A. On le note (4).

Exemple 6. (@) =

{e}) =
(G) =

Proposition 8. Pour toute partie A d’un groupe (G, ), (A) est le plus petit sous-groupe (au sens de
I'inclusion) de (G, *) contenant A. Autrement-dit :

o (A) est un sous-groupe de (G, %) contenant A,

o pour tout sous-groupe H de (G,*) : AC H= (A) C H.

g
Démonstration.

[Exercice 2. Montrer que A = (A) si, et seulement si, A est un sous-groupe de (G, *).

-

( A
Remarque 5. Dans le cas particulier ot A = {a} avec a un élément de G, on notera (a) au lieu de
({a}). On montre que :

(a) ={ka | k € Z} en notation additive, et (a) = {a* | k € Z} en notation multiplicative.

( R
Remarque 6. Plus généralement, on montre facilement que (A) est I’ensemble des produits d’éléments
de A et d’inverses d’éléments de A :

(A ={21 -2 |neNet (Vic[l,n], =, € Aoux;' € A}

[Remarque 7. Si H est un sous-groupe de (G, *) et si a € H, alors (a) C H.

Définition 8. On dit que A est une partie génératrice du groupe (G, ), si le sous-groupe engendré par
A est égal a G i.e. si (A) = G.
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ITI. LES SOUS-GROUPES DE (Z,+).

Théoréme 2. Une partie H de Z est un sous-groupe du groupe (Z, +) si, et seulement si, il existe n € N
tel que H = nZ.

Autrement-dit, les sous-groupes de (Z,+) sont les sous-groupes de la forme (n) avec n € N.

p
Démonstration.

O

- J

A On notera que l'entier naturel n tel que H = nZ est unique. Dans le cas ou H # {0}, n est défini
par n =

IV. GROUPE MONOGENE, GROUPE CYCLIQUE.

Définition 9. On dit qu'un groupe (G, *) est monogéne s’il est engendré par une partie & un seul élément
i.e. il existe un élément a de G tel que G = (a).

Un tel élément a est appelé un générateur de G.

[Remarque 8. Un groupe monogene est nécessairement commutatif.

Remarque importante. Si (G, *) est un groupe monogene et si a est un générateur de G, on a donc :

G ={ka | k € Z} en notation additive, et G = {a* | k € Z} en notation multiplicative.

[Exemple 7. (Z,+) est un groupe monogene engendré par 1 (il est aussi engendré par -1).
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Définition 10. On appelle groupe cyclique tout groupe monogene et fini.

p
Rappel. Le groupe (U,, x) des racines n-iémes de 'unité.
Soit n € N*.

Par ailleurs, U,, est un sous-groupe du groupe (C*, x).

Géométriquement, U, est I’ensemble des affixes des n sommets de 'unique polygone régulier a n cotés

inscrit dans le cercle unité et passant par le point d’affixe 1.
- J

Proposition 9. (U, x) est un groupe cyclique engendré par e e engendré par &;.

[Démonstration. D}

A\ Déterminer tous les générateurs du groupe (U, X) est une question importante a laquelle il faudra
savoir répondre.

V. GROUPE (Z/nZ,+). GENERATEURS DE Z/nZ.

Soit n entier naturel.

Définition 11. On dit que deux entiers a et b sont congrus modulo n si n divise a — b, i.e. s’il existe
k €Z tel que : a =b+ kn. On le note : a =0 [n]. On a ainsi :

a=bfn] & n|l(a—-b) & IkeZ, a=b+kn.

¢ On rappelle que la relation de congruence modulo n est réflexive, symétrique et transitive : c’est donc
une relation d’équivalence.

¢ On rappelle que 'on définit la classe d’équivalence d’un élément a comme ’ensemble des éléments qui
lui sont équivalents. On a donc, pour tout a € Z :

a={beZl|a=bn]} ={a+kn|keZ}

¢ On rappelle également que ’ensemble des classes d’équivalence forme une partition de N et que pour
tout (a,b) € 72 :

a=bln] & a=hb.

¢ Dans le cas de la congruence, on parle parfois de classe de congruence, au lieu de classe d’équivalence.

o L’entier a est appelé un représentant de @. Vu ce qui précede, si a = b [n], alors b est un autre
représentant de @ puisque @ = b.
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Exercice 3. Quelles sont les classes de congruence modulo 0 ?
modulo 1 ?

modulo 2 7

Définition 12. On note Z/nZ P'ensemble des classes d’équivalence i.e. Z/nZ ={T | x € Z}.

A Dorénavant, on fera I’hypothese que .

Démonstration.

O
{Remarque 10. On a par exemple : 0 =m,1=n+1,...
[Lemme. Soit (a,b,a’,b') € Z*. Sia=a [n]etsib="¥[n], alors: a+b=da' + ¥ [n].
Démonstration.
O
Démonstration.

A 1l est important de prouver que le résultat ne dépend pas des représentants a et b choisis pour les
classes d’équivalence @ et b.
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Exemple 8. Dans Z/6Z : 2+ 3 =
Dans Z/5Z : 2+ 3 =
Dans Z/4Z : 2+ 3 =

Démonstration.

Remarque 11. Soit a € Z. Pour tout k € N,

ki=a+---+a=ka.

Si k est un entier négatif : ka =

Démonstration.
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p
Démonstration.

-

p
Exemple 9. Les générateurs de Z/4Z sont :
Les générateurs de Z/5Z sont :

Plus généralement, si p est premier, les générateurs de Z/pZ sont :

S J

VI. ORDRE D’UN ELEMENT D’UN GROUPE.
Soit (G, *) un groupe de neutre e. Soit a un élément de G.

Définition 13. On dit que a est un élément d’ordre fini s’il existe un entier n € N* tel que a” = e.
On appelle ordre de a le plus petit élément d de N* tel que a? = e.

On dit que a est un élément d’ordre infini s’il n’existe aucun entier n € N* tel que a™ = e.

[Exemple 10. Le neutre est d’ordre 1. C’est d’ailleurs le seul élément d’ordre 1. j

/A En notation additive, I’ordre de a est le plus petit élément d de N* tel que da = e.

[Exemple 11. Dans Z/6Z, 2 est d’ordre et 3 est d’ordre

Exemple 12. Dans Uz = {1, j, j2}, les éléments sont respectivement d’ordre

Dans Uy = {1,4,—1, —i}, les éléments sont respectivement d’ordre

[Exemple 13. L’ensemble des éléments d’ordre fini du groupe (C*, x) est :

Proposition 15. Soit a € G et soit ¢ 'application :

o 7 =
k — a".

1. ¢ est un morphisme de groupes de (Z,+) dans (G, *),

2. Im(p) = (a),

3. a est un élément d’ordre fini si, et seulement si, ¢ est non injective.
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Démonstration.

A\ L’ordre de a est donc le plus petit entier naturel d vérifiant a® = e, aussi bien pour la relation d’ordre
usuelle de N que pour la relation de divisibilité.

Démonstration.

Démonstration. O

'
~—

Remarque 12. Finalement, que a soit d’ordre fini ou pas, on peut dire que I'ordre de a est égale au
cardinal de (a).
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Corollaire 1. Dans un groupe fini, tout élément est d’ordre fini.

[Démonstration. Conséquence de la contraposée de la proposition précédente. D}

Corollaire 2. Soit (G,*) un groupe fini & n éléments. Un élément a de G est générateur de G si, et
seulement si, a est un élément d’ordre n.

p
Démonstration.

-

Exercice 4. Soit f un morphisme de groupes d’un groupe (G, *) dans un groupe (G’ ).

On notera e et ¢’ leur élément neutre respectif. Soit x un élément d’ordre fini, noté d.

1. Montrer que f(x) est d’ordre fini. Notons d’ Uordre de f(x). Quel lien y a-t-il entre d et d’' ?
\2. On suppose de plus que [ est injective. Montrer que d = d’.

e

[Exercice 5. Les groupes additifs Z/247 et (Z/4Z) x (Z/6Z) sont-ils isomorphes ?

e
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Exercice 6. Soit n et m deux entiers naturels non nuls. Montrer que si les groupes additifs Z/(nm)Z
et (Z/nZ) x (Z/mZ) sont isomorphes alors n A m = 1.

Conformément au programme, nous démontrerons ce théoréeme uniquement dans le cas particulier des
groupes abéliens.

Démonstration. Soit (G, *) un groupe fini & n éléments. Soit a un élément de G.

Comme G est fini, on a déja vu que a est nécessairement d’ordre fini. Notons d I'ordre de a. Pour montrer
que d | n il suffit de montrer que a™ = e.

A On a utilisé deux fois la commutativité du groupe.

VII. STRUCTURE DES GROUPES MONOGENES.
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( ’, . . N . 7’ 7’ .
Démonstration. Soit (G, *) un groupe monogene. Soit a un générateur de G i.e. G = (a).
O
.
Représentation d’un groupe monogene infini. Représentation d’un groupe monogene fini.
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Corollaire 3. (U,, x) est un groupe cyclique de cardinal n, il est donc isomorphe & (Z/nZ,+).

De plus, pour tout k € [0,n — 1], le nombre & engendre le groupe (U, X) si, et seulement si, k An = 1.

' A
Démonstration.

O
N J

( N
Remarque 13. Une racine n-ieme de l'unité est dite primitive quand elle est d’ordre exactement n,
i.e. quand c’est un générateur de (U, x).

Les racines primitives 3-ieme de I'unité sont :

Les racines primitives 4-iéme de 1'unité sont :
- J

VIII. GROUPE SYMETRIQUE.

VIIL.1. PERMUTATIONS DE L’ENSEMBLE [1,n].

(Rappels.
e Si X est un ensemble, on appelle permutation de X, toute bijection de X dans X.
e On note §,, ou &,, 'ensemble des permutations de ’ensemble [1, n].
e Si X est un ensemble fini de cardinal n, il y a n! permutations de X. En particulier : Card S,, = n!.
e Muni de la composition, S,, est un groupe, appelé le groupe symétrique.

Notations. Les éléments de S,, sont habituellement notés par des lettres grecques : o, 7 ...

Si (0,7) € 82, la composée o o T est parfois simplement notée o7, et par abus de langage, est appelée
produit des permutations o et 7. De méme, o2 désignera la composée o o 0.
N\

J
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Démonstration.

Bien noter que la transposition (i, 7) et (j,4) sont égales.

Démonstration.
O
Représentation du cycle (1,3,4) de Ss : 1 3
Cette représentation montre que les permutations K ,/
4

(1,3,4), (3,4,1) et (4,1, 3) sont égales.

Définition 14. Soit 0 = (a1, as,...,ap) un p-cycle de S,,. L'ensemble {a1,as,...,a,} est appelé support
du cycle o.

——

[Remarque 14. Soit x € [1,n]. Alors x appartient au support de o si, et seulement si, o(x) # x.

Etude de S et Ss.
S1 ={Id} et S; = {Id, (1,2)}. Il est donc simple d’obtenir la table de S :

5 Id | (1,2)
Id
(1,2)

On constate, en particulier, que les groupes S; et Sy sont abéliens (i.e. commutatifs).

[Démonstration. Contre-exemple : (1,2)(1,3) = (1,3)(1,2) = . O

—
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( N
Remarque 15. Nous venons de voir une écriture simple, pour les permutations particuliéres que sont

les transpositions et les cycles.
Mais une permutation quelconque peut s’écrire « matriciellement » ainsi :

7= (ot ot 2 o)’
”:G 421 2 g 150

p
Exercice 7. Déterminer la permutation oo’ ot :

/1 2 3 45 , (1 23 45 B
7=\2 5 4 3 1 =3 5 2 41 77 =

- J

ce qui donne par exemple :

o
NeREN|
w o
— O
N

~

A Une puissance d’un cycle n’est pas toujours un cycle : (1,2,3,4,5,6)% =

VIII.2. DECOMPOSITION D’UNE PERMUTATION.

L’exemple ci-dessus, montre que toute permutation n’est pas un cycle. Cependant, nous allons voir com-
ment exprimer n’importe quelle permutation en un produit de cycles.

On a vu que pour n > 3, alors S,, n’est pas commutatif, mais cependant :

Proposition 21. Deux cycles a supports disjoints commutent.

p
Démonstration.

Soit o1 et o9 deux cycles de supports respectifs A; et A, tels que A1 N Ay = @.
Soit = € [1,n]. Montrons que o102(x) = 0201 ().
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Théoréme 5. Toute permutation (différente de I'identité) se décompose en produit de cycles & supports
deux a deux disjoints.
Cette décomposition est unique a l'ordre pres des facteurs.

Bien que cette démonstration soit admise, il est important de connaitre I'algorithme de décomposition :

(Exercice 8. On consideére la permutation suivante :
(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
\7 46 5 10 8931 2)

1. Déterminer la décomposition en produit de cycles a supports deux a deux disjoints de o.
2. En déduire l'ordre de la permutation o.

Corollaire 4. Toute permutation se décompose en produit de transpositions.

p
Démonstration.

-

A Cette décomposition n’est pas unique : (1,2,3)=( , )(, )et (1,2,3)=(2,3,1)=(, )(, ).

Remarque 16. Si n = 1, alors Id ne peut se décomposer en produit de transpositions, puisqu’il n'y a
pas de transposition dans S;. Cependant, si n > 2, on peut obtenir la décomposition suivante :

Id:<’ )(7 )-
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VIII.3. SIGNATURE D’UNE PERMUTATION.

Définition 15. Soit 0 € S,,. On dit qu'un couple (7, j) d’éléments de [1,n] est une inversion sii < j et
a(i) > o(j). On note I(o) le nombre d’inversions de o.

Soit la transposition o = (2, 5). Lesquels de ces couples sont des inversions : (1,2), (1, 3),(2,3),(2,5),(3,5) ?
Définition 16. On appelle signature d’une permutation o € S,,, le réel (o) = (—1)(7).
On appelle permutation paire, toute permutation de signature 1.

On appelle permutation impaire, toute permutation de signature 1.

Proposition 22. Les transpositions sont des permutations impaires.

g
Démonstration. Soit 7 = (k, ¢) une transposition avec k < £.

1 k ¢ n

-

Théoréme 6. Si (0,0’) € S2, alors e(00’) = £(0)e(0’).

L’application € est donc un morphisme de groupes de (S,,0) dans ({—1,1}, X).

II découle de la proposition et du théoreme précédents que :

Corollaire 5. Sio = 7173 - - - 7, est une décomposition de la permutation ¢ en produit de p transpositions,
alors e(o) = (—1)P.

On a vu précédemment qu’un cycle d’ordre p, o = (a1, ag, - . ., ap), se décompose en p — 1 transpositions.
Ainsi, e(0) = (—1)P1. Le théoréme précédent, donne ainsi :

Corollaire 6. Si o0 = 7172 -7, est une décomposition de la permutation o en produit de p cycles
d’ordres (i.e. de longueurs) respectifs ¢1, ..., ¢,, alors :
P
li—1 _ Poi—1
&(0) = [T(-1 " = (~p2in D,

i=1

Exercice 9. Donner la signature de la permutation o de la page 17.

Remarque importante. On prouve facilement que ¢ est le seul morphisme de groupes de S,, dans
{—1,1}, vérifiant : pour toute transposition 7, e(7) = —1.

Définition 17. On appelle groupe alterné A, 1’ensemble des permutations paires de S,,.

C’est bien un groupe puisque
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