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– Chapitre 5 : Structure d’anneaux –

I. Rappels sur les anneaux.

I.1. Définition. Généralité.

Définition 1. On appelle anneau tout triplet (A,+,×) où A est un ensemble et + et × sont deux lois
de composition interne sur A vérifiant les propriétés suivantes :
1. (A,+) est un groupe abélien (d’élément neutre noté 0 ou 0A),
2. la loi × est associative,
3. la loi × admet un élément neutre (noté 1 ou 1A),
4. × est distributive par rapport à + :
Si de plus, la loi × est commutative, on dit que (A,+,×) un anneau commutatif.

Exemple 1. Z,Q,R,C munis de l’addition et de la multiplication usuelles sont des anneaux commuta-
tifs.

Exercice 1. Soit (A,+,×) un anneau.
1. Montrer que pour tout a ∈ A, 0A × a = a× 0A = 0A.
2. Montrer que si A contient au moins deux éléments distincts, alors 0A ̸= 1A.

-

I.2. Notion d’intégrité.

Définition 2. Un anneau (A,+,×) est dit intègre s’il vérifie les trois propriétés suivantes :
1. l’anneau (A,+,×) est commutatif,
2. A contient au moins deux éléments,
3. ∀(a, b) ∈ A2, a× b = 0 ⇒ (a = 0 ou b = 0).

Exemple 2. Les anneaux (Z,+,×), (Q,+,×), (R,+,×), (C,+,×) sont intègres.
Les anneaux (F(R),+,×), (RN,+,×) et (Mn(R),+,×) avec n ⩾ 2 ne sont pas intègres.
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Exercice 2. Montrer que dans un anneau intègre (A,+,×) : ∀(a, b, c) ∈ A∗ ×A2, ab = ac ⇒ b = c.

-

I.3. Notion de sous-anneau.

Définition 3. On appelle sous-anneau d’un anneau (A,+,×) toute partie B de A telle que :
1. 1A ∈ B,
2. B est stable par la loi +,
3. B est stable par la loi ×,
4. B est stable par passage à l’opposé.

Exemple 3. Z est un sous-anneau de (R,+,×).

" Le singleton {0} est une partie de R stable par les deux lois + et ×, stable par passage à l’opposé
mais ce n’est pas un sous-anneau de R puisqu’il ne contient pas 1.

Proposition 1. Une partie B de A est un sous-anneau de l’anneau (A,+,×) si, et seulement si, B est
un sous-groupe de (A,+) qui est stable par la loi × et qui contient 1A.

Proposition 2. Tout sous-anneau muni des lois induites, est un anneau.

I.4. Morphisme d’anneaux.

Soit (A,+,×) et (B,+,×) deux anneaux (à au moins deux éléments).

Définition 4. On appelle morphisme d’anneaux de A dans B, toute application f de A dans B vérifiant :
1. f(1A) = 1B ,
2. ∀(x, y) ∈ A2, f(x+ y) = f(x) + f(y)
3. ∀(x, y) ∈ A2, f(x× y) = f(x) × f(y).

Remarque 1. Si f est un morphisme d’anneaux de (A,+,×) dans (B,+,×), alors f est en particulier
un morphisme de groupe de (A,+) dans (B,+). Le vocabulaire des morphismes de groupes sera donc
toujours utilisé pour des morphismes d’anneaux : endomorphisme, isomorphisme, automorphisme, noyau,
et image. Le noyau de f est donc défini par : Ker f = {x ∈ A | f(x) = 0B}.
La caractérisation de l’injectivité par le noyau est donc toujours vraie pour un morphisme d’anneaux.
On remarque aussi que f(0A) = 0B puisque f est un morphisme de groupe de (A,+) dans (B,+).

Remarque 2. Pour n’importe quel anneau (A,+,×), IdA est un endomorphisme d’anneau.
Si (B,+,×) possède au moins deux éléments l’application constante égale à 0B n’est pas un endomor-
phisme d’anneau car :
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Exercice 3. Déterminer tous les endomorphismes de l’anneau (Z,+,×).

-

Proposition 3. Soit f un morphisme d’anneaux de A dans B. Alors, Im f est un sous-anneau de B,
mais Ker f n’est pas un sous-anneau de A.

Démonstration.

- 2

I.5. Groupe des inversibles.

Proposition 4. L’ensemble des éléments inversibles pour × d’un anneau (A,+,×), muni de la loi × est
un groupe, appelé groupe des inversibles. On note A× cet ensemble.

Démonstration.

- 2
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Exemples 4. Z× = Q× = R× = C× = Mn(K)× =

I.6. Corps.

Définition 5. On appelle corps tout anneau commutatif (K,+,×) contenant au moins deux éléments,
et dont tout élément non nul est inversible (i.e. K× = K \ {0}).
Autrement-dit, un corps est un anneau (K,+,×) tel que (K \ {0},×) soit un groupe abélien.

Exemples 5. Q,R,C munis des lois usuelles, sont des corps, mais pas Z puisque Z× ̸= Z∗.

Remarque importante. Par définition, un corps contient toujours au moins deux éléments. On a déjà
vu que dans ce cas : 0 ̸= 1.

Exercice 4. Montrer que tout corps est un anneau intègre.

-

Définition 6. On appelle sous-corps tout sous-anneau L d’un corps (K,+,×) tel que pour tout élément
non nul x de L, x−1 ∈ L.

Remarque 4. Un sous-corps, muni des lois induites, est lui-même un corps.

Exemples 6. Q et R sont deux sous-corps de C.
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II. Compléments sur les anneaux.

II.1. Produit fini d’anneaux.

Soit n ∈ N∗. Pour tout i ∈ J1, nK, (Ai,+,×) désigne un anneau.

Proposition 5. Les deux opérations internes + et × définies pour tout (a1, . . . , an) et (b1, . . . , bn) dans
A1 × · · · ×An par :

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn)
(a1, . . . , an) × (b1, . . . , bn) = (a1 × b1, . . . , an × bn)

munissent A1 × · · · ×An d’une structure d’anneau.

Démonstration.

On a déjà vu que (A1 × · · · ×An,+) est alors un groupe (c’est le groupe produit).
Ce groupe est abélien puisque pour tout i ∈ J1, nK, (Ai,+) est un groupe abélien.
La loi × possède un élément neutre : (1A1 , . . . , 1An

).
L’associativité de × et la distributivité de × par rapport à + se prouvent facilement.

2

Remarque 5. On en déduit que si (A,+,×) est un anneau, alors on peut définir l’anneau (An,+,×).
Ceci permet notamment de définir les anneaux (Rn,+,×) et (Cn,+,×).

Exercice 5. Déterminer les éléments inversibles de l’anneau A1 × · · · ×An.

C’est l’ensemble des éléments de la forme (a1, . . . , an) où pour tout i ∈ J1, nK, ai est un élément inversible
de l’anneau (Ai,+,×).
Autrement-dit, l’ensemble des inversibles est : A×

1 × · · · ×A×
n .

II.2. Idéal d’un anneau commutatif.

Définition 7. On appelle idéal d’un anneau commutatif (A,+,×) tout sous-groupe I de (A,+) qui
vérifie de plus : ∀a ∈ A,∀x ∈ I, a× x ∈ I.

Proposition 6. Soit A un anneau commutatif, et B un anneau quelconque.
Si f est un morphisme de l’anneau A dans l’anneau B, alors son noyau Ker f est un idéal de A.

Démonstration.

- 2
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Proposition 7. Intersection et somme d’idéaux.
Soit I et J deux idéaux d’un anneau commutatif A. Alors :
• I ∩ J est un idéal de A,
• I + J = {x+ y | (x, y) ∈ I × J} est un idéal de A.

Démonstration.

- 2

Remarque 6. On peut généraliser cette proposition au cas d’une intersection quelconque d’idéaux, et
au cas d’une somme finie d’idéaux.

II.3. Idéal engendré par un élément.

Soit (A,+,×) un anneau commutatif et soit a ∈ A. On définit une partie de A, notée aA par :
aA = {a× x | x ∈ A}.

Proposition 8. Pour tout a ∈ A, aA est un idéal de l’anneau A. C’est même le plus petit idéal (au sens
de l’inclusion) de A contenant a i.e. que pour tout idéal I de A :

a ∈ I ⇒ aA ⊂ I.

On l’appelle l’idéal engendré par a.

Démonstration.

- 2
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Remarque 7. Un idéal de A qui peut s’écrire sous la forme aA i.e. qui est engendré par un seul élément
est appelé idéal principal.
Un anneau commutatif et intègre dont tous les idéaux sont principaux est appelé anneau principal.

II.4. Divisibilité dans un anneau commutatif intègre.

Nous allons ici généraliser la notion de divisibilité déjà rencontrée dans Z et dans K[X] au cas d’un anneau
commutatif intègre (A,+,×).

Définition 8. Soit a et b deux éléments d’un anneau commutatif intègre (A,+,×).
On dit que a divise de b, s’il existe k ∈ A tel que b = ka.
On le note a | b. Sa négation sera notée : a ∤ b.

Remarque 8. S’il existe k ∈ A tel que b = ka et si a ̸= 0 alors l’élément k est unique En effet:

Proposition 9. Interprétation en termes d’idéaux.
Soit a et b deux éléments de l’anneau A. On a :

a | b ⇔ bA ⊂ aA.

Démonstration.�� ��⇒ Supposons que a | b. Alors, il existe k ∈ A tel que b = ka donc b ∈ aA.
Donc, aA est un idéal contenant b, donc bA ⊂ aA.�� ��⇐ Supposons que bA ⊂ aA.
Comme b ∈ bA, on a donc b ∈ aA i.e. il existe k ∈ A tel que b = ka donc a | b.

2

II.5. Idéaux de l’anneau (Z,+,×).

Pour tout a ∈ Z la partie de Z, notée aZ et définie par :
aZ = {ak | k ∈ Z}

est, comme nous l’avons vu précédemment, un idéal de l’anneau Z appelé idéal engendré par a.

Proposition 10. Réciproquement, tout idéal de Z peut s’écrire sous la forme aZ pour un unique a ∈ N.

Démonstration. Un idéal de Z est en particulier un sous-groupe de (Z,+), donc s’écrit aZ pour un
unique a ∈ N.

2
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Remarque 9. Cette proposition peut se reformuler en disant que tout idéal de Z est un idéal principal
ou encore que l’anneau Z est un anneau principal.

Définition du PGCD et du PPCM de n ⩾ 2 entiers relatifs.

Soit n ⩾ 2 et soit a1, . . . , an des entiers relatifs.

Proposition 11.
1. Il existe un unique entier naturel d tel que :

dZ = a1Z+ · · · + anZ.

2. On a existence d’une relation de Bézout :

∃(u1, . . . , un) ∈ Zn, d = a1u1 + · · · + anun.

3. Cet entier vérifie, pour tout k ∈ Z,

k | d ⇔ (∀i ∈ J1, nK, k | ai) .

Cet entier d est appelé le PGCD de a1, . . . , an.

" On retrouve le théorème de Bézout.

Démonstration.

1. Une somme finie d’idéaux de Z est un idéal de Z et un idéal de Z s’écrit dZ pour un unique d ∈ N.
2. On a d ∈ dZ donc d ∈ a1Z+ · · · + anZ d’où l’existence d’une relation de Bézout.
3. Soit k ∈ Z. �� ��⇐ Évident d’après la relation de Bézout.�� ��⇒ Supposons que k | d ce qui donne dZ ⊂ kZ. Soit i ∈ J1, nK.
aiZ ⊂ a1Z+ · · · + anZ donc aiZ ⊂ dZ. Par transitivité on a : aiZ ⊂ kZ i.e. k | ai.

2

On a de manière évidente :

Proposition 12.
1. Il existe un unique entier naturel m tel que :

mZ = a1Z ∩ · · · ∩ anZ.

2. Cet entier vérifie, pour tout k ∈ Z,

m | k ⇔ (∀i ∈ J1, nK, ai | k) .

Cet entier m est appelé le PPCM de a1, . . . , an.
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III. Anneaux Z/nZ.

Soit n entier naturel vérifiant
�� ��n ⩾ 2 .

Le but de cette partie est de définir les anneaux (Z/nZ,+, ·) ; anneaux qui jouent un rôle important en
arithmétique dans Z.

Lemme. Soit (a, b, a′, b′) ∈ Z4. Si a ≡ a′ [n] et si b ≡ b′ [n], alors : a · b ≡ a′ · b′ [n].

Démonstration.

- 2

Proposition 13. On définit une loi de multiplication sur l’ensemble Z/nZ en posant :

∀(a, b) ∈ Z2, a · b = a · b.

Démonstration.
" Il est important de prouver que le résultat ne dépend pas des représentants a et b choisis pour les
classes d’équivalence a et b.
Soit un élément quelconque a′ de a et un élément b′ de b. Montrons que a · b = a′ · b′

Comme a′ ∈ a on a : a ≡ a′ [n]. De même, b′ ∈ b donc on a : b ≡ b′ [n].
Donc, d’après le lemme, a · b ≡ a′ · b′ [n]. Ainsi, a · b = a′ · b′.

2

Proposition 14. (Z/nZ,+, ·) est un anneau commutatif.

Démonstration. On vérifie facilement les différents points de la définition d’un anneau.
Bien noter que le neutre de l’addition est 0 et le neutre de la multiplication est 1. 2

Exemple 7. Posons n = 6. On a donc : Z/6Z = {0, 1, 2, 3, 4, 5}.
2 + 4 = et 5 · 5 =
L’opposé de 2 est et l’opposé de 5 est
L’élément 5 est-il inversible ? Et l’élément 2 ? On rappelle que le terme “inversible” signifie symétrisable
pour la loi ·.

L’anneau (Z/6Z,+, ·) est-il intègre ?
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Proposition 15. La projection canonique, notée πn et définie par :

πn : Z → Z/nZ
x 7→ x

est un morphisme d’anneaux.

Théorème 1. Soit a ∈ Z. Alors, a est inversible dans l’anneau (Z/nZ,+, ·) si, et seulement si, a∧n = 1.

Démonstration.
a ∈ (Z/nZ)× ⇔ ∃u ∈ Z, a · u = 1
- ⇔ ∃u ∈ Z, a · u = 1
- ⇔ ∃u ∈ Z, a · u ≡ 1 [n]
- ⇔ ∃(u, v) ∈ Z2, a · u = 1 + n · v
- ⇔ a ∧ n = 1, d’après le théorème de Bézout.

2

Théorème 2. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. l’entier n est un nombre premier,
2. l’anneau (Z/nZ,+, ·) est un corps,
3. l’anneau (Z/nZ,+, ·) est un intègre.

Démonstration.�� ��(1) ⇒ (2) Supposons n premier.
Les inversibles de l’anneau Z/nZ sont les a avec a ∈ J0, n− 1K et a ∧ n = 1.
Or, n est premier, donc a ∧ n = 1 si, et seulement si, a ∈ J1, n− 1K.
Tout élément non nul de Z/nZ est donc inversible, donc Z/nZ est un corps.�� ��(2) ⇒ (3) Évident.�� ��(3) ⇒ (1) Supposons l’anneau Z/nZ intègre.
On sait déjà que n ⩾ 2, donc pour montrer que n est premier, il suffit de montrer qu’il n’est pas composé.
Soit (a, b) ∈ N2 tel que n = ab. Alors a · b = n = 0.
Par intégrité de Z/nZ on a : a = 0 ou b = 0 i.e. n | a ou n | b, ce qui donne n = a ou n = b.

2

Notation. Lorsque p est premier on note Fp, le corps Z/pZ.
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Rappel. πn(k) désigne la classe d’équivalence de k pour la relation de congruence modulo n.

Théorème 3. Théorème chinois.
Soit (n,m) ∈ (N∗)2. Si n ∧m = 1, alors l’application :

ψ : Z/(nm)Z → (Z/nZ) × (Z/mZ)
πnm(k) 7→ (πn(k), πm(k))

est un isomorphisme d’anneaux.

L’application ψ ci-dessus est qualifiée d’isomorphisme naturel de Z/(nm)Z sur (Z/nZ) × (Z/mZ).

Démonstration.
1. Pour montrer que l’application ψ est bien définie, on doit vérifier que l’image de πnm(k) ne dépend
pas du choix du représentant de la classe. Soit ℓ ∈ πnm(k). On a par définition : ℓ ≡ k [nm] ce qui
signifie que nm | (ℓ− k). Par transitivité, n | (ℓ− k) donc ℓ ≡ k [n] ce qui prouve que πn(k) = πn(ℓ).
On montre de même que πm(k) = πm(ℓ), ce qui donne : ψ(πnm(k)) = ψ(πnm(ℓ)).

2. Soit (k, ℓ) ∈ Z2.
ψ(πnm(k) + πnm(ℓ)) = ψ(πnm(k + ℓ)) = (πn(k + ℓ), πm(k + ℓ)) = (πn(k) + πn(ℓ), πm(k) + πm(ℓ))
− = (πn(k), πm(k)) + (πn(ℓ), πm(ℓ))
− = ψ(πnm(k)) + ψ(πnm(ℓ)).

3. Montrons que ψ est injective.
Soit k ∈ Z. Supposons que ψ(πnm(k)) = (πn(0), πm(0)).
On a donc πn(k) = πn(0) donc : k ≡ 0 [n] i.e. n | k.
On a aussi πm(k) = πm(0) donc : k ≡ 0 [m] i.e. m | k.
On obtient : (n ∨m) | k. Or, n ∨m = nm puisque

�� ��n ∧m = 1 . Donc, (nm) | k i.e. k ≡ 0 [nm].
Ainsi, πnm(k) = πnm(0) et ψ est donc injective.
Or, Card ((Z/nZ) × (Z/mZ)) = Card (Z/nZ) × Card (Z/mZ) = n×m = Card (Z/(nm)Z).
Donc, ψ est bijective.

2

Remarque importante. La réciproque est vraie puisque si les anneaux Z/(nm)Z sur (Z/nZ)× (Z/mZ)
sont isomorphes alors il en est de même des groupes additifs. Et on a déjà prouvé que dans ce cas
n ∧m = 1.
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Corollaire 1. Théorème chinois.
Soit (n,m) ∈ (N∗)2 tel que n ∧m = 1. Pour tout (a, b) ∈ Z2,
• il existe au moins une solution k ∈ Z au système :

(S)
{
k ≡ a [n]
k ≡ b [m]

• L’ensemble des solutions de (S) est l’ensemble des entiers ℓ tels que ℓ ≡ k [nm]

Exercice 6. Résoudre le système :

(S)
{
x ≡ 2 [10]
x ≡ 5 [13]

-

Par récurrence sur r, on obtient :

Corollaire 2. Si n1, . . . , nr sont des entiers naturels premiers entre eux deux à deux, alors les anneaux
Z/(n1 · · ·nr)Z et (Z/n1Z) × · · · × (Z/nrZ) sont isomorphes.
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IV. Indicatrice d’Euler φ.

Définition 9. On appelle indicatrice d’Euler l’application φ définie pour tout n ∈ N∗ par :

φ(n) = Card {k ∈ J1, nK | k ∧ n = 1}.

Proposition 16. Pour tout n ⩾ 2 on a : φ(n) ⩽ n− 1 avec égalité si, et seulement si, n est premier.

Démonstration.

Si n ⩾ 2, alors n n’est pas premier avec n. Il y a donc au plus n− 1 nombres premiers avec n dans J1, nK.
φ(n) = n− 1 ⇔ (n est premier avec tous les entiers de J1, n− 1K) ⇔ (n est premier).

2

Quelques valeurs de φ(n) :

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
φ(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12

Proposition 17. Pour tout n ∈ N∗, φ(n) est égal :
- au nombre d’éléments inversibles de l’anneau (Z/nZ,+,×) ;
- au nombre de générateurs du groupe cyclique (Z/nZ,+) ;
- au nombre de racines primitives n-ièmes de l’unité ;
- et plus généralement au nombre de générateurs de n’importe quel groupe cyclique d’ordre n.

Proposition 18. Soit p un nombre premier. Pour tout k ∈ N∗, on a φ(pk) = pk − pk−1.

Démonstration.

Comme p est premier, si p ne divise pas un entier a alors a ∧ p = 1 et donc a ∧ pk = 1.
Inversement, les multiples de p ne sont pas premiers avec pk. Les multiples de p de l’ensemble J1, pkK
sont : p, 2p, . . . , pk−1 × p. Il y en a pk−1.
Il y a donc pk − pk−1 nombres qui sont premiers avec pk dans l’ensemble J1, pkK.

2

Proposition 19. Si n et m sont deux entiers naturels premiers entre eux, alors φ(nm) = φ(n)φ(m).
Plus généralement, si n1, . . . , nr sont des entiers naturels premiers entre eux deux à deux, alors
φ(n1 · · ·nr) = φ(n1) · · ·φ(nr).

" Ne pas oublier l’hypothèse n ∧m = 1. Par exemple, φ(2 × 4) = 4 alors que φ(2) × φ(4) = 2.
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Démonstration.

Soit n et m deux entiers naturels premiers entre eux. Le théorème chinois assure alors que les anneaux
Z/(nm)Z et (Z/nZ) × (Z/mZ) sont isomorphes. Cet isomorphisme induit une bijection entre l’ensemble
de leurs éléments inversibles.
Il y a donc φ(nm) inversibles dans l’anneau (Z/nmZ) Les inversibles de (Z/nZ)×(Z/mZ) sont les couples
de la forme (α, β) avec α un inversible de Z/nZ et β un inversible de Z/mZ. Il y a donc φ(n)φ(m)
inversibles.
La généralisation s’obtient par récurrence sur r.

2

Proposition 20. Pour tout n ∈ N∗ de décomposition en produit de facteurs premiers n = pk1
1 · · · pkr

r , où
les ki sont des entiers naturels non nuls, on a :

φ(n) = n

(
1 − 1

p1

)
· · ·

(
1 − 1

pr

)
.

Démonstration.
Les nombres pk1

1 , . . . , pkr
r sont premiers entre eux deux à deux, donc :

φ(n) = φ(pk1
1 ) · · ·φ(pkr

r ) = (pk1
1 − pk1−1

1 ) · · · (pkr
r − pkr−1

r )

- = pk1
1 · · · pkr

r

(
1 − 1

p1

)
· · ·

(
1 − 1

pr

)
.

2

Théorème 4. Théorème d’Euler.
Soit n ∈ N∗. Pour tout a ∈ Z, si a ∧ n = 1, alors : aφ(n) ≡ 1 [n].

Démonstration.
Soit a ∈ Z tel que a ∧ n = 1. Alors on sait que a est un inversible de l’anneau Z/nZ.
Or, le groupe des inversibles (Z/nZ×,×) est de cardinal φ(n).
Donc, d’après le théorème de Lagrange, l’ordre de a divise φ(n), ce qui équivaut à aφ(n) = 1.
On obtient donc aφ(n) = 1, ce qui donne aφ(n) ≡ 1 [n].

2

Corollaire 3. Le petit théorème de Fermat.
Soit p un nombre premier.
• Pour tout a ∈ Z, si a ∧ p = 1, alors : ap−1 ≡ 1 [p].
• Pour tout a ∈ Z, ap ≡ a [p].

" Dans le petit théorème de Fermat p est premier. Donc, l’hypothèse a ∧ p = 1 équivaut à dire :
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V. Anneaux K[X].

Dans ce paragraphe, K est un sous-corps de C.
V.1. Rappels sur les polynômes.

Proposition 21. L’anneau (K[X],+,×) est intègre.

Démonstration.

- 2

Proposition 22. L’ensemble K[X]× des éléments inversibles de K[X] est l’ensemble des polynômes de
degré 0. On peut donc écrire : K[X]× = K0[X] \ {0} = K \ {0}.

Démonstration.

- 2

Proposition 23. On a : (P | Q et Q | P ) ⇔ (∃α ∈ K∗, P = αQ).
Dans ce cas, on dit que P et Q sont associés.

Démonstration.

- 2

Théorème 5. Division euclidienne.
Soit (A,B) ∈ K[X]2 avec B ̸= 0. Il existe un unique couple (Q,R) ∈ K[X]2 tel que :

A = BQ+R, avec degR < degB.

Q est appelé le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.
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V.2. Idéaux de K[X].

Théorème 6. L’anneau (K[X],+,×) est principal, i.e. que tout idéal de K[X] est engendré par un
polynôme. Autrement-dit, pour tout idéal I de K[X] il existe au moins un polynôme M tel que :

I = MK[X] = {M × P | P ∈ K[X]}.

Si on suppose de plus que le polynôme M est unitaire ou nul, il est alors unique et appelé le générateur
normalisé de I.

Démonstration.
Si I est l’idéal nul, M = 0K[X] convient et c’est l’unique possibilité.
Supposons maintenant que I contient au moins un deuxième polynôme.
On définit une partie E de N par : E =

{
degP | P ∈ I \ {0K[X]}

}
.

L’idéal I contient au moins deux polynômes, donc I \ {0} est non vide. L’ensemble E est donc une partie
non vide de N. Donc E admet un plus petit élément que l’on notera m.
Par définition, il existe un polynôme M ∈ I tel que degM = m.
Montrons que I = {M × P | P ∈ K[X]}.
Soit A ∈ I. En effectuant la division euclidienne de A par M , on obtient deux polynômes Q et R de Q[X]
tels que : A = M ×Q+R, et degR < m.

L’égalité R = A − M × Q prouve que R ∈ I puisque I est un idéal de l’anneau (K[X],+,×). Donc par
définition de m : R = 0 ou degR ⩾ m.
Or, degR < m donc R = 0, ce qui prouve la première inclusion. L’inclusion inverse est une conséquence
immédiate du fait que I est un idéal.
Soit deux polynômes M1 et M2 tels que I = M1K[X] = M2K[X].
L’inclusion M1K[X] ⊂ M2K[X] prouve que M2 divise M1. On montre de même que M1 divise M2, ainsi
M1 et M2 sont associés (on aurait pu utiliser le degré).
On vient de montrer que tous les polynômes M tels que I = MK[X] sont associés. Parmi eux, un et un
seul est unitaire.

- 2

21 septembre 2025. Nicolas HUBERT Page n°16.

https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/


Lycée Jeanne d’Albret – MP – 2024-2025. Page n°17.

V.3. PGCD et PPCM.

Soit n ⩾ 2 et soit A1, . . . , An des éléments de K[X].

Proposition 24.
1. Il existe un unique polynôme D unitaire ou nul tel que :

DK[X] = A1K[X] + · · · +AnK[X].

2. On a existence d’une relation de Bézout :

∃(U1, . . . , Un) ∈ K[X]n, D = A1U1 + · · · +AnUn.

3. Ce polynôme vérifie, pour tout P ∈ K[X],

P | D ⇔ (∀i ∈ J1, nK, P | Ai) .

Cet polynôme D est appelé le PGCD de A1, . . . , An.

Démonstration.
1. Une somme finie d’idéaux de K[X] est un idéal de K[X] et un idéal de K[X] s’écrit DK[X] pour un
unique polynôme D unitaire ou nul.
2. On a D ∈ DK[X] donc D ∈ A1K[X] + · · · +AnK[X] d’où l’existence d’une relation de Bézout.
3. Soit P ∈ K[X].�� ��⇐ Évident d’après la relation de Bézout.�� ��⇒ Supposons que P | D ce qui donne DK[X] ⊂ PK[X]. Soit i ∈ J1, nK.
AiK[X] ⊂ A1K[X] + · · · + AnK[X] donc AiK[X] ⊂ DK[X]. Par transitivité on a : AiK[X] ⊂ PK[X]
i.e. P | Ai.

2

" Un polynôme associé au PGCD est parfois appelé un PGCD.

Proposition 25.
1. Il existe un unique polynôme M unitaire ou nul tel que :

MK[X] = A1K[X] ∩ · · · ∩AnK[X].

2. Cet polynôme vérifie, pour tout P ∈ K[X],

M | P ⇔ (∀i ∈ J1, nK, Ai | P ) .

Cet polynôme M est appelé le PPCM de A1, . . . , An.

" Un polynôme associé au PPCM est parfois appelé un PPCM.
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V.4. Polynômes irréductibles.

Définition 10. On appelle polynôme irréductible de K[X] tout polynôme P vérifiant :
• degP ⩾ 1 i.e. P est non constant,
• les seuls diviseurs de P sont les constantes non nulles et les polynômes associés à P , i.e. :

∀(A,B) ∈ K[X]2, P = AB ⇒ (degA = 0 ou degB = 0).

Remarque 11. Pour rappel, on dit qu’un polynôme est associé à P s’il s’écrit αP avec α ∈ K∗.
Concrètement, la deuxième condition dit qu’on ne peut pas trouver de factorisation de P autre que celles
de la forme P = α−1 × (αP ) avec α ∈ K∗, ou encore on ne peut pas écrire P comme un produit de deux
polynômes non constants.

Remarque 12. Les polynômes de degré 1 sont irréductibles quel que soit le corps K. En effet :

Théorème 7. Tout polynôme non constant de K[X] se décompose en un produit de polynômes irréduc-
tibles.
Si l’on écrit cette décomposition sous la forme d’un élément de K et d’un produit de polynômes irréduc-
tibles unitaires, elle est alors unique à l’ordre près des facteurs.

Démonstration. On démontre facilement la partie existence en procédant par récurrence forte sur le
degré du polynôme à décomposer. 2

Remarque importante. On va voir que la forme des polynômes irréductibles dépend fortement du
corps K sur lequel on travaille. D’ailleurs, si l’on travaillait sur un autre corps que R ou C les polynômes
irréductibles seraient encore différents.

Théorème 8. Théorème de d’Alembert-Gauss.
Tout polynôme non constant de C[X] admet au moins une racine complexe.

Démonstration. Admis. 2

Irréductibles de C[X] et R[X].

Proposition 26. Les polynômes irréductibles de C[X] sont

Démonstration.

- 2
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Remarque importante. Ainsi tout polynôme non constant de C[X] est scindé i.e. admet une factori-
sation de la forme :

P = λ

p∏
i=1

(X − αi)ri ,

où λ ∈ C∗ et α1, α2, . . . , αp sont les racines complexes distinctes de P , et r1, r2, . . . , rp leur multiplicité
respective.

Proposition 27. Les polynômes irréductibles de R[X] sont :
•
•

Démonstration.

- 2

VI. Algèbres.
Définition 11. On appelle K-algèbre, ou algèbre sur le corps K tout quadruplet (E,+,×, ·) tel que :
1. (E,+,×) est un anneau,
2. (E,+, ·) est un K-espace-vectoriel,
3. ∀α ∈ K, ∀(x, y) ∈ E2, (α · x) × y = α · (x× y) = x× (α · y).

Remarque 15. La multiplication interne × est bilinéaire. En effet :

Exemple 8. K[X],L(E),Mn(K),F(X,K) sont des K-algèbres (où X est un ensemble quelconque).
Préciser les lois : (K[X], ), (L(E), ), (Mn(K), ), (F(X,K) )
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Définition 12. On appelle sous-algèbre d’une K-algèbre E tout sous-espace vectoriel de E, stable pour
le produit et contenant 1E .
Autrement-dit, une sous-algèbre de E est une partie de E qui est à la fois un sous-espace vectoriel de E
et un sous-anneau de E.

Définition 13. On appelle morphisme d’une K-algèbre E dans une K-algèbre F , toute application de E
dans F qui est à la fois un morphisme d’anneau et une application linéaire.

Remarque 16. Le noyau d’un morphisme d’algèbre est donc à la fois un idéal de E et un sous-espace
vectoriel de E.

Soit a ∈ K. Le morphisme d’évaluation P 7→ P (a) est un morphisme de K-algèbres.
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