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— TD 3 : Intégration sur un intervalle quelconque —

Exercice 1. Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+oo +oo -Vt +oo 1 400
1 t t+1 1 arcts
/ tsin [ — dlf7 / 67 dt, / L dt7 / dt, / e tarctant g4
1 t 0 1 + t2 1 t4 + 1 0 et — 1 0

Exercice 2. Prouver que l'intégrale suivante converge, puis calculer sa valeur :

+oo
I :/ e Vi dt.
0

Exercice 3. A l'aide d’un changement de variables, montrer que la fonction f : = %sin ?12 n’est pas
intégrable sur ]0, 1].

Exercice 4. Prouver la convergence et calculer les intégrales suivantes :

+oo +o0 1 +o0 +oo o0 1
/ S / In (1 + 2) dt, / e Vit / B — / gy
0 te+3t 42 0 t 0 0 (et +1)(et+1) 0 (1+1)

Exercice 5. Intégrale de Wallis - Intégrale de Gauss.

_1
1+¢2

1. Montrer que pour tout réel ¢ : 1 —t? < et <

2. Soit n € N*. Etablir I'existence des intégrales suivantes :

+oo R 1 +oo dt
I:/ e~ dt, In:/ (1—tH"dt, Jn:/ —,
0 0 o (1412)

et montrer ’encadrement : I,, < ﬁ < Jy.

Pour tout n € N, on définit 'intégrale de Wallis par :

/2
W, = / cos™(t) dt.
0

3. Montrer que pour tout n € N : I,, = Wy, 41 et 11 = Way,.
4. Montrer que la suite définie par : u, = (n + 1)W,,W,, 11 est constante.

5. Déterminer un équivalent de W,, et en déduire la valeur de I.
Exercice 6. Apres en avoir justifié 'existence, calculer par récurrence la valeur de :
1
I, :/ (Int)™ dt.
0
Exercice 7. Soit f une fonction continue et bornée sur [0, 4+o00].
1. Montrer que les deux intégrales ci-dessous sont convergentes et égales :

R [T IO
/ ae [ .

1+¢2 142

2. Application. Calculer, pour tout n € N :
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+oo dt +oo tn
| ammmm e [ armae &
o (41 +1t) o (A4 +t)

Exercice 8. J ustiﬁer la convergence et calculer la valeur des intégrales suivantes :
Int teo

o VI o

Exercice 9. Détermlner un développement asymptotique a 3 termes au voisinage de +o0o de I’expression :

T .t
/e—dt.
L1

Exercice 10. Apres en avoir justifié I'existence, calculer la valeur de :
oo Int
—— dt
0 1+¢2

/01 arcsin (\/1?) dt.

+oo
te= V1 dt, / sin(t)e"* dt avec a > 0.
0

Exercice 11. Calculer la valeur de :

Exercice 12. Sommes de Riemann.

n—1
b— b—
Soit f : [a,b]— R4 continue et croissante, avec a < b. On note : S, = ¢ g f (a +k a).
n n
k=0

1. On suppose que f; f converge. Montrer que (S,,) converge vers f; f-
2. On suppose que f; f diverge. Montrer que (S,,) diverge vers +oo.

Exercice 13. Soit f continue de [1,+o00[ dans R. Montrer que lim / f(t)dt est finie si, et seule-

=400 I

ment si, hm x / f dt est finie. Montrer que, dans ce cas, ces limites sont égales.
I‘) o0

Exercice 14. Soit f : Ry — R% de classe C* et non intégrable. On suppose : f'(z) = o(f(z)). Montrer

que : f(2) +=Doo</omf(t)dt>. N

Exercice 15. L’intégrale de Dirichlet.

—+o0
t
Le but de cet exercice est de calculer la valeur de : I = / Sli dt. Pour tout entier n, on définit :
0
/2 gin ((2n + 1 /2 gin ((2n + 1
o [CE) e,
0 sint 0 t

1. Justifier que, pour tout n € N, I,, et J,, sont bien définis.

2. Montrer que la suite (I,,) est constante et en déduire la valeur de I,,.

n—-+oo

T/2
3. Soit ¢ de classe C' sur [0, 5]. Montrer, & I’aide d’une IPP, que : / ¢(t)sin ((2n+1)t) — 0.
0

1
sint

se prolonge en une fonction de classe C sur [0, Z].

Montrer que la fonction ¢ — % —
En déduire que J, — I, — 0.

n—-+oo

Montrer, en utilisant un changement de variables, que J, —+> 1.
n——+0oo

N gk

En déduire la valeur de I.
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