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— Programme de colle n° 6 : du 03/11 au 07/11 —

Cette semaine, les questions de cours portent sur tout ce qui suit.

Les exercices portent sur le chapitre 6 : Topologie Partie I (uniquement).

CHAPITRE 6 - TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES (PARTIE I)

I. NORMES ET ESPACES VECTORIELS NORMES.

II. TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME.

I1.1. Voisinage d’un point.
I1.2. Ouvert.

I1.3. Fermé.

I1.4. Point intérieur.

L’intérieur de Bf(a,r) est B(a,r).
L’intérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans A (au sens de I'inclusion).

L’intérieur de A est I'union de tous les ouverts contenus dans A.

I1.5. Point adhérent.

L’adhérence de B(a,r) est By(a,r).

L’adhérence de A est le plus petit fermé contenant dans A (au sens de l'inclusion).

L’adhérence de A est I'intersection de tous les fermés contenant A.

Caractérisation séquentielle d’'un point adhérent.

I1.6. Frontiere.

o

Fr(A)= ANE\A=4\ 4.

I1.7. Partie dense.

Bien connaitre la définition de partie dense.
GL,,(K) est dense dans M,,(K) (quelque soit la norme utilisée). %

I1.8. Topologie induite sur une partie A de FE.

/A Bien connaitre la définition d’un ouvert, d’'un fermé et d’un voisinage relatif & une partie.
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III. COMPARAISON DE NORMES.

Toute suite qui converge au sens de || - || converge aussi au sens de || - || si, et seulement s'il existe o € R¥,
tel que pour tout = € E, ||lz||’ < afjz|. =

Notion de normes équivalentes.

Pourtout o €K :  [all, < lall, <nllzl, et Jally < lally < VAl
Soit || - || et || - || deux normes quelconques définies sur un méme espace vectoriel E.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

Ces normes sont équivalentes.

Ces normes définissent les mémes parties bornées.

Ces normes définissent les mémes voisinages.

Ces normes définissent les mémes parties ouvertes.

Ces normes définissent les mémes parties fermées.

AN o A e

Ces normes définissent les mémes suites convergentes.

/A Savoir démontrer que deux normes sont équivalentes si, et seulement si, elles définissent, pour tout
point de F, les mémes voisinages. &

CHAPITRE 7 - TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES (PARTIE II).
/\ COURS UNIQUEMENT - CE CHAPITRE N’EST PAS TERMINE.

I. LIMITE D'UNE APPLICATION.

I.1. La notion de limite.

Caractérisation séquentielle de la limite. %

Proposition Soit a un point adhérent & A et b € F. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. f tend vers un élément b de F' en a.

2. Ve >0, d3p >0, Vz € B(a,n)NA, f(x) € B(b,e).

. Pour tout voisinage V' de b, il existe un voisinage U de a tel que : Vo € UN A, f(x) € V.

=~ W

. Pour tout voisinage V' de b, il existe un voisinage U de a tel que : f(UNA) C V.

[S)}

. Pour tout voisinage V de b, f~(V) est un voisinage relatif & A du point a.

I.2. Limite d’'une composée.

1.3. Limite d’une fonction a valeurs dans un produit fini d’espaces vectoriels normés.
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II. CONTINUITE.

I1.1. Continuité ponctuelle.

I1.2. Continuité globale.

III. APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES.

ITI.1. Critére de continuité d’une application linéaire.

II1.2. Norme subordonnée (ou norme d’opérateur).

@)l

Pour tout u € L(E,F),ona: |lul| = sup ||u(z)| = sup |lu(z)|| = .
leli<t leli=1 az0p |2

On en déduit que pour tout x € E : |u(x)|] < [||u ] x|z
/A Savoir calculer la norme subordonnée d’une application linéaire continue. Savoir expliquer la méthode.
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