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— Chapitre 8 : Rappels d’algebre linéaire —
Application linéaire - Dimension finie

Dans tout ce chapitre, K désignera un sous-corps de C.

I. ESPACES VECTORIELS ET SOUS-ESPACES VECTORIELS.

I.1. STRUCTURE DE K-ESPACE VECTORIEL.

Définition 1. On appelle K-espace vectoriel, ou espace vectoriel sur K tout triplet (E,+,-) ot E est un
ensemble non vide, + une loi de composition interne et - une application :

KxFEF — FE
(,2) — a-zx
appelée loi de composition externe, et vérifiant les huit propriétés suivantes :
1. (E,+) est un groupe abélien
2. V(a,B) €K%, Vz € E, (aB) z=0a- (B )
3. V(a,B) eK?, Vx € E, (a+fB) - z=a-2+8 2
4. VaeK, Y(z,y) € E?, a-(z+y)=a-z+a-y
5.Vee E, 1-xz=u=x.

Les éléments de E sont alors appelés des vecteurs.

fExemples de référence.

1. K est un K-espace vectoriel.

2. Si X est un ensemble, alors F (X, K) est un K-espace vectoriel pour les lois + et - définies par :

f+g: X — K a-f: X — K
x — f(z)+g(x) xr — a- f(x).

3. Plus généralement, si E est un K-espace vectoriel, alors F(X, E) est un K-espace vectoriel.

4. En particulier, si F est un K-espace vectoriel, alors ’ensemble EN des suites d’éléments de E est un
K-espace vectoriel, muni les lois :

(un)n + (Vn)n = (U + Vn)n et - (up)n = (QUy)p.

5. L’ensemble K[X] des polynémes muni de l'addition et de la multiplication par un scalaire est un
K-espace vectoriel.
-

J

Dorénavant, (E, +, ) désignera un K-espace vectoriel.

Proposition 1. Pour tout (z,y) € E? et (o, ) € K? alors :
e a-x=05< (=0 ouz=0g),
o (—1) -2 = —=, plus généralement, pour tout x € Eet a €K, —(a-2) = - (—2) = (—a) - x.

e (a—p)x=a-z—p- x, a-(z—y)=a-z—a-y.
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Produit cartésien d’espaces vectoriels.

Définition 2. Si F et F' sont deux K-espaces vectoriels, alors leur produit cartésien £ X F' muni :
o de la loi interne définie par : (z,y) + (¢/,y) = (z + ',y + v')

o de la loi externe définie par : « - (z,y) = (- z,a - y)

est un K-espace vectoriel appelé espace vectoriel produit.

Les deux lois ainsi définies, sont appelées les lois produits.

1.2. SOUS-ESPACES VECTORIELS.

Définition 3. On appelle sous-espace vectoriel de E toute partie non vide F' de E vérifiant :

o F est stable par addition : V(z,y) € F?, x+y € F

e [ est stable par multiplication par un scalaire : Vx € F,Va € K, a-x € F.

Les deux points précédents peuvent étre condensés en disant que F' est stable par combinaison linéaire :
V(z,y) € F2,V(a,B) €K%, -2+ B -y EF,

ou encore que : Y(z,y) € F2,Va €K, a-z+y € F.

rRemarque 1.
o FE et {Og} sont des sous-espaces vectoriels de F, appelés sous-espaces vectoriels triviaux.
e FEn posant a = —1, dans le second point, on obtient qu'un sous-espace vectoriel est stable par passage
a 'opposé.
o Tout sous-espace vectoriel F' de F est un sous-groupe de (E,+) En effet :

o Tout sous-espace vectoriel de E contient donc Og.
- J

Proposition 2. Tout sous-espace vectoriel F' de F, muni des lois induites, est lui-méme un K-espace
vectoriel.

~

g
Exemple 1.

e Les ensembles R et iR sont des sous-espaces vectoriels du R-espace vectoriel C. Plus généralement
c’est le cas de tout ensemble de la forme aR avec a € C.

e L’ensemble des fonctions paires et l’ensemble des fonctions impaires définies sur R sont deux
sous-espaces vectoriels de F(R).

o L’ensemble {f € F([0,1],R) | f(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de F([0,1],R).

o L’ensemble {f € F([0,1],R) | f(1) = 1} n’en est pas un car ne contient pas la fonction nulle.

o L’ensemble des suites arithmétiques est un sous-espace vectoriel de KN, mais pas celui des suites
géométriques. En effet :

-

[Exercice 1. Citer des sous-espaces vectoriels de K[X].
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Intersection de sous-espaces vectoriels.

/A Une réunion de sous-espaces vectoriels n’est, en général, pas un sous-espace vectoriel.

Par exemple, R et iR sont deux sous-espaces vectoriels du R-espace vectoriel C, mais pas RUZR. En effet,
R U {R, n’est pas stable par addition :

1.3. SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE PAR UNE PARTIE.
Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel, et soit A une partie quelconque de E.

Définition 4. On appelle sous-espace vectoriel engendré par A intersection de tous les sous-espaces
vectoriels de F contenant A. On le note Vect A.

Cette intersection a un sens car il existe toujours au moins un sous-espace vectoriel de F contenant A, &
savoir F lui-méme.

{Exemple 2. Vect @ = Vect {0} = Vect E =

—

Démonstration.

(Exercice 2. Montrer que Vect A = A si, et seulement si, A est un sous-espace vectoriel de E.

~—
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Proposition 5. Vect A est 'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A.
Autrement-dit, un vecteur z de E appartient a Vect A si et seulement s’il existe p € N,
(@1,...,ap) € AP, et (aq,..., ) € KP tels que :

p
r = E Q; - Aj.
i=1

Notons B ’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A. Pour montrer que Vect A = B, il suffit
de montrer que B est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.

Exemple 3. Dans le R-espace vectoriel C, Vect {1,i} =

Exemple 4. Vect {exp,z+ e *} ={

N — S

Idée de la démonstration. }
N

Exercice 3. Soit F' = {(x,y,2) € R® | z+y+ 2z = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R?

engendré par une partie A que 'on déterminera.
. J

r

S J

Définition 5. On appelle droite vectorielle de E tout sous-espace vectoriel de F engendré par une partie
constituée d’un vecteur non nul.

Ainsi, si a est un vecteur non nul, alors la droite vectorielle engendrée par a est Vect {a}.

De plus, on a Vect {a} = {a-a | a € K}.

Ce sous-espace vectoriel se note aussi Vect a ou K - a.

[Exemple 5. Dans le R-espace vectoriel C, on a : Vect {1} = Vect {i} = j

Proposition 6. Si D est une droite vectorielle de E, alors pour tout vecteur non nul b de D, on a
D = Vect {b}.

( N
Exemple 6. Dans le R-espace vectoriel C, on a vu que la droite vectorielle engendrée par 1 est R, et
celle engendrée par ¢ est iR.

( N
Exercice 4. Dans le C-espace vectoriel C, quelle est la droite vectorielle engendrée par 1 7 Quelle est
celle engendrée par ¢ 7

.

r
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p
Exercice 5. Soit a une fonction continue sur un intervalle I. Pourquoi peut-on affirmer que ’ensemble
des solutions sur I de I’équation y'(t) 4+ a(t)y(t) = 0 est une droite vectorielle ?

.

~N

e

J

Définition 6. On appelle plan vectoriel de E tout sous-espace vectoriel de E engendré par une partie
constituée de deux vecteurs non colinéaires.

Ainsi, si a et b sont deux vecteurs non colinéaires, alors le plan vectoriel engendrée par a et b est
Vect {a, b}.

De plus, on a Vect {a,b} = {a-a+B-b| (o, B) € K?}.

I.4. SOMME DE DEUX SOUS-ESPACES VECTORIELS.
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Définition 7. On appelle somme de F' et G 'ensemble noté F' + G et défini par :

F+G={x+y|ze€FetyecG}

Proposition 7. On a: F'+ G = Vect (F'UG).
Autrement-dit, F'+ G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant F' et G.

Exemple 7. Dans E = R?, posons F' = Vect {(1,0,—1)} et G = Vect {(0,1,—1)}. Leur somme, F + G,
est 'ensemble des vecteurs u de la forme :

u:x(l,(),fl)er(O,l,—l):( ; ’ ), avec (LL‘,y)E[RQ.
Ainsi, F+ G =

I.5. SOMME DIRECTE. SOUS-ESPACES VECTORIELS SUPPLEMENTAIRES.

Proposition 8. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout (y,2) e FxGet (Y,2)eEFXG: y+z=y +2 = (y=y et 2=2).

2. FNnG = {0}.

Lorsque ces propriétés équivalentes sont vérifiées, on dit que F' et G sont en somme directe. Leur somme
n’est alors plus notée F' + G mais F' & G.

Remarque 2. Le premier point de la proposition signifie que tout vecteur de la somme F + G se
décompose de maniere unique comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.

Remarque 3. L’inclusion {0} C F' NG étant toujours vérifiée, pour prouver F N G = {0}, il suffit de
prouver F NG C {0}.

5 novembre 2025. NicoLas HUBERT Page n°5.


https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/

LyCEE JEANNE D’ALBRET — MP — 2025-2026. Page n°6.

Définition 8. Deux sous-espaces vectoriels F' et G de F sont dits supplémentaires de E si :
E=FaG.

Autrement-dit, F' et G sont supplémentaires de E si tout vecteur de E se décompose de maniere unique

comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.

[Exemple 8. Dans le R-espace vectoriel C, Vect (1) et Vect (i) sont supplémentaires.

Remarque 4. En pratique comment montrer que F et G sont supplémentaires de E ?

- Dans les cas simples, on pourra montrer que £ = F' + G et que F NG = {0}.

- Sinon, on montrera par analyse-synthese, que tout vecteur de F se décompose de maniére unique comme
somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G.

On rappellera plus loin que la notion de dimension est un outil qui peut s’avérer efficace pour prouver
que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.

[Exercice 6. Montrer que Vect {(1,0)} et Vect {(1,1)} sont deux sev supplémentaires de R?.

r

S J

A L’exemple et U'exercice précédent montrent que Vect {(1,0)} n’admet pas un unique supplémentaire.

s 7
Exercice 7. Montrer que L’ensemble des fonctions paires et ’ensemble des fonctions impaires définies
sur R sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F(R).

N\

e
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1.6. SOMME DE p SOUS-ESPACES VECTORIELS.

Soit un entier p > 2 et Fy, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E.

Définition 9. On appelle somme de Fi, ..., F), I'ensemble noté £y + - - -+ F, ou Z F; et défini par :
1<isp
Y F={zi+-+m, |Vie[l,p], 2. € K}

1<i<p

[Exemple 9. Dans R?, Vect {(1,0,0)}, Vect {(0,1,0)} et Vect {(0,0,1)} sont en somme directe.

—

e N
Exercice 8. Soit Fi, Iy, F3 trois sous-espaces vectoriels de E. A-t-on équivalence entre F, Iy, F3 sont
en somme directe, et I, Fy, F3 sont en somme directe deux & deux 7

N J

e N

/A Dans le cas ou p > 3, une somme directe ne se caractérise donc pas en utilisant I'intersection.

5 novembre 2025. NicoLas HUBERT Page n°7.


https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/

LyCEE JEANNE D’ALBRET — MP — 2025-2026. Page n°8.

II. FAMILLES DE VECTEURS.
II.1. FAMILLES GENERATRICES.

Définition 10. Soit n € N et soit (ey,...,e,) € E™.
On dit que (eq,...,ey) est une famille génératrice de E, si E = Vect {ey,...,e,}, c’est-a-dire si :

Ve € B, I(A1,..., ) €K™, = Z Ai e

1<i<n.
Dans ce cas, on pourra aussi dire que {ey,...,e,} est une partie génératrice de E.
On dira aussi que la famille (eq,...,e,) (ou la partie {e;,...,e,}) engendre E.

Remarque 5. Toute famille obtenue en permutant les éléments d’une famille génératrice de E est encore
une famille génératrice de E.

Proposition 11. Toute famille obtenue en ajoutant un nombre fini d’éléments a une famille génératrice
de F est encore une famille génératrice de E.
On dit que toute sur-famille d’'une famille génératrice de F, est encore une famille génératrice de E.

Dans ce qui précéde, on a seulement défini la notion de génératrice pour des familles ou parties finies.
On peut généraliser cette notion pour des familles ou des parties infinies :

Définition 11. Une famille (quelconque) {e; | ¢ € I'} de E est dite génératrice de E, si :
E = Vect {e; | i € I}.
Une partie (quelconque) A de E est dite génératrice de E, si E = Vect A.

Exemple 10. La famille est une famille génératrice infinie de K[X].
Autrement-dit : K[X] =

Exercice 9. Montrer que (1,7) est une famille génératrice du R-espace vectoriel C.

Proposition 12. La famille (ey,...,e,) est génératrice de E, si, et seulement si,
E = Vect 1 + - - - + Vect e,.

I1.2. FAMILLES LIBRES.
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Définition 12. Soit n € N et soit (ey,...,e,) € E™.

e On dit que (e1,...,e,) est une famille libre de E, ou que les vecteurs ey, ..., ey, sont linéairement
indépendants si :

YO, d) €KY > Aivei=0g = A =--- =\, =0k
1<i<n
o Dans le cas contraire, on dit que la famille (eq,...,e,) est une famille lie, ou que les vecteurs
€1,...,6en, sont linéairement dépendants.

rRemarque 6.

e Toute famille contenant Og est liée.

o Toute famille obtenue en permutant les éléments d’une famille libre est encore une famille libre.

o Une famille constituée de n vecteurs (avec n > 2) est liée si, et seulement si, 'un des vecteurs est
combinaison linéaire des autres.

o Une famille (x) constituée d'un seul vecteur est libre si, et seulement si, z # 0. En effet :

-

Le théoréme suivant permet de comprendre 'utilité d’une famille libre :

Théoréme 1. Une famille (eq,...,e,) € E™ est libre si, et seulement si, pour tout (aq,...,q,) € K et
tout (ﬂl,...,ﬂn)EMn: ‘

Zai-eiz Zﬂi-ei = Vie[l,n], a; = B;.

1<ign 1<i<n

Remarque 7. Ainsi, lorsqu'un vecteur se décompose comme combinaison linéaire des vecteurs d’une
famille libre, alors cette décomposition est unique. Ce qui permet par exemple... “d’identifier” les
coefficients.

Définition 13. On dit que deux vecteurs z et y de E sont colinéaires si :
NeKz=A-y ou y=A-z.

Proposition 13. Une famille (x,y) de E est libre, si, et seulement si, z et y ne sont pas colinéaires.

( N
Exemple 11. Dans le R-espace vectoriel C, les vecteurs 1 et i ne sont pas colinéaires, alors qu’ils le sont
dans le C-espace vectoriel C.

.

Exercice 10. On vient de voir qu'une famille constituée de 2 vecteurs est libre si, et seulement si, ses
deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Peut-on en déduire qu'une famille de n vecteurs est libre si, et

seulement si, ses vecteurs deux a deux sont non colinéaires ?
N\

r

-

Proposition 14. Toute sous famille d’'une famille libre, est encore une famille libre.
Par contraposée, toute sur-famille d’une famille liée, est liée.
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Démonstration.

O

Comme dans le cas des familles génératrices, nous devons maintenant étendre la notion de familles libres
au cas de familles infinies :

Définition 14. Une famille infinie d’éléments de E est dite libre si toutes ses sous-familles finies sont
libres. Elle sera dite liée si elle possede au moins une sous-famille finie liée.

Exemple 12. La famille (X™),en est une famille libre (infinie) de K[X].

N
—

I1.3. BASES.

Définition 15. On appelle base de E toute famille d’éléments de F, a la fois libre et génératrice de F.

Exemple 13.

o La famille (e, es,...,e,) ote; = (1,0,0,...,0), ez =(0,1,0,...,0), ... e, =(0,0,...,0,1) est une
base de K™, appelée base canonique de K.

o La famille (1,X,...,X") est une base de K,,[X].

o La famille (X™),en est une base de K[X], appelée base canonique de K[X].

A\ Soit x = (A1,...,A\,) € K". Les coordonnées de x dans la base canonique de K" sont (Ar,...,\,).
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III. APPLICATIONS LINEAIRES.

II1.1. GENERALITES.
Définition 16. Une application f de E dans F' est appelée application linéaire si :
V(x,y) €E27 V(a,,B) € [Kz’ f(ax+/3y) =af(x)+ﬂf(y)a

ce qui équivaut a :
f(@)+ f(y)
a- f(z).

V(,z) EK X E, f(a-x)

{ V(z,y) € B2, f(z+y)

On dira que :

e f est un isomorphisme de E dans F, si f est une application linéaire bijective de E dans F,
e f est un endomorphisme de F, si f est une application linéaire de F dans F,

o f est un automorphisme de E, si f est un endomorphisme de F bijectif.

A\ Une application linéaire est done, en particulier, un morphisme du groupe (E, +) dans le groupe (F, +).

Exemple 14. L’application dérivation

D: C{R) — C(R)
[ f

est une application linéaire.

Exemple 15. L’application
f: K2 — K

est un endomorphisme de K2.

Définition 17. On appelle forme linéaire sur E, toute application linéaire de E dans K.
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fExemples 16.
e Soit (a,b) € K2, I'application
fooK2 — K
(z,y) — ax+by.

est une forme linéaire sur K2.

« En notant, E I'espace vectoriel des suites réelles convergentes (c’est un sous-espace vectoriel de RM),
Iapplication
E — K
(Un)nen +— liTILn Uy, .

est une forme linéaire sur F.
e Sia et bsont deux réels avec a < b, alors 'application

C(la,b) — R
f — [0 f(x) da.

est une forme linéaire sur C([a, b]).
.

II1.2. NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE.

Proposition 20. Soit f une application linéaire de E dans F'.
e Si E’ est un sous-espace vectoriel de F, alors f(E’) est un sous-espace vectoriel de F'.
e Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors f~(F’) est un sous-espace vectoriel de E.

[Rappel- f(E) = FHE) =
rDémonstration.

O
. J

Définition 18. Soit f une application linéaire de F dans F'. On appelle :
e noyau de f, le sous-espace vectoriel de E, noté Ker f et défini par :

Ker f = f({0r}) = {z € E | f(z) = 0r},

o 1image de f, le sous-espace vectoriel de F', noté Im f et défini par :

Im f = f(E) = {f(z) |z € E}.
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Remarque 8. Ker f et Im f sont bien des sous-espaces vectoriels , respectivement de E et de F', d’apres
la proposition précédente.

Remarque importante. Par définition de la surjectivité, une application linéaire f, de E dans F', est
surjective, si, et seulement si, Im f = F.

Exemples 17.
1. {(z,y,2) €R3 |z +y+2=0} =Ker f, ou f est la forme linéaire :
R3 — R
(x,y,2) — x+y+ =z
2. Si a et b sont des fonctions continues sur un intervalle I, alors I’ensemble des solutions de 1’équation
différentielle homogeéne a(t)y’ + b(t)y =0 est le noyau de 'application linéaire :

cHI) — C°(D)
y —  ay’ + by.

II1.3. L’ESPACE VECTORIEL L(E, F').

I11.4. COMPOSITION D’APPLICATIONS LINEAIRES.

Démonstration. Le premier point est une conséquence évidente de la définition. Montrons le point 2. )

,
N
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II1.5. LE CAS PARTICULIER DES ENDOMORPHISMES.

Démonstration.

H

Démonstration. On a déja vu que dans n’importe quel anneau (4, +, x), (A*, x) est un groupe.
Comme GL(FE) = L(E)*, on obtient que (GL(E), o) est un groupe. O

Comme dans n’importe quel anneau, pour tout u € L(E) et r € N on définit u”, et on a : u’ = Idg.

Remarque 10. Si u € L(E) et P € K[X], on pourra définir 'endomorphisme P(u). Par exemple, si
P=X?4+3X -2, on aura :

P(u) =

II1.6. APPLICATIONS LINKAIRES ET FAMILLES FINIES DE VECTEURS.

Démonstration.
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base de E.

[Remarque 11. Ce théoreme dit qu'une application linéaire est entierement déterminée par I'image d’une]

A On notera qu'il est donc trés simple de définir une application linéaire. Alors que définir un mor-
phisme de groupes est souvent compliqué.

~—

[Exercice 11. Déterminer I'unique forme linéaire f de R? telle que f((1,0)) =3 et £((0,1)) = 2.

Démonstration.

,
N

Démonstration.

,
N
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J

p
Démonstration.

II1.7. DETERMINATION D’UNE APPLICATION LINEAIRE.

Le théoréme suivant généralise le théoreme 6 page 7 :

Démonstration.

5 novembre 2025. NicoLas HUBERT Page n°16.


https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/

LYCEE JEANNE D’ALBRET — MP — 2025-2026. Page n°17.

(Remarque 12. On pourrait facilement déduire le théoréme 6 de ce théoréeme 7.

~—

IV. PROJECTIONS ET SYMETRIES VECTORIELLES.

IV.1. PROJECTIONS VECTORIELLES.

Définition 19. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
L’application p de E dans E qui, a tout élément x de E associe 'unique y € F tel que x = y + z, avec
z € G, est appelée la projection sur F' parallélement a G :
p: E = FoG — E
r = Yy+z = .
Une telle application est aussi appelée projecteur.

Exemple 18. Idg est la projection sur parallelement a
Oz(p) est la projection sur parallélement a

A p? désigne 'endomorphisme p o p.
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Idée de la démonstration.

IV.2. SYMETRIES VECTORIELLES.

Définition 20. Soit F' et G’ deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
On appelle symétrie par rapport a F parallélement a G, Papplication s de E dans F qui, a tout élément
x de F s’écrivant x = y + z, avec (y,2) € F x G, associe le vecteur y — z :

s: E = FeG — E
r = yYyt+z +—> y-—=z.

Remarque 13. Si s est la symétrie par rapport a F' parallelement a G, et p la projection sur F
parallélement a G, alors :

Proposition 31.
1. Une symétrie est un endomorphisme de E.
2. Si s est un endomorphisme, alors : s est une symétrie si, et seulement si, s est involutive (s?> = Idg).

3. Si s est une symétrie, alors, c’est la symétrie par rapport & Ker (s—Idg) parallelement a Ker (s+Idg).

A s? désigne 'endomorphisme s o s.

( R
Exemple 19. Dans le R-espace vectoriel C, ’application z +— Z est la symétrie par rapport a et

parallélement &
.

p
Méthode.
Comment montre-t-on que p est un projecteur ou que s est une symétrie ?

Comment détermine-t-on alors F' et G 7
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r

Exercice 12. En notant P(R) et Z(R), respectivement, ’ensemble des fonctions paires et celui des |
fonctions impaires, que dire des application suivantes :
¢: FR) —  F(R) ot vr AR f(xf)(ﬁ)f(fx)
f o o— (z~ f(-2x)) o o— (x»—>2>.
.
(
. J

IV.3. HYPERPLANS ET FORMES LINEAIRES.

Nous allons définir la notion d’hyperplan d’un espace vectoriel E. Intuitivement, il s’agit des plus grands
sous-espaces vectoriels de E (autres que E lui-méme).

Définition 21. On appelle hyperplan vectoriel de E, tout sous-espace vectoriel admettant pour supplé-
mentaire au moins une droite vectorielle.

Autrement-dit, un hyperplan vectoriel de E est un sous-espace vectoriel H de E tel qu’il existe au moins
une droite vectorielle D telle que : £ = H & D.

[Remarque 14. La plupart du temps, on dira plus simplement hyperplan. }

Théoréme 7. Une partie H de E est un hyperplan de E, si, et seulement si, il existe au moins une forme
linéaire non nulle f de E telle que : H = Ker f.

Proposition 32. Soit H est un hyperplan de E. Pour toute droite vectorielle D qui n’est pas incluse
dans H,ona: E=H® D.

[Exercice 13. Soit F' un sev de F contenant un hyperplan H. Montrer que F' = H ou F = F.

L’exercice précédent prouve bien ce que nous avons dit plus haut : les hyperplans sont les sous-espaces
vectoriels maximaux de E (autres que E).
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V. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE.
V.1. THEOREME DE LA BASE INCOMPLETE, THEOREME DE LA BASE EXTRAITE.

Définition 22. Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possede une famille génératrice finie.
Dans la cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie.

Exemple 20.

¢ Le R-espace vectoriel C est de dimension finie puisqu’il est engendré par

o K" et K,[X] sont des K-espaces vectoriels de dimension finie. En effet, leur base canonique est une
famille génératrice finie.

N

Exercice 14. Montrer que K[X] est un K-espace vectoriel de dimension infinie.

—

/A Exhiber une famille génératrice infinie ne prouve rien !

Remarque 15. Le théoréme ci-dessus est le théoréeme central sur lequel repose la notion de dimension
finie. Il est souvent appelé injustement théoréeme de la base incompléte.

Remarque 16. On verra plus tard dans le cours, que dans un espace vectoriel de dimension finie, toute
famille libre est nécessairement finie.

‘o

Exercice 15. On considére la famille £ = ((X — 1), (X — 1)?). La compléter en une base de Ky[X].

—
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V.2. DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL.

Théoréme 9. Si L est une famille libre d’un espace vectoriel F, et si G est une famille génératrice de
FE, alors : Card £ < Card G.

Remarque 17. On déduit de ce théoreme, que dans un espace vectoriel de dimension finie, toute famille
libre est nécessairement finie.

Théoréme 10. Si F est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes les bases de £ ont le méme
nombre n d’éléments. L’entier n est appelé dimension de E (sur K), et est noté dim E.

p
Démonstration.

O
L

J

/A Nous avons déja vu que chaque C-espace vectoriel est aussi un R-espace vectoriel. La dimension dé-
pend alors du corps de base ! Ainsi, C est un C-espace vectoriel de dimension 1 (car (1) en est une base),
mais un R-espace vectoriel de dimension 2 (car (1,4) en est une base).

Mais lorsqu’un R-espace vectoriel n’est pas un C-espace vectoriel, il n’y a alors pas de confusion possible.

fExemples 21.

o dim{0} = , puisqu’une base de {0} est . C’est d’ailleurs sa seule base.
e Sur tout corps K on a : dimK” = et dimK,[X] =

-

p
Remarque 18. La notion de dimension permet d’affirmer que :

e un espace vectoriel est une droite vectorielle si, et seulement si, sa dimension est égale a 1,
e un espace vectoriel est un plan vectoriel si, et seulement si, sa dimension est égale a 2.

-
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Démonstration.

N J

Méthode.

En pratique, pour démontrer qu'une famille d’un espace vectoriel de dimension n en est une base, il suffira
de démontrer qu’elle est libre et qu’elle contient n vecteurs. Il n’est alors pas utile de prouver qu’elle est
génératrice.

Lorsque B est une famille libre de F a n éléments, on dit qu’elle est libre maximale.

Lorsque B est une famille génératrice de F a n éléments, on dit qu’elle est génératrice minimale.

Exemple 22. Deux vecteurs non colinéaires d’un plan vectoriel en forment une base.

Exercice 16. Montrer que (1,1+ X, 1+ X + X2, 1+ X + X2 4 X3) est une base de K3[X].

O [ [
- _J __J \
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Remarque 19. On démontre par récurrence sur n que si Fi,..., E, sont des K-espaces vectoriels de
dimension finie, alors : n
dim [ E; =
i=1
En particulier, on retrouve le fait que : dim K" =

Proposition 35. Caractérisation des espaces vectoriels de dimension infinie.
Un espace vectoriel E est de dimension infinie si, et seulement si, il existe une suite (u,)nen € EV telle
que pour tout entier n, la famille (uq, ..., u,) est libre.

A On retrouve le fait que I'espace vectoriel K[X] est de dimension infinie. En effet, la suite

V.3. SOUS-ESPACE VECTORIEL D’UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE.

Théoréme 12. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Alors, tout sous-espace vectoriel F' de E est de dimension finie, et

dim F < dim F.

De plus, F' = FE si, et seulement si, dim /' = dim E.

Méthode.

Dans les faits, on utilisera ce théoreme dans un espace vectoriel quelconque E. Pour montrer que deux
sous-espaces vectoriels F' et G sont égaux on pourra prouver que F' C G et que F' et G sont de dimension
finie et de méme dimension.

V.4. SOUS-ESPACES VECTORIELS SUPPLEMENTAIRES.

Proposition 36. Tout sous-espace d’un espace vectoriel de dimension finie possede au moins un supplé-
mentaire.

rIdée de la démonstration.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie égale a n et F' un sous-espace vectoriel de E. Montrons que
F admet un supplémentaire dans FE.

D’aprés le théoréeme précédent, F' est aussi de dimension finie, et en notant p =dim F on a : p < n.

Comme F est de dimension finie, F' posséde une base. Notons (eq, ..., e,) une base de F.
La famille (eq, ..., e,) est une base de F, donc en particulier ¢’est une famille libre de F', donc une famille
libre de F.
Or, E est un espace vectoriel de dimension finie. Donc, le théoréme de la base incompléte, assure que
lon peut compléter la famille libre (eq,...,e,) en une base (e1,...,€p, €pt1,...,€y,) de E.

\Posons G = Vect {ep41,...,e,}. On montre alors que E = F & G. DJ
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V.5. DIMENSION D’UNE SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS.

Démonstration.

O

Remarque importante. Dans la partie précédente, on a vu que tout sous-espace F' d’un espace
vectoriel £ de dimension finie possede au moins un supplémentaire G. On vient maintenant de voir que
les supplémentaires de F' ont tous pour dimension : dim E — dim F'.
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V.6. RANG D’UNE FAMILLE FINIE DE VECTEURS.

Définition 23. Si F est une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E, on appelle rang de F la

dimension de Vect F. On le note rg F :
rg F = dim(Vect F).

A Cette définition a bien un sens puisque Vect F est, par définition, engendrée par F qui est une famille
finie de vecteurs. Ainsi, Vect F est bien de dimension finie.

Démonstration.

J

p
Démonstration.
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V.7. APPLICATIONS LINEAIRES ET DIMENSION FINIE.

Définition 24. Soit F et F' deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire de F dans F'. On dit
que u est de rang fini, si Imu est de dimension finie.
Dans ce cas, on appelle rang de u la dimension de Imu : rg v = dim(Imu).

Si E possede une famille génératrice finie F, alors u est de rang fini et : rg u = rg (u(F)).

Démonstration.

Démonstration.

V.8. DIMENSION ET ISOMORPHISMES.

Démonstration.
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Remarque 21. Ce corollaire est d’'une importance cruciale car il permet de faire la classification, a
isomorphisme pres, des espaces vectoriels de dimension finie par leur dimension.

Démonstration.

O

Exercice 17. Déterminer le noyau et 'image, de I'application linéaire f : R® — R? définie par f(z,vy,2) =
(y, 2 —y +2).
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V.9. CARACTERISATION DES ISOMORPHISMES.

Remarque 22. Ce théoréeme s’applique en particulier dans le cas ot u € L(E) avec E un espace
| vectoriel de dimension finie. )
Démonstration.
O

A Le corollaire précédent est faux en dimension infinie, comme le montrent les deux endomorphismes
suivants :
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Application au polynéme d’interpolation de Lagrange.

Exercice 18. Soit (ag,a1,...,a,) des éléments de K deux a deux distincts, et soit ’application :
o Ky[X] — K+t
P (Plao)-.., Plan).

1. Montrer que ¢ est linéaire.
2. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

De cet exercice, on déduit le théoréeme suivant :

Définition 25. Pour tout ¢ € [[1,n] on pose
X —a;
L, = -7
! H a; — aj
1<G<n g1

Ces n polynomes sont appelés les polynomes de Lagrange associés & (ai,az, ..., an,).

Exercice 19. Si P est un polyndme, on note (*) la condition : P(1) =4, P(2)=15 et P(-2)=7.
1. Déterminer un polynome de degré inférieur ou égal a 2 vérifiant la condition (x).
2. Déterminer I’ensemble des polynomes vérifiant la condition (x).
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,
N

(Remarque 23. Le polynéme d’interpolation de Lagrange associé a n points n’est pas forcément de |
degré n — 1, mais est de degré au plus n — 1.
En effet, le polyndéme de Lagrange vérifiant P(—1) = —1, P(0) =2, et P(1) =5 est :

,
N

Démonstration.

V.10. DIMENSION DE L(E, F).

| S—

[Exemple 23. dim L(K™) = On peut d’ailleurs en déduire que £(K™) est isomorphe &
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V.11. HYPERPLANS ET FORMES LINEAIRES EN DIMENSION FINIE.
Dans cette sous-partie E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1. L’espace L(E, K) sera noté E*.
Définition 26. Soit (eq,...,e,) une base de E. Alors pour tout ¢ € [1,n], on note e}, I'unique forme

linéaire de E vérifiant : )
Vi€ [1,n], €f(ej) = di;-

(

Remarque 24. Cette définition de e} a bien un sens d’apres

~—/

J

p
Démonstration.

Démonstration.

Démonstration.
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Remarque 25.

n
L’application définie par f = Z a; - €} est 'unique forme linéaire telle que :

i=1

En effet :

Toute forme linéaire f peut donc s’écrire :

,
N

J

g
Exercice 20. Soit f la forme linéaire définie par son expression dans la base canonique de R? :

R2 — R
(.Z'l,.%'g) — X1+ 2.

Montrer que ((1,1),(1,—1)) est une base de R?, puis déterminer I'expression de f dans cette base.

,
N

Exemples 24. Les hyperplans d’un espace de dimension 2 sont
Les hyperplans d’un espace de dimension 3 sont

Exemples 25.
¢ Dans un espace de dimension 2, I’équation d’une droite vectorielle est de la forme : ax 4 by = 0.

¢ Dans un espace de dimension 3, I’équation d’un plan vectoriel est de la forme : ax + by + cz = 0.
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p
Démonstration.
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