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— Chapitre 11 —
Réduction des endomorphismes et des matrices carrées (2)

Dans tout ce chapitre, K désignera un sous-corps de C, E un K-espace vectoriel, © un endomorphisme de
E, et A un élément de M,,(K) oli n est un élément de N*.

Ce chapitre prolonge le premier chapitre de réduction des endomorphismes. Nous allons développer ici
la notion de polynéme d’endomorphisme et plus particulierement la notion de polynéme annulateur ;
notions qui vont s’avérer étre un outil efficace pour I’étude de la réduction d’un endomorphisme.

I. POLYNOMES D’UN ENDOMORPHISME, D'UNE MATRICE CARREE.

Définition 1. Soit P = Y axX* un élément de K[X].
0<k<n

o Pour tout endomorphisme u de E, on note P(u) 'endomorphisme de E défini par :

P(u) = Z =

0<k<n
o Pour toute matrice carrée A € M,,(K), on note P(A) I’élément de M,,(K) défini par :

PA) = > =

0<k<n

/A On sera attentif aux égalités et , ce qui est vrai dans n’importe quel anneau.

( N
Exemple 1. Si D est 'endomorphisme de dérivation f +— f’ de E = C®(R) et si P = X? —3X +2, alors

-

[Notations. Pour tout u L(E), on note :
Klu] = {P(u) | P € K[X]}.
On appellera polynome en u, tout endomorphisme v appartenant a Ku].
Pour tout A € M,,(K), on définit de méme :
K[A] = {P(A) | P e KIX]}.

- J

A\ Siwv appartenant a Klu| il y a existence mais pas forcément unicité du polynéme P tel que v = P(u).

[Remarque 1. K[u] est un sous-espace vectoriel de L(E) puisque : }

Définition 2. On appelle, polynome annulateur d’'un endomorphisme u, tout élément P de K[X] tel

que :
P(u) = OE(E)

Le polynéme nul est, bien entendu, un polynéme annulateur de tout endomorphisme.
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Exemple 2. Un endomorphisme est un projecteur si, et seulement si, il admet pour polynoéme
annulateur.
Un endomorphisme est une symétrie si, et seulement si, il admet pour polynéme annulateur.

/A En dimension infinie il se peut qu'un endomorphisme n’admette pas d’autre polynéme annulateur
que le polynéme nul.

Exercice 1. Soit D 'endomorphisme de dérivation de C*(R).
1. Soit P € R[X] et A € R. Calculer P(D)(e®).
2. Soit P un polynéme annulateur de D. Déduire de la question précédente que P est le polynome nul.

/A Nous verrons qu’en dimension finie tout endomorphisme posséde au moins un polynéme annulateur
autre que le polynéme nul.

[Rappel. (K[X],+,-, x) et (L(E),+,-,0) ont une structure de K-algebre. J

Démonstration.

3 décembre 2025. NicoLas HUBERT Page n°2.


https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/

LYCEE JEANNE D’ALBRET — MP — 2025-2026. Page n°3.

A\ On sera attentif a I'égalité : (P x @)(u) =

Remarque 2. Ces propriétés restent vraies dans le cas des matrices carrées.

On a de plus : P(AT) = (P(A))" et dans le cas K =C on a : P(A) = P(A).

Démonstration.
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II. POLYNOMES ANNULATEURS. POLYNOME MINIMAL.

I1.1. POLYNOME ANNULATEUR ET SPECTRE.

Proposition 1. Pour tout P € K[X] et pour tout z € Ey(u), P(u)(z) = P(\)z.

p
Démonstration.

O
N J

Corollaire 2. Si P annule u, toute valeur propre de u est racine de P. Autrement-dit, le spectre de u
est inclus dans ’ensemble des racines de n’importe quel polynéme annulateur.

Démonstration.

O

A\ L’inclusion peut étre stricte. Le polyndéme P = (X — 1)(X — 2) est annulateur de u = Idg puisque

Le spectre de u est et I’ensemble des racines de P est

( N
Méthode. Connaissant un polynéme annulateur P de u, les valeurs propres de u seront donc a chercher
parmi les racines de P.

.

Exemple 3. Un projecteur vectoriel p admet pour polynéme annulateur, dont ’ensemble des
racines est donc on retrouve que
Une symétrie vectorielle s admet pour polynéme annulateur, dont I’ensemble des racines est
donc on retrouve que
. J

On obtient de méme :

Corollaire 3. Soit P € K[X] un polynéme annulateur d’une matrice A € M,,(K). Le spectre de A est
alors inclus dans I’ensemble des racines de P.

Remarque importante. Soit P € K[X] un polyndéme annulateur d’une matrice A € M,,(K).

On rappelle ici que K désigne un sous-corps de C. De ce fait, on peut trés bien considérer P comme un
élément de C[X] et A comme un élément de M,,(C). Le corollaire précédent assure alors que le spg(A)
est contenu dans ’ensemble des racines complexes de P.

I1.2. POLYNOME MINIMAL D’UN ENDOMORPHISME.

Proposition 2. Tout endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie possede au moins un
polynéme annulateur non nul dans K[X].
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p
Démonstration.

- J

A En dimension finie, I'idéal des polynémes annulateurs est donc différent de {Ox[x]}

Rappel. Pour tout idéal I de K[X] il existe au moins un polynoéme M tel que :
I =MK[X]={M x P | PeK[X]}.

Si on suppose de plus que le polynéme M est unitaire ou nul, il est alors unique et appelé le générateur
normalisé de 1.

Notons I 'idéal des polynémes annulateurs d’'un endomorphisme u i.e. I = Ker ¢,,.

/A Siu est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, le générateur normalisé de I est non nul
puisque sinon on aurait I = {Okx]}.

Définition 3. Soit » un endomorphisme d’un espace de dimension finie E. On appelle polynome minimal
de u 'unique générateur unitaire de I’idéal des polynémes annulateurs de u. On le note 7, ou .

/A Le polyndéme minimal est non nul et unitaire.

rRemarque importante. On a donc :
VP e K[X],P(u) =0,(p) &
Si P est un polynéme annulateur de u assertion 7, | P donne :

Le polynéme minimal de u est donc le polynéme annulateur unitaire de plus bas degré.

A partir d’un polynéme annulateur non nul P, on déterminera I’ensemble des diviseurs de P unitaires et

annulateurs de u. Parmi ces polyndmes, 7, sera unitaire et de plus bas degré.
-

(Exemple 4. Le polynéme minimal de I’homothétie v = A\Idg est m, =

En particulier le polyndme minimal de u = Oz gy est m, =
.

/A La réciproque de I'exemple précédent est

[Exercice 2. Déterminer le polynome minimal d'un projecteur p ot p # Idg et p # O, (g).

r
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[Remarque 5. Si E est de dimension finie, on a toujours : deg(m,) > 1. j

Proposition 3. Si d est le degré du polynéme minimal de u, alors la famille (u*) ke[o,d—1] est une base
de Pespace vectoriel K[u].

g
Démonstration.

I1.3. POLYNOME MINIMAL D’UNE MATRICE CARREE.

Comme pour les endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie, on obtient que pour tout
A € M, (K) il existe au moins un polynéme annulateur non nul dans K[X].

Définition 4. Soit A un élément de M,,(K). On appelle polynome minimal de A I'unique générateur
unitaire de 1'idéal des polynomes annulateurs de A. On le note m4 ou p4.

Proposition 4. Soit u un endomorphisme de E et B une base de E. La matrice Mg(u) et
I’endomorphisme u ont le méme polynéme minimal.

A On rappelle que, par définition, Mg(u) et u ont aussi le méme polynoéme caractéristique.

(Démonstration. Soit B une base de E.
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Démonstration.

I1.4. LE THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON.

A La démonstration n’est pas exigible. Nous le démontrerons en DM.

Démonstration.

H

Démonstration.

Remarque 6. Pour tout A € K on a donc :
Xu(A) =0 <<= Aesplu) <= m(\)=0.
De méme, pour tout A € M, (K) et A€ Kon a :

xa(\) =0 <= Xespy(Ad) <<= ma(\)=0.

Remarque importante. Soit A € M, (K). Puisque K désigne un sous-corps de C, on peut affirmer,
plus généralement, que pour tout \ € C :

XxAa(A) =0 <= Xespe(d) <= mwa(\)=0.

N

Exercice 3. Déterminer le spectre de la matrice de M, (K) constituée que de 1. Est-elle diagonalisable ?

——
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Exercice 4. Déterminer le polynéme minimal de chacune des matrices suivantes :

1 00 1 10
A=(0 1 0 et B=10 1 0
0 0 2 0 0 2

III. LEMME DE DECOMPOSITION DES NOYAUX.
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p
Démonstration. Nous allons traiter le cas r = 2. Le cas général s’en déduit facilement par récurrence

sur r € N*.
Soit P = P; X P, ou P; A P = 1. Montrons que : Ker (P(u)) = Ker (P1(u)) @ Ker (Py(u)).

~N
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Remarque 8. Soit {A1,...,\,} les valeurs propres distinctes de u. En utilisant le lemme des noyaux, on
retrouve que les sous-espaces propres E),,..., Ey, sont en somme directe. En effet, les valeurs propres
{A1,..., Ay} étant distinctes deux & deux, les polynémes X — Aq,..., X — A, sont deux a deux premiers

entre eux.

Démonstration.
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IV. POLYNOMES ANNULATEURS ET REDUCTION.

IV.1. CRITERE DE DIAGONALISATION.

p
Démonstration.

3 décembre 2025. NicoLas HUBERT Page n°11.


https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/

LYCEE JEANNE D’ALBRET — MP — 2025-2026. Page n°12.

IV.2. ENDOMORPHISME INDUIT.

Soit F' un sous-espace vectoriel de F.

J

p
Démonstration.

Démonstration.

,
N

Démonstration.

On suppose désormais que F est un espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration.
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Proposition 10. Diagonalisation d’un endomorphisme induit.

Si u est diagonalisable et si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors I’endomorphisme
induit up est aussi diagonalisable.

p
Démonstration.

0O
J

-

( N
Rappel. On avait déja prouvé le résultat analogue dans le cas d’'un endomorphisme trigonalisable. On
avait alors utilisé le polynéme caractéristique.

.

J

IV.3. CRITERE DE TRIGONALISATION.

Rappel.
Un endomorphisme est trigonalisable si, et seulement si, son polynéme caractéristique est scindé.

Théoréme 6. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. u est trigonalisable,
2. son polynéme minimal est scindé sur K,

3. w annule un polynéme scindé (et non nul) de K[X].

p
Démonstration.

V. ENDOMORPHISMES NILPOTENTS, MATRICES NILPOTENTES

Définition 5.

e Un endomorphisme u de E est dit nilpotent s’il existe un entier k € N* tel que u* = Oz(E)-
Dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de u le plus petit entier k& € N* tel que u* = Oz(B)-

o Une matrice A € M,,(K) est dite nilpotente ’il existe un entier k € N* tel que A¥ = 04, ().
Dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de A le plus petit entier k& € N* tel que A* = O, () -
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/\ Sion obtient que u™ # 0. (g), on peut directement conclure que u n’est pas nilpotent.

Démonstration.

O

Démonstration.

O

On obtient évidemment des résultats analogues pour une matrice A € M,,(K). Le point (4) s’écrit alors :

Exercice 5. Soit A la matrice :

A=

_ = O
—_ o O
o o O

L’équation X? = A d’inconnue X € M3(R) admet-elle des solutions ?
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VI. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES A POLYNOMES ANNULATEURS SCINDES.

Dans cette partie nous supposerons que u est un endomorphisme trigonalisable, i.e. que x, est scindé.
En notant Aq, ..., )\, les valeurs propres toutes supposées distinctes, on peut écrire :
Xu= (X =)™ - (X = Ap)™.

Définition 6. Soit v un endomorphisme trigonalisable de E, et soit A une valeur propre de multi-
plicité algébrique m. Le sous-espace vectoriel : Fy(u) = Ker ((u — AIdg)™) est appelé le sous-espace
caractéristique associé a la valeur propre \.

Démonstration.

|

Démonstration.

Démonstration.

Version matricielle de ce résultat :

/A On retiendra que toute matrice trigonalisable est semblable & une matrice diagonale par blocs, avec
un bloc pour chaque valeur propre. Chacun de ces blocs est triangulaire et a termes diagonaux égaux.

En calculant le polynéme caractéristique de cette matrice, on obtient immédiatement :

A Pour tout i € [1,p] le bloc T; correspondant & la valeur propre \;, est donc de taille
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