
Lycée Jeanne d’Albret – MP – 2025-2026. Page n°1.

– Chapitre 11 –
Réduction des endomorphismes et des matrices carrées (2)

Dans tout ce chapitre, K désignera un sous-corps de C, E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de
E, et A un élément de Mn(K) où n est un élément de N∗.
Ce chapitre prolonge le premier chapitre de réduction des endomorphismes. Nous allons développer ici
la notion de polynôme d’endomorphisme et plus particulièrement la notion de polynôme annulateur ;
notions qui vont s’avérer être un outil efficace pour l’étude de la réduction d’un endomorphisme.

I. Polynômes d’un endomorphisme, d’une matrice carrée.

Définition 1. Soit P =
∑

0⩽k⩽n

akXk un élément de K[X].

• Pour tout endomorphisme u de E, on note P (u) l’endomorphisme de E défini par :

P (u) =
∑

0⩽k⩽n

=

• Pour toute matrice carrée A ∈ Mn(K), on note P (A) l’élément de Mn(K) défini par :

P (A) =
∑

0⩽k⩽n

=

" On sera attentif aux égalités u0 = IdE et A0 = In , ce qui est vrai dans n’importe quel anneau.

Exemple 1. Si D est l’endomorphisme de dérivation f 7→ f ′ de E = C∞(R) et si P = X2 − 3X + 2, alors
P (D) = D2 − 3D + 2IdE . Ainsi, Ker (P (D)) est l’ensemble des solutions de l’équation différentielle :
y′′ − 3y′ + 2y = 0.

Notations. Pour tout u ∈ L(E), on note :
K[u] = {P (u) | P ∈ K[X]}.

On appellera polynôme en u, tout endomorphisme v appartenant à K[u].
Pour tout A ∈ Mn(K), on définit de même :

K[A] = {P (A) | P ∈ K[X]}.

" Si v appartenant à K[u] il y a existence mais pas forcément unicité du polynôme P tel que v = P (u).

Remarque 1. K[u] est un sous-espace vectoriel de L(E) puisque : K[u] = Vect {uk | k ∈ N}.

Définition 2. On appelle, polynôme annulateur d’un endomorphisme u, tout élément P de K[X] tel
que :

P (u) = 0L(E).

Le polynôme nul est, bien entendu, un polynôme annulateur de tout endomorphisme.
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Exemple 2. Un endomorphisme est un projecteur si, et seulement si, il admet X2 − X pour polynôme
annulateur.
Un endomorphisme est une symétrie si, et seulement si, il admet X2 − 1 pour polynôme annulateur.

" En dimension infinie il se peut qu’un endomorphisme n’admette pas d’autre polynôme annulateur
que le polynôme nul.

Exercice 1. Soit D l’endomorphisme de dérivation de C∞(R).
1. Soit P ∈ R[X] et λ ∈ R. Calculer P (D)(eλx).
2. Soit P un polynôme annulateur de D. Déduire de la question précédente que P est le polynôme nul.

-

" Nous verrons qu’en dimension finie tout endomorphisme possède au moins un polynôme annulateur
autre que le polynôme nul.

Rappel. (K[X], +, ·, ×) et (L(E), +, ·, ◦) ont une structure de K-algèbre.

Théorème 1. Soit u dans L(E). L’application :
φu : K[X] → L(E)

P 7→ P (u)
est un morphisme de K-algèbres.
Autrement-dit, pour tout (P, Q) ∈ K[X]2 et (α, β) ∈ K2 on a :

Démonstration.
1. Comme (Xk)k∈N est une base de K[X], il existe une unique application linéaire φ de K[X] dans L(E)
telle que pour tout k ∈ N, φ(Xk) = uk.
Soit P =

∑
0⩽k⩽n

akXk ∈ K[X]. Par linéarité de φ on obtient :

φ

 ∑
0⩽k⩽n

akXk

 =
∑

0⩽k⩽n

akφ(Xk) =
∑

0⩽k⩽n

akuk, i.e. φ(P ) = P (u).

Ainsi, φ = φu, ce qui prouve bien la linéarité de φu.
2. Les applications (P, Q) 7→ φu(PQ) et (P, Q) 7→ φu(P ) ◦ φu(Q) sont bilinéaires, or elles prennent la
même valeur en tout couple (Xk, Xℓ) de la base canonique de K[X]. En effet :

φu(XkXℓ) = φu(Xk+ℓ) = uk+ℓ et φu(Xk) ◦ φu(Xℓ) = uk ◦ uℓ = uk+ℓ.

Donc, pour tout (P, Q) ∈ K[X]2, φu(PQ) = φu(P ) ◦ φu(Q).
3. 1(u) = 1u0 = IdE .
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-

- 2

" On sera attentif à l’égalité : (P × Q)(u) = P (u) ◦ Q(u).

Remarque 2. Ces propriétés restent vraies dans le cas des matrices carrées.
On a de plus : P (AT) = (P (A))T et dans le cas K = C on a : P (A) = P (A).

Corollaire 1.
1. Le noyau de φu est un idéal de K[X] appelé l’idéal annulateur de u. On a :

Ker φu = {P ∈ K[X] | P (u) = 0L(E)}.

2. L’image de φu est K[u]. Ainsi, K[u] est une sous-algèbre commutative de L(E). C’est la plus petite
sous-algèbre de L(E) contenant u. Ainsi, K[u] est appelée la sous-algèbre engendrée par u.

Démonstration.
1. φu est un morphisme d’anneaux. Son noyau est donc un idéal de K[X].
2. Par définition de K[u] on a : Im(φu) = K[u].
φu est une application linéaire donc son image est un sous-espace vectoriel de L(E).
φu est un morphisme d’anneaux donc son image est un sous-anneau de L(E).
Donc, K[u] est une sous-algèbre de L(E).
P (u) ◦ Q(u) = (P × Q)(u) = (Q × P )(u) = Q(u) ◦ P (u).
Donc, K[u] est commutative. Montrons que c’est la plus petite sous-algèbre de L(E) contenant u.
Soit A une sous-algèbre de L(E) contenant u.
Comme u ∈ A et que A est stable par ◦ on montre, par récurrence que pour tout n ∈ N∗, un ∈ A. Vrai
aussi pour n = 0 puisque IdL(E) ∈ A.
On a donc {un | n ∈ N} ⊂ A, or A est un sous-espace vectoriel de L(E) donc Vect {un | n ∈ N} ⊂ A
i.e. K[u] ⊂ A.

2
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II. Polynômes annulateurs. Polynôme minimal.

II.1. Polynôme annulateur et spectre.

Proposition 1. Pour tout P ∈ K[X] et pour tout x ∈ Eλ(u), P (u)(x) = P (λ)x.

Démonstration. Par récurrence immédiate, on a : ∀k ∈ N, uk(x) = λkx, d’où :

P (u)(x) =

 ∑
0⩽k⩽n

akuk

 (x) =
∑

0⩽k⩽n

akuk(x) =
∑

0⩽k⩽n

akλkx =

 ∑
0⩽k⩽n

akλk

 x = P (λ)x.

2

Corollaire 2. Si P annule u, toute valeur propre de u est racine de P . Autrement-dit, le spectre de u
est inclus dans l’ensemble des racines de n’importe quel polynôme annulateur.

Démonstration.
Soit λ une valeur propre de u, et soit x un vecteur propre associé à λ. La proposition précédente donne :
P (λ)x = P (u)(x) = 0E puisque P (u) = 0L(E). Or, x ̸= 0E donc P (λ) = 0K.

2

" L’inclusion peut être stricte. Le polynôme P = (X − 1)(X − 2) est annulateur de u = IdE puisque
P (u) = (u − IdE) ◦ (u − 2IdE).
Le spectre de u est {1}, et l’ensemble des racines de P est {1, 2}.

Méthode. Connaissant un polynôme annulateur P de u, les valeurs propres de u seront donc à chercher
parmi les racines de P .

Exemple 3. Un projecteur vectoriel p admet X2 − X pour polynôme annulateur, dont l’ensemble des
racines est {0, 1} donc on retrouve que sp(p) ⊂ {0, 1}.
Une symétrie vectorielle s admet X2 − 1 pour polynôme annulateur, dont l’ensemble des racines est
{−1, 1} donc on retrouve que sp(s) ⊂ {−1, 1}.

On obtient de même :

Corollaire 3. Soit P ∈ K[X] un polynôme annulateur d’une matrice A ∈ Mn(K). Le spectre de A est
alors inclus dans l’ensemble des racines de P .

Remarque importante. Soit P ∈ K[X] un polynôme annulateur d’une matrice A ∈ Mn(K).
On rappelle ici que K désigne un sous-corps de C. De ce fait, on peut très bien considérer P comme un
élément de C[X] et A comme un élément de Mn(C). Le corollaire précédent assure alors que le spC(A)
est contenu dans l’ensemble des racines complexes de P .

II.2. Polynôme minimal d’un endomorphisme.

Proposition 2. Tout endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie possède au moins un
polynôme annulateur non nul dans K[X].
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Démonstration.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie égale à n. Alors L(E) est de dimension finie égale à n2.
Ainsi, la famille (u0, u1, . . . , un2) est liée. Il existe donc des scalaires non tous nuls (α0, α1, . . . , αn2) tels
que α0u0 + α1u1 + · · · + αn2un2 = 0L(E).
Ainsi, le polynôme α0 + α1X + · · · + αn2Xn2 est un polynôme annulateur non nul.

2

" En dimension finie, l’idéal des polynômes annulateurs est donc différent de {0K[X]}

Rappel. Pour tout idéal I de K[X] il existe au moins un polynôme M tel que :

I = MK[X] = {M × P | P ∈ K[X]}.

Si on suppose de plus que le polynôme M est unitaire ou nul, il est alors unique et appelé le générateur
normalisé de I.

Notons I l’idéal des polynômes annulateurs d’un endomorphisme u i.e. I = Ker φu.
" Si u est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, le générateur normalisé de I est non nul
puisque sinon on aurait I = {0K[X]}.

Définition 3. Soit u un endomorphisme d’un espace de dimension finie E. On appelle polynôme minimal
de u l’unique générateur unitaire de l’idéal des polynômes annulateurs de u. On le note πu ou µu.

" Le polynôme minimal est non nul et unitaire.

Remarque importante. On a donc :
∀P ∈ K[X] , P (u) = 0L(E) ⇔ πu | P.

Si P est un polynôme annulateur de u l’assertion πu | P donne : P = 0 ou deg πu ⩽ deg P .
Le polynôme minimal de u est donc le polynôme annulateur unitaire de plus bas degré.
À partir d’un polynôme annulateur non nul P , on déterminera l’ensemble des diviseurs de P unitaires et
annulateurs de u. Parmi ces polynômes, πu sera unitaire et de plus bas degré.

Exemple 4. Le polynôme minimal de l’homothétie u = λIdE est πu = X − λ.

En particulier le polynôme minimal de u = 0L(E) est πu = X.

" La réciproque de l’exemple précédent est vraie !

Exercice 2. Déterminer le polynôme minimal d’un projecteur p où p ̸= IdE et p ̸= 0L(E).

X2 − X est un polynôme annulateur de p. Donc, πp | (X2 − X).
On obtient donc : πp = X ou πp = X − 1 ou πp = X2 − X.
Si πp = X on aurait p = 0L(E) et si πp = X − 1 on aurait p = IdE .
Donc, πp = X2 − X.
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Remarque 5. Si E est de dimension finie, on a toujours : deg(πu) ⩾ 1.

Proposition 3. Si d est le degré du polynôme minimal de u, alors la famille (uk)k∈J0,d−1K est une base
de l’espace vectoriel K[u].

Démonstration.

• Soit P ∈ K[X]. On effectue la division euclidienne de P par πu. Il existe (Q, R) ∈ K[X]2 tel que :

P = Q × πu + R et deg R ⩽ d − 1.

En évaluant en u, on obtient : P (u) = Q(u) ◦ πu(u) + R(u) = R(u).
D’où P (u) ∈ Vect {(uk) | k ∈ J0, d − 1K}. On a prouvé que K[u] ⊂ Vect {uk | k ∈ J0, d − 1K} et l’inclusion
inverse est évidente.
• Montrons la liberté de la famille. Soit (ak)k∈J0,d−1K ∈ Kd tel que :

∑
0⩽k⩽d−1

akuk = 0L(E).

Le polynôme défini par P =
∑

0⩽k⩽d−1
akXk est donc un polynôme annulateur de u. On a donc : P = 0

ou deg πu ⩽ deg P i.e. d ⩽ deg P .
Or, deg P < d, donc P = 0 i.e. ak = 0 pour tout k ∈ J0, d − 1K.

2

II.3. Polynôme minimal d’une matrice carrée.

Comme pour les endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie, on obtient que pour tout
A ∈ Mn(K) il existe au moins un polynôme annulateur non nul dans K[X].

Définition 4. Soit A un élément de Mn(K). On appelle polynôme minimal de A l’unique générateur
unitaire de l’idéal des polynômes annulateurs de A. On le note πA ou µA.

Proposition 4. Soit u un endomorphisme de E et B une base de E. La matrice MB(u) et
l’endomorphisme u ont le même polynôme minimal.

" On rappelle que, par définition, MB(u) et u ont aussi le même polynôme caractéristique.

Démonstration. Soit B une base de E.
L’application u 7→ MB(u) est un morphisme injectif d’algèbre de L(E) dans Mn(K).
Donc, MB(P (u)) = P (MB(u)). On obtient donc :

P (u) = 0L(E) ⇔ MB(P (u)) = 0Mn(K) ⇔ P (MB(u)) = 0Mn(K).

Donc, l’idéal annulateur de u et l’idéal annulateur de MB(u) sont identiques.
Donc, u et MB(u) ont même polynôme minimal.

2
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Corollaire 4. Deux matrices semblables ont même polynôme minimal.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente puisque deux matrices
semblables représentent le même endomorphisme dans deux bases différentes.

2

II.4. Le théorème de Cayley-Hamilton.

Théorème 2. Théorème de Cayley-Hamilton.
Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme u est un polynôme annulateur de u i.e. χu(u) = 0L(E).
Autrement-dit : πu divise χu dans K[X].

" La démonstration n’est pas exigible. Nous le démontrerons en DM.

Proposition 5. En notant n = dim E, on a : deg(πu) ⩽ n.

Démonstration.

- 2

Théorème 3. Les racines de πu dans K sont les valeurs propres de u.

Démonstration.
• Comme πu est un polynôme annulateur de u, les valeurs propres de u sont des racines de πu.
• Soit λ ∈ K une racine de πu. Comme πu divise χu, λ est aussi racine de χu. Donc, λ est une valeur
propre de u.

2

Remarque 6. Pour tout λ ∈ K on a donc :

χu(λ) = 0 ⇐⇒ λ ∈ sp(u) ⇐⇒ πu(λ) = 0.

De même, pour tout A ∈ Mn(K) et λ ∈ K on a :

χA(λ) = 0 ⇐⇒ λ ∈ spK(A) ⇐⇒ πA(λ) = 0.

Remarque importante. Soit A ∈ Mn(K). Puisque K désigne un sous-corps de C, on peut affirmer,
plus généralement, que pour tout λ ∈ C :

χA(λ) = 0 ⇐⇒ λ ∈ spC(A) ⇐⇒ πA(λ) = 0.

Exercice 3. Déterminer le spectre de la matrice de Mn(K) constituée que de 1. Est-elle diagonalisable ?
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1. A2 = nA donc X2 − nX = X(X − n) est un polynôme annulateur.
Comme πA est un diviseur unitaire de X(X − n) on a πA = X ou πA = X − n ou πA = X(X − n).
On a évidemment πA ̸= X sinon A serait la matrice nulle.
Si πA = X − n, on aurait A = nIn ce qui est vrai si, et seulement si, n = 1. Dans ce cas, πA = X − 1 et
sp(A) = {1}.
Si n ⩾ 2, on a donc πA = X(X − n) et sp(A) = {0, n}.
2. Si n = 1 elle est diagonale.
Supposons n ⩾ 2. A est de rang 1 donc dim E0(A) = n − 1 d’après le théorème du rang.
Or, n est valeur propre, donc dim En(A) ⩾ 1. Donc, dim E0(A) + dim En(A) ⩾ n. Donc, A est diagona-
lisable.
On en déduit alors que dim En(A) = 1.
On pourrait aussi utiliser qu’une matrice de rang 1 est diagonalisable si et seulement si sa trace n’est pas
nulle.

Exercice 4. Déterminer le polynôme minimal de chacune des matrices suivantes :

A =

1 0 0
0 1 0
0 0 2

 et B =

1 1 0
0 1 0
0 0 2

 .

On obtient immédiatement χA = (X − 1)2(X − 2). D’après le théorème de Cayley-Hamilton :

πA | (X − 1)2(X − 2).

Or, 1 et 2 sont racines de πA donc : (X − 1)(X − 2) | πA.
On a donc πA = (X − 1)(X − 2) ou πA = (X − 1)2(X − 2).
On calcule (A − I3)(A − 2I3) et on obtient (A − I3)(A − 2I3) = 0. Donc πA = (X − 1)(X − 2).
On raisonne de même pour B. Cette fois (B − I3)(B − 2I3) ̸= 0. Donc πB = (X − 1)2(X − 2).

III. Lemme de décomposition des noyaux.
Théorème 4. Lemme des noyaux.
Si P1, . . . , Pr sont des éléments de K[X] deux à deux premiers entre eux de produit égal à P , alors :

Ker (P (u)) =
r⊕

k=1
Ker (Pk(u)).
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Démonstration. Nous allons traiter le cas r = 2. Le cas général s’en déduit facilement par récurrence
sur r ∈ N∗.
Soit P = P1 × P2 où P1 ∧ P2 = 1. Montrons que : Ker (P (u)) = Ker (P1(u)) ⊕ Ker (P2(u)).

• Pour montrer que Ker (P1(u)) + Ker (P2(u)) ⊂ Ker (P (u)), il suffit de montrer que
Ker (P1(u)) et Ker (P2(u)) sont inclus dans Ker (P (u)).
L’égalité P = P1 × P2 donne P (u) = P1(u) ◦ P2(u) = P2(u) ◦ P1(u).
Soit x ∈ Ker (P1(u)) on a : P (u)(x) = P2(u) (P1(u)(x)) = P2(u)(0E) = 0E . Donc, x ∈ Ker (P (u)).
On a montré

�� ��Ker (P1(u)) ⊂ Ker (P (u)) . On a de même
�� ��Ker (P2(u)) ⊂ Ker (P (u)) .

• Comme P1 ∧ P2 = 1, la relation de Bézout assure l’existence de (U1, U2) ∈ K[X]2 tel que :

U1P1 + U2P2 = 1.

En évaluant cette relation en u on obtient :

U1(u) ◦ P1(u) + U2(u) ◦ P2(u) = IdE . (∗)

Soit x ∈ Ker (P (u)). On va montrer par analyse-synthèse l’existence et l’unicité de x1 ∈
Ker (P1(u)) et x2 ∈ Ker (P2(u)) tels que x = x1 + x2.

Analyse. On suppose l’existence de x1 ∈ Ker (P1(u)) et x2 ∈ Ker (P2(u)) tels que x = x1 + x2.
L’égalité (∗) évaluée en x1 donne :
x1 = U1(u)(P1(u)(x1)) + U2(u)(P2(u)(x1)) = U2(u)(P2(u)(x1))
- = U2(u)(P2(u)(x)) − U2(u)(P2(u)(x2)) car x1 = x − x2

- = U2(u)(P2(u)(x)).
On obtient de même : x2 = U1(u)(P1(u)(x)).
Cette partie donne l’unicité de la décomposition.
Synthèse. Posons x1 = U2(u)(P2(u)(x)) et x2 = U1(u)(P1(u)(x)).
- L’égalité (∗) évaluée en x donne :
x = U1(u)(P1(u)(x)) + U2(u)(P2(u)(x)) = x1 + x2.
- Montrons que x1 ∈ Ker (P1(u)).
P1(u)(x1) = P1(u) ◦ U2(u) ◦ P2(u)(x) = U2(u) ◦ P1(u) ◦ P2(u)(x) = U2(u) ◦ P (u)(x) = U2(u)(0E) = 0E ,
puisque x ∈ Ker (P (u))
- On montre de même que x2 ∈ Ker (P2(u)).
Cette partie donne l’existence de la décomposition.

2
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Remarque 8. Soit {λ1, . . . , λp} les valeurs propres distinctes de u. En utilisant le lemme des noyaux, on
retrouve que les sous-espaces propres Eλ1 , . . . , Eλp sont en somme directe. En effet, les valeurs propres
{λ1, . . . , λp} étant distinctes deux à deux, les polynômes X − λ1, . . . , X − λp sont deux à deux premiers
entre eux.

Corollaire 5. Si P1, . . . , Pr sont des éléments de K[X] deux à deux premiers entre eux, et si leur produit
est un polynôme annulateur de u, alors :

E =
r⊕

k=1
Ker (Pk(u)).

Démonstration.
On applique le lemme des noyaux et comme P (u) = 0L(E) on a :
Ker (P (u)) = Ker (0L(E)) = E.

2
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IV. Polynômes annulateurs et réduction.

IV.1. Critère de diagonalisation.

Théorème 5. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. u est diagonalisable,
2. son polynôme minimal est simplement scindé,
3. u annule un polynôme simplement scindé (et non nul).

Démonstration.�� ��(1)⇒(2) Supposons u diagonalisable.
Notons λ1, . . . , λp ses valeurs propres toutes supposées distinctes.
Montrons que πu = (X − λ1) · · · (X − λp).
On pose alors P = (X − λ1) · · · (X − λp). Montrons que P annule u.
Comme u est diagonalisable E =

⊕
1⩽k⩽p

Eλk
(u).

Donc pour montrer que P (u)(x) = 0 pour tout x ∈ E il suffit de montrer, pour tout k, que P (u)(x) = 0
pour tout x appartenant à des Eλk

(u).
Soit, par exemple, x ∈ Eλ1(u). On a alors :

P (u)(x) =

 ∏
2⩽k⩽p

(u − λkIdE)

 ◦ (u − λ1IdE)(x) = 0E .

Ainsi, P est annulateur et donc πu | P .
Les valeurs λ1, . . . , λp sont des racines distinctes de πu donc, P | πu.
Donc, P et πu sont associés, or ils sont unitaires, donc πu = P , ce qui prouve que πu est simplement
scindé.�� ��(2)⇒(3) Trivial puisque le polynôme minimal est annulateur.�� ��(3)⇒(1) Supposons l’existence d’un polynôme annulateur simplement scindé noté P .

Posons P =
∏

1⩽k⩽r

(X − αk), où les scalaires αk sont deux à deux distincts. Les polynômes (X − αk) sont

alors deux à deux premiers entre eux. Le lemme des noyaux donne alors la décomposition :

E =
⊕

1⩽k⩽r

Ker (u − αkIdE).

Une base B de E adaptée à cette somme directe est une base de diagonalisation de u.
" Il se peut que certaines valeurs αk ne soient pas des valeurs propres de u.
Dans ce cas, Ker (u − αkIdE) = {0E}. La base B ne contiendra alors pas de vecteur de Ker (u − αkIdE).

2
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IV.2. Endomorphisme induit.

Soit F un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 6.
L’ensemble, noté LF (E), des endomorphismes laissant F stable est une sous-algèbre de L(E).

Démonstration.
1. L’application constante égale à 0E laisse F stable.
Soit (u, v) deux éléments de LF (E) et (α, β) ∈ K2.
2. Alors αu + βv laisse F stable.
Donc LF (E) est un sous-espace vectoriel de L(E).
3. u ◦ v laisse F stable.
4. IdF laisse F stable.

2

Proposition 7. Soit u un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel de E stable par u.
Alors, pour tout P ∈ K[X], F est stable par l’endomorphisme P (u).
On a de plus : P (u)F = P (uF ).

Démonstration.
LF (E) est une sous-algèbre de L(E) contenant u.
Or, K[u] est la plus petite sous-algèbre de L(E) contenant u. On a donc : K[u] ⊂ LF (E).
Il est clair que l’application u 7→ uF est un morphisme d’algèbres de LF (E) dans L(E).
On a donc : (uk)F = (uF )k pour tout k ∈ N puis, par linéarité P (u)F = P (uF ), pour tout P ∈ K[X].

2

Proposition 8. Les sous-espaces vectoriels ImP (u) et KerP (u) sont stables par u pour tout P ∈ K[X].

Démonstration.
Conséquence immédiate du fait que P (u) et u commutent (voir le précédent chapitre).

2

On suppose désormais que E est un espace vectoriel de dimension finie.

Proposition 9. Polynôme minimal d’un endomorphisme induit.
Soit u un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors :

πuF
| πu.

Démonstration.
Prouver que πuF

| πu revient à montrer que πu est un polynôme annulateur de uF .
πu(uF ) = (πu(u))F = 0L(F ) puisque πu(u) = 0L(E).
πu appartient donc à l’idéal des polynômes annulateurs de uF donc : πuF

| πu.
2
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Proposition 10. Diagonalisation d’un endomorphisme induit.
Si u est diagonalisable et si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors l’endomorphisme
induit uF est aussi diagonalisable.

Démonstration.
Comme u est diagonalisable, πu est simplement scindé. Or, πuF

| πu. Donc, πuF
est simplement scindé

et uF est donc diagonalisable.
2

Rappel. On avait déjà prouvé le résultat analogue dans le cas d’un endomorphisme trigonalisable. On
avait alors utilisé le polynôme caractéristique.

IV.3. Critère de trigonalisation.

Rappel.
Un endomorphisme est trigonalisable si, et seulement si, son polynôme caractéristique est scindé.

Théorème 6. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. u est trigonalisable,
2. son polynôme minimal est scindé sur K,
3. u annule un polynôme scindé (et non nul) de K[X].

Démonstration.�� ��(1)⇒(3) Si u est trigonalisable alors son polynôme caractéristique est scindé. On conclut par le théorème
de Caley-Hamilton.�� ��(3)⇒(2) Le polynôme minimal divise alors un polynôme scindé, donc est lui même scindé.�� ��(2)⇒(1) Supposons πu scindé sur K. Alors toutes ses racines complexes sont dans K. Or, χu et πu ont
les mêmes racines dans K et les mêmes racines complexes. Donc, toutes les racines complexes de χu sont
dans K. Donc, χu est scindé sur K.

2

V. Endomorphismes nilpotents, matrices nilpotentes

Définition 5.
• Un endomorphisme u de E est dit nilpotent s’il existe un entier k ∈ N∗ tel que uk = 0L(E).
Dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de u le plus petit entier k ∈ N∗ tel que uk = 0L(E).
• Une matrice A ∈ Mn(K) est dite nilpotente s’il existe un entier k ∈ N∗ tel que Ak = 0Mn(K).
Dans ce cas, on appelle indice de nilpotence de A le plus petit entier k ∈ N∗ tel que Ak = 0Mn(K).
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Théorème 7. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie égale à n. Les
affirmations suivantes sont équivalentes :
1. u est nilpotent,
2. un = 0L(E),
3. χu = Xn,
4. il existe une base B de E telle que MB(u) est triangulaire supérieure stricte,
5. il existe une base B de E telle que MB(u) est triangulaire inférieure stricte,
6. u est trigonalisable avec pour seule valeur propre 0.
On en déduit, en particulier, que si u est nilpotent, alors son indice de nilpotence est majorée par n.

" Si on obtient que un ̸= 0L(E), on peut directement conclure que u n’est pas nilpotent.

Démonstration.�� ��(4)⇔(5) Déjà vu.�� ��(1)⇒(6) Supposons qu’il existe un entier k ∈ N∗ tel que uk = 0L(E). Alors Xk est un polynôme
annulateur. On a alors sp u ⊂ {0}. Et comme Xk est scindé, u est trigonalisable. On en déduit que son
spectre est non vide, donc sp u = {0}.�� ��(6)⇒(4) Évident.�� ��(4)⇒(3) Évident car u et MB(u) ont le même polynôme caractéristique.�� ��(3)⇒(2) Caley-Hamilton.�� ��(2)⇒(1) Par définition.

2

Corollaire 6. Soit u un endomorphisme nilpotent et k son indice de nilpotence. Alors : πu =

Démonstration. Xk est un polynôme annulateur donc πu divise Xk. Donc, πu = Xℓ avec ℓ ⩽ k. On a
donc uℓ = 0L(E) donc ℓ ⩾ k. Ainsi, ℓ = k et πu = Xk.

2

On obtient évidemment des résultats analogues pour une matrice A ∈ Mn(K). Le point (4) s’écrit alors :
“A est semblable à une matrice triangulaire supérieure stricte”.

Exercice 5. Soit A la matrice :

A =

 0 0 0
1 0 0
1 1 0


L’équation X2 = A d’inconnue X ∈ M3(R) admet-elle des solutions ?

Matrice triangulaire inférieure stricte, donc A est nilpotente.
Donc A3 = 0. Donc, si X existe X6 = 0.
Donc X est nilpotente, donc X3 = 0.
Or, X4 = A2 ̸= 0. Absurde.
Donc, X n’existe pas, i.e. l’équation n’a pas de solution.
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VI. Réduction des endomorphismes à polynômes annulateurs scindés.
Dans cette partie nous supposerons que u est un endomorphisme trigonalisable, i.e. que χu est scindé.
En notant λ1, . . . , λp les valeurs propres toutes supposées distinctes, on peut écrire :

χu = (X − λ1)m1 · · · (X − λp)mp .

Définition 6. Soit u un endomorphisme trigonalisable de E, et soit λ une valeur propre de multi-
plicité algébrique m. Le sous-espace vectoriel : Fλ(u) = Ker ((u − λIdE)m) est appelé le sous-espace
caractéristique associé à la valeur propre λ.

Proposition 11. • Eλ(u) ⊂ Fλ(u), • Fλ(u) est stable par u.

Démonstration.

2

Théorème 8. Si u est trigonalisable alors avec les notations précédentes, on obtient :
E = Ker ((u − λ1IdE)m1) ⊕ · · · ⊕ Ker ((u − λpIdE)mp).

Démonstration. Comme les valeurs propres sont supposées distinctes 2 à 2, les facteurs (X − λi)mi

sont premiers entre-eux 2 à 2. On peut donc appliquer le lemme de décomposition des noyaux, et le
théorème de Cayley-Hamilton ; on obtient la décomposition souhaitée.

2

Corollaire 7. Soit u un endomorphisme trigonalisable de E.
Pour tout i ∈ J1, pK, l’endomorphisme noté ui induit par u sur Fλi = Ker ((u − λiIdE)mi) est la somme
d’une homothétie et d’un endomorphisme nilpotent.

Démonstration. ui = λiIdFλi
+ (ui − λiIdFλi

).
Or, sur Fλi

, (ui − λiIdFλi
)mi est l’endomorphisme nul.

2

Version matricielle de ce résultat :

Corollaire 8. Toute matrice trigonalisable est semblable à une matrice diagonale par blocs de la forme :
T1

T2
. . .

Tp

, où pour tout i ∈ J1, pK, Ti est de la forme


λi ∗ · · · ∗

0 λi
. . . ...

... . . . . . . ∗
0 · · · 0 λi

.

" On retiendra que toute matrice trigonalisable est semblable à une matrice diagonale par blocs, avec
un bloc pour chaque valeur propre. Chacun de ces blocs est triangulaire et à termes diagonaux égaux.
En calculant le polynôme caractéristique de cette matrice, on obtient immédiatement :

Corollaire 9. Pour tout i ∈ J1, pK, dim Fλi
(u) = mi, où mi est la multiplicité algébrique de la valeur

propre λi.

" Pour tout i ∈ J1, pK le bloc Ti correspondant à la valeur propre λi, est donc de taille mi × mi.
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