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— Chapitre 12 : Suites et séries de fonctions —

Dans tout ce chapitre, E et F' désigneront deux K-espaces vectoriels de dimension finie, munis de normes
notées ||.|| et A désignera une partie non vide de E.

Dans les exemples, on aura en général £ =R et et FF'=K =R ou C.

On s’intéresse ici aux suites et aux séries de fonctions, i.e. aux suites de la forme (f,)nen ol pour tout
n € N, f,, est une fonction définie sur A et a valeurs dans F'.

On notera F(A, F') Pespace vectoriel des fonctions définies sur A et a valeurs dans F'.

On notera B(A, F') le sous-espace vectoriel des fonctions définies et bornées sur A et & valeurs dans F.

I. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE FONCTIONS.
I.1. CONVERGENCE SIMPLE.

Définition 1. On dit qu’une suite de fonctions (f,)nen converge simplement s’il existe f € F(A, F)

telle que pour tout z € A on ait : f,(z) = ().
n—-+0oo

Dans ce cas, on dira que (f)nen converge simplement vers f (sur A).

A On a évidemment unicité de la limite.

p
Exercice 1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,)nen définie pour tout n € N par :

fo + [0,1] — R
T = a™.

1.2. CONVERGENCE UNIFORME.

p
Rappel. On a défini une norme notée || - ||, sur l'espace vectoriel B(A, F) :

oo

Cette norme est appelée la norme de la convergence uniforme ou norme infinie.

Si B est une partie non vide de A et si f est une fonction définie sur A dont la restriction & B est bornée,
on notera :
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Définition 2. On dit qu’une suite de fonctions (fn)nen converge uniformément (sur A) s’il existe
f € F(AF) telle que :

Ve >0, Ing €N, Vn > ng, Vz € A, ||fu(z) — f(2)|| <&

Dans ce cas, on dira que (fn)nen converge uniformément vers f (sur A).

Cette définition se reformule ainsi :

Définition 3. On dit que une suite de fonctions (f,)nen converge uniformément (sur A) s’il existe
f € F(A,F) telle qu’a partir d’un certain rang la fonction f, — f est bornée, et telle que :

1= floe —>_0.

/A Nous ne sommes pas en train de dire que la convergence uniforme correspond a la convergence dans
'espace vectoriel normé (B(A, F), || - ||,)- En effet, ni les fonctions f,, ni la fonction f ne sont supposées
appartenir & B(A, F). Ce qui appartient & B(A, F) c’est seulement f, — f, et seulement & partir d’un
certain rang.

Interprétation géométrique.

On suppose ici que A est un intervalle de R et que F' = R.

Dire que la suite (f,)nen converge uniformément vers f
sur A signifie que pour tout € > 0, il existe un rang ng
a partir duquel le graphe de toutes les fonctions f, est
contenu dans la partie du plan définie par :

{(z,y) eR? |z € Aet f(z) —e<y< f(x)+e}.

p
Remarque importante.

e (fn)nen converge simplement vers f signifie :

e (fn)nen converge uniformément vers f signifie :

-

On en déduit que la convergence uniforme implique la convergence simple :

Proposition 1. Si (f,)nen converge uniformément vers f sur A, alors (f,)nen converge simplement
vers f sur A.

Ce résultat montre en particulier 'unicité de la limite uniforme.

Méthode. Pour étudier la convergence uniforme d’une suite de fonctions (fy,)nen, on pourra donc
commencer par déterminer une fonction f vers laquelle (f,,)ncn converge simplement, puis voir si cette
convergence est uniforme ou pas.
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( N
Exercice 2. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,)nen définie pour tout n € N
zn
et pour tout z € Ry par : fy(z) =e " —
n!

-

r

-

p
Exercice 3. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,)nen définie par :

fo 10,1 —- R

T = x™.

- J

A Lorsque (f,)nen ne converge pas uniformément vers f sur A, on se contentera parfois de la conver-
gence uniforme sur une partie non vide B de A.

( N
Exercice 4. On reprend l'exercice précédent. Montrer que pour tout a €]0,1[, la convergence est

uniforme sur [0, al.
S

e
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Proposition 2. Si (f,,)nen converge uniformément vers f sur A, alors pour toute suite (a,)nen d’éléments

de Aon a: Fulan) — flan) —s 0.

n—-+oo

p
Démonstration.

O
J

-

s 7
Méthode. Pour montrer que (f,)nen ne converge pas uniformément vers f, il suffit donc d’exhiber une

suite (a,)nen d’éléments de A telle que : fr,(an) — f(ay) et 0.
.

Remarque 2. On en déduit une autre solution de ’exercice 3.

-

s 7
Exercice 5. Soit (f,)nen une suite de fonctions de B(A, F) (ce qui signifie que pour tout n € N la
fonction f,, est bornée sur A). Montrer que si (f,,)nen converge uniformément vers une fonction f sur A,
alors f € B(A, F).

N\

r

- J

On déduit de I'exercice précédent, que dans le cas particulier des fonctions bornée, la convergence uni-
forme correspond a la convergence dans I’espace vectoriel normé (B(A, F), .||, )- Plus précisément :

Proposition 3. Soit (f,)nen une suite de fonctions de B(A, F'). La suite (fy,)nen converge uniformément
sur A si, et seulement si, elle converge dans I'espace vectoriel normé (B(A, F), |||, )-
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On comprend donc pourquoi la norme ||| est appelée la norme de la convergence uniforme.

Démonstration.

Démonstration.

II. CONTINUITE. DOUBLE LIMITE.
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p
Démonstration.

-

p
On en déduit une solution particulierement efficace de ’exercice 3.

Corollaire 1. Si les f,, sont continues sur A et si (f,)nen converge uniformément vers f sur A, alors f
est continue sur A.

( N
Remarque importante. Supposons que pour tout n € N, les f,, sont continues en a. Et supposons que

(fn)nen converge simplement vers f sur A.
Nous avons vu que la convergence simple ne suffit pas pour assurer de la continuité de f en a.
La convergence uniforme suffit, mais n’est pas toujours satisfaite.

Grace au caractere local de la continuité, pour prouver la continuité de f en a, il suffit de prouver la
converge uniforme vers f sur un voisinage de a (relatif dans A).

Par exemple, si I est un intervalle de R, et s’il y a convergence uniforme sur tout segment inclus dans I,
alors la fonction f sera continue en tout point de I.
.

Théoréme 2. Théoréme de la “double limite”. Soit @ un point adhérent a A. On suppose que :
e pour tout n € N, la fonction f,, admet une limite ¢,, € F en a,
e la suite (fy,)nen converge uniformément sur A vers une fonction f.

Alors, la suite (£, )nen admet une limite £ € F, et la fonction f admet £ pour limite en a. Autrement-dit :

lim ( lim f,,(z) ) = lim <nEToo fn(x)).

n—-+o0o T—ra

[Démonstration. Admis. EI]

Remarque 4.
1. Dans le cas ou toutes les fonctions f,, sont continues en a, I’égalité précédente donne :

Autrement-dit, on retrouve que

2. Dans le cas ou A est une partie de R non bornée, le théoréme précédent reste vrai avec a = +oo.
. J
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Exercice 6. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f, )nen- définie pour tout = € R
z\NT
par - fu(x) = (2)"

III. INTEGRATION D’UNE LIMITE UNIFORME SUR UN SEGMENT.

Dans cette partie, les fonctions sont définies sur un segment I de R et a valeurs dans K = R ou C.

Démonstration.
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Remarque 5. Cette démonstration prouve un peu mieux que le théoreme énoncé ici. Elle prouve que la
convergence uniforme sur un segment entraine la convergence en moyenne ; i.e. que si (f,,)nen converge
vers f dans I’espace vectoriel normé (C([a,b]), | - ||..), elle converge aussi vers f dans (C([a,b]), ]| -|;)-
Ceci découle simplement de I'inégalité des normes : |- ||; < (b—a)| - ||

Exercice 7. Montrer que la convergence uniforme sur un segment entraine la convergence en moyenne
quadratique ; i.e. que si (fy)nen converge vers f dans 'espace vectoriel normé (C([a,b]), |||, ), elle
converge aussi vers f dans (C([a,b]), | - [|5)-

A Ce théoréme fournit une méthode supplémentaire pour prouver qu’une suite de fonctions ne converge
pas uniformément :

Exercice 8. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (fn)nen définie pour tout n € N
et pour tout z € [0, 7] par : f,(x) = ncos(x)sin"(x).
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p
Démonstration.

-

p
Remarque 6. Grace a ce théoreme, on retrouve facilement le théoréme précédent.

IV. DERIVATION D’UNE SUITE DE FONCTIONS.

Dans cette partie, les fonctions sont définies sur un intervalle I de R d’intérieur non vide, et a valeurs
dans K =R ou C.

( A

Exercice 9. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (fn)nen= définie pour tout n € N*
1
et pour tout x € Ry par: f,(z) =1/z + —.
L n
p
N\ J

A On a vu que la limite uniforme d’une suite de fonctions continue est continue.

Mais cet exemple montre que la limite uniforme d’une suite de fonctions dérivables (méme de classe C>°)
peut ne pas étre dérivable.
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Démonstration.

O

A La démonstration précédente montre qu’il n’est pas nécessaire de supposer que la suite (fn)nen
converge simplement sur I, mais qu’il suffit de supposer la convergence de (f,,(a)) en au moins un élé-
ment a de I.

L’exemple suivant montre qu’on ne peut cependant pas s’affranchir de cette hypothese :

Exemple 1. Pour tout n € N, et pour tout z € [0, 1], on pose : f,(z) = x+n. La suite (f] )nen converge
uniformément sur [0, 1], mais la suite (f,,(a))nen ne converge en aucun a de [0, 1].

On obtient par récurrence le théoréme suivant :
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V. APPROXIMATION UNIFORME.

V.1. APPROXIMATION UNIFORME PAR DES FONCTIONS EN ESCALIER.

Définition 4. Une fonction f de [a, b] dans R est dite en escalier, il existe une subdivision o = (;)o<i<n
de [a, b] telle que f soit constante sur chaque intervalle de la forme |z;, z;41].
Une telle subdivision est dite adaptée a f.

Définition 5. Une fonction f de [a, b] dans R est dite continue par morceauz, s’il existe une subdivision
0 = (2;)ogi<n de [a,b] telle que pour tout i € [0,n —1] :

1. f soit continue sur |z;, z;11],

2. IiI_P [ et lim f existent et soient finies. Une telle subdivision est dite adaptée a f.

T; Tit1

/A Le point 2 équivaut au fait que la restriction f s 50| SOIL prolongeable par continuité & [z;, x;41].
./ )
’ . £/
I
A

(Remarque 7. Les fonctions continues et les fonctions en escalier sont continues par morceaux. )

Exemple 2. La fonction f définie sur [—1,1] par f(z) = % siz # 0 et f(0) =0 n’est pas continue par
morceaux sur [—1, 1].

Démonstration.
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Démonstration. 1. Pour montrer (1) nous allons d’abord traiter le cas continue.
o Soit f une fonction continue sur [a, b].

Soit € > 0. D’apres le théoréme de Heine, f est uniformément continue sur le segment [a, b], donc il existe
1n > 0 tel que : )
V(z,y) € [a, b, [z —y[ <n = [f(z) - fy)l <e

Soit (;)o<i<n une subdivision de [a, b] avec un pas constant ¢ tel que ¢ < 7.

(z;) si z <zx<xip

Pour tout x € [a,b], posons : ¢(z) = { ;(b) S z—b.
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V.2. APPROXIMATION UNIFORME PAR DES FONCTIONS POLYNOMIALES.

Théoréme 8. Théoréme de Weierstrass.

Toute fonction continue sur un segment y est limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales.

Si une fonction f est seulement continue par morceaux sur un segment [a,b] (mais pas continue). Ce
théoréeme est-il encore valable ?

VI. SERIES DE FONCTIONS.
VI.1. CONVERGENCE SIMPLE, UNIFORME ET NORMALE D’UNE SERIE DE FONCTIONS.
Soit (fn)nen une suite de fonctions définies sur une partie A de R et a valeurs dans F'.

Définition 6. On appelle série de terme général f,, la suite de fonctions (Sy,)nen définie par :

VReEN, Sp= Y fi

Soit n € N. 0<k<n
o Le terme u,, est appelé terme général de la série,
e Le terme S, est appelé somme partielle d’indice n de la série.

On note Y f,, la série de terme général f,,.

Définition 7. On dit que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur A si la suite de fonctions
(Sn)nen converge simplement sur A.

Dans ce cas, on appelle fonction somme de la série la fonction S définie sur A par :

n—-+oo

+oo
Vo €A, S(x) =) folz)= lim S,(x).
n=0

Définition 8. Sila série ) f,, converge simplement sur A, alors la somme de la série convergente >  fi
k>n+1

est notée R, et appelée le reste d’ordre n de la série Y u,, :

+oo

k=n-+1

Remarque 8. Si la série Y f,, converge simplement sur A, en notant respectivement S,, et R,, la somme
partielle et le reste d’ordre n, on a :

Définition 9. On dit que la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur A si la suite de fonctions
(Sn)nen converge uniformément sur A.

/A On rappelle que la convergence uniforme implique la convergence simple.
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Démonstration.

O

Définition 10. On dit que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur A si les fonctions f;,
sont bornées sur A (& partir d’un certain rang) et si la série numérique Y || fnl/co,4 converge.

Pour justifier la convergence normale, on se contentera en pratique d’une majoration || fy,|lco,.a < o, ol
ay, est le terme général (positif) d’une série numérique convergente.

sin(nx
Exemple 3. La série de terme général f,(z) = % converge normalement sur R puisque :
n

Démonstration.
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A La convergence normale est donc un outil efficace pour prouver la convergence uniforme. Néanmoins
la réciproque du théoreme précédent est fausse :

—1)n
Exercice 10. On pose pour tout n € N et z € [0,1] : fn(x) = u95”
n

1. Prouver que la série de terme général f,, converge uniformément sur [0, 1].

2. Montrer qu'il n’y a pas convergence normale.

VI.2. CONTINUITE. DOUBLE LIMITE.

Les théoréemes de continuité et de double limite s’adaptent évidemment au cas particulier des séries de
fonctions.

+oo ina

Exercice 11. Montrer que la fonction S : x — est continue sur R.

2
n=1 n

Remarque importante.
“+o0

Gréce au caractere local de la continuité, pour prouver la continuité de E fn en a, il suffit de prouver

n=0
la converge uniforme vers f sur un voisinage de a (relatif dans A).
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Exemple 4. Continuité de la fonction zéta de Riemann réelle.
La fonction zéta de Riemann réelle est la fonction notée ¢ et définie sur I =]1, +oo[ par :

+<><>1

((z) =) —.
n=1 n

Exercice 12. Etudier la convergence uniforme sur |1, 4+oo[ de la série de fonctions définissant la fonction
¢ de Riemann.

e N
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VI.3. INTEGRATION TERME A TERME D’UNE SERIE.

Dans cette partie, les fonctions sont définies sur un segment I de R et a valeurs dans K =R ou C.

Exemple 5.

VI1.4. DERIVATION TERME A TERME D’UNE SERIE.

Dans cette partie, les fonctions sont définies sur un intervalle I de R d’intérieur non vide, et a valeurs
dans K =R ou C.
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p
Exemple 6. Retour sur la fonction ¢ de Riemann réelle définie sur I =|1, +oo[ par :

+<>01

((z) = ne’

n=1
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