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— Programme de colle n°® 12 : du 15 au 19/12 —

Les exercices portent sur le chapitre 11 : version algébrique de la réduction.

CHAPITRE 11 - REDUCTION (2) - VERSION ALGEBRIQUE.

I. POLYNOMES D’UN ENDOMORPHISME, D’UNE MATRICE CARREE.

II. POLYNOMES ANNULATEURS. POLYNOME MINIMAL.

I1.1. Polynoéme annulateur et spectre.
I1.2. Polynéme minimal d’un endomorphisme.
I1.3. Polyndéme minimal d’une matrice carrée.
I1.4. Le théoréme de Cayley-Hamilton.
ITI. LEMME DE DECOMPOSITION DES NOYAUX.

La démonstration du lemme de décomposition est facultative. &

IV. POLYNOMES ANNULATEURS ET REDUCTION.

IV.1. Critere de diagonalisation.

IV.2. Endomorphisme induit.
Tup | Tu. Par conséquent, si u est diagonalisable, alors up est diagonalisable. %

IV.3. Critere de trigonalisation.
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V. ENDOMORPHISMES NILPOTENTS, MATRICES NILPOTENTES

Théoréme

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie égale a n. Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. u est nilpotent,

2. u" = 0g(m,

3. xu = X",

4. il existe une base B de E telle que Mp(u) est triangulaire supérieure stricte,
5. il existe une base B de E telle que Mp(u) est triangulaire inférieure stricte,
6. u est trigonalisable avec pour seule valeur propre 0.

On en déduit, en particulier, que si u est nilpotent, alors son indice de nilpotence est majorée par n.

Soit u un endomorphisme nilpotent et d son indice de nilpotence. Alors : 1, = X<

VI. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES A POLYNOMES ANNULATEURS SCINDES.

/A Cette partie doit étre particulierement bien connue.

Soit v un endomorphisme trigonalisable de F, et soit A une valeur propre de multiplicité algébrique m.
Le sous-espace vectoriel F)(u) = Ker ((u — AIdg)™) est appelé le sous-espace caractéristique associé a la
valeur propre A.

Ey(u) C F\(u) et Fx(u) est stable par u.
Si u est trigonalisable on obtient : E = Ker ((u — MIdg)™) @ --- @ Ker (v — ApIdg)™). &
Si A une valeur propre de u de multiplicité algébrique m, alors : dim Fj(u) = m.

Si w est trigonalisable, alors pour tout ¢ € [1,p], 'endomorphisme noté w; induit par w sur Fy, =
Ker ((u — N\Idg)™¢) est la somme d’une homothétie et d’'un endomorphisme nilpotent.

Version matricielle de ce résultat.

A Méme si cela fera I'objet d’un chapitre ultérieur, le théoréme spectral (version matricielle) a été
énoncé, et on a vu un contre-exemple pour une matrice symétrique a coefficients complexes.

CHAPITRE 12 - SUITES ET SERIES DE FONCTIONS.
A Cours uniquement.

I. MODES DE CONVERGENCE DES SUITES DE FONCTIONS.

Convergence simple. Convergence uniforme.

A\ Ne pas confondre la convergence uniforme sur A et la convergence dans l’espace vectoriel normé des
fonctions bornées sur A (B(A, F),| - ||,,)- En effet, pour la convergence uniforme ni les fonctions f,, ni la
fonction f ne sont supposées appartenir a B(A, F'). Ce qui appartient a B(A, F') c’est seulement f, — f,
et seulement a partir d’un certain rang.
Si (fn)nen converge uniformément vers f sur A, alors pour toute suite (a,)pen d’éléments de A on a :
fulan) — f(an) — 0.

n—-+oo
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Soit (fn)nen €t (gn)nen deux suites de fonctions qui convergent uniformément vers f et g respectivement.
Alors, pour tous scalaires (a, ) € K2, (afn + B9gn)nen converge uniformément vers o f + Bg.

II. CONTINUITE. DOUBLE LIMITE.
Soit a € A. Siles f, sont continues en a et si (f,,)nenw converge uniformément vers f sur A, alors f est
continue en a.
Théoréme de la « double limite ». Soit a un point adhérent a A. On suppose que :
e pour tout n € N, la fonction f,, admet une limite ¢,, € F en a,
e la suite (f,,)nen converge uniformément sur A vers une fonction f.

Alors, la suite (¢,,)nen admet une limite ¢ € F', et la fonction f admet £ pour limite en a. Autrement-dit :

lim ( lim f,, () ) — lim ( lim fn(x)).

n——+oo T—ra r—a \ n—+oo
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