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– Chapitre 13 : Séries entières –

Dans tout ce chapitre, (an) désigne une suite de nombres complexes.

I. Séries entières et rayon de convergence.

I.1. Définition d’une série entière.

Définition 1.
• On appelle série entière toute série de fonctions

∑
fn où fn est une application de C dans C de la

forme z 7→ anzn.
Cette série entière sera notée

∑
anzn.

• On appelle série entière de la variable réelle toute série de fonctions
∑

fn où fn est une application
de R dans C de la forme t 7→ antn.
Cette série entière sera notée

∑
antn.

" Bien qu’une série entière se note abusivement
∑

anzn, c’est bien une série de fonctions et non pas
une série numérique.

Exemples de référence.
∑

zn,
∑

zn

n! ,
∑

nzn,
∑

zn

n .

" Le premier objectif de ce chapitre, est de savoir déterminer le domaine de convergence de la série,
rien qu’en regardant les coefficients an.

I.2. Rayon de convergence d’une série entière.

Théorème 1. Lemme d’Abel.
Soit un réel r0 > 0. Si la suite (anrn

0 ) est bornée, alors pour tout z ∈ C tel que |z| < r0, la série
∑

an zn

converge absolument.

Démonstration. Soit z tel que |z| < r0.

Alors pour tout n ∈ N : |an zn| = |an| rn
0 ×

(
|z|
r0

)n

= O

((
|z|
r0

)n)
, puisque la suite (anrn

0 ) est bornée.

Or, 0 ⩽ |z|
r0

< 1, donc la série géométrique de raison
(

|z|
r0

)n

converge.

Par comparaison de séries à terme général positif, la série de terme général |an zn| converge.

- 2

Définition 2. On appelle rayon de convergence de la série entière
∑

an zn l’élément R de [0, +∞] défini
par :

R = sup{r ∈ R+ | (anrn) est bornée}.
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Remarque importante. Notons I = {r ∈ R+ | (anrn) est bornée}.
I est non vide puisque 0 ∈ I. Ainsi, I admet bien une borne supérieure dans [0, +∞].

Remarque 2. I est un intervalle. En effet, il est clair que si r est un élément de I alors [0, r] ⊂ I.

Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence R de la série
∑

zn.

Soit r ∈ R+.
Si r > 1, alors la suite (rn) n’est pas bornée. Donc, I ⊂ [0, 1] donc R ⩽ 1.
Si r = 1, alors la suite (rn) est bornée. Donc 1 ⩽ R. Donc R = 1.
Ici on a donc I = [0, 1].

Remarque 3. On montre de même que le rayon de convergence des séries
∑

zn

n et
∑

zn

n2 est 1.

Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence R de la série
∑

zn

n! .

-

Dans la suite, R désignera le rayon de convergence de la série entière
∑

an zn.

I.3. Domaine de convergence. Disque ouvert de convergence.

Théorème 2. Soit z ∈ C.
1. Si |z| < R alors la série

∑
an zn converge absolument.

2. Si |z| > R alors la série
∑

an zn diverge grossièrement.
Par contraposée, si

∑
an zn converge, alors |z| ⩽ R.

Démonstration. Soit z ∈ C.

1. Supposons |z| < R. Alors, il existe un réel r0 ∈ I tel que |z| < r0.
Comme r0 ∈ I on a : (anrn

0 ) est bornée.
Or, |z| < r0 donc, d’après le lemme d’Abel,

∑
an zn converge absolument.

2. Supposons |z| > R. Alors |z| /∈ I i.e. (an|z|n) est non bornée, donc (anzn) est non bornée donc la série∑
an zn diverge grossièrement.

2

15 décembre 2025. Nicolas HUBERT Page n°2.

https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/


Lycée Jeanne d’Albret – MP – 2025-2026. Page n°3.

Corollaire 1. Les ensembles suivants ont tous les 4 pour borne supérieure dans [0, +∞] le rayon de
convergence R de la série

∑
an zn :

I1 = {r ∈ R+ | (anrn) est bornée} I2 = {r ∈ R+ | (anrn) converge vers 0}
I3 = {r ∈ R+ |

∑
an rn converge} I4 = {r ∈ R+ |

∑
an rn converge absolument}.

Démonstration. On a clairement I4 ⊂ I3 ⊂ I2 ⊂ I1 d’où : sup I4 ⩽ sup I3 ⩽ sup I2 ⩽ sup I1 = R.
Soit r ∈ [0, R[. D’après le point 1 du théorème précédent, on a : r ∈ I4.
On a ainsi : [0, R[⊂ I4. Donc, R ⩽ sup I4.

- 2

Définition 3. Soit
∑

an zn une série entière de rayon de convergence R > 0.
1. On appelle disque ouvert de convergence et l’on note D ou D(0, R) la boule ouverte de rayon R :

D = D(0, R) = {z ∈ C | |z| < R}.
2. On appelle intervalle ouvert de convergence, l’intervalle ] − R, R[ i.e. D ∩ R.
3. On notera C ou C(0, R) sa frontière, i.e. le cercle de rayon R :

C = C(0, R) = {z ∈ C | |z| = R}.
4. On notera D l’adhérence de D, i.e. le disque fermé de rayon R :

D = {z ∈ C | |z| ⩽ R} = D ∪ C.
5. On appelle domaine de convergence et on notera Ω l’ensemble des z ∈ C pour lesquels la série entière
converge (simplement), et on appellera somme de la série entière, l’application S définie par :

∀z ∈ Ω, S(z) =
+∞∑
n=0

an zn.

Remarque importante. Si R > 0 alors le théorème 2 se reformule donc ainsi :
�� ��D ⊂ Ω ⊂ D .

Dans le cas de la variable réelle on obtient : ] − R, R[⊂ Ω ∩ R ⊂ [−R, R].

" Si R = +∞ alors : D = Ω = D = C, et C = ∅.

Exercice 3. Pour chacune des 3 séries suivantes, dire si les inclusions D ⊂ Ω et Ω ⊂ D sont strictes ou
pas :

∑
zn,

∑
zn

n ,
∑

zn

n2 .

1. Pour la série
∑

zn on a R = 1 et Ω = D.

2. Pour la série
∑

zn

n on a R = 1 et D ⊊ Ω ⊊ D. On a déjà vu que : Ω = D \ {1}.
3. Pour la série

∑
zn

n2 on a R = 1 et Ω = D.

" On retiendra que déterminer le domaine de convergence nécessite une étude plus approfondie que
le seul calcul du rayon de convergence. Le cercle C de rayon R est parfois appelé le cercle d’incertitude
puisque si z ∈ C, on ne sait pas, a priori, si la série converge en ce point.
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I.4. Détermination du rayon de convergence.

Proposition 1. Soit
∑

an zn et
∑

bn zn deux séries entières de rayon de convergence respectif Ra et Rb.
1. Si |an| ⩽ |bn|, alors Ra ⩾ Rb.
2. Si an = O(bn), alors Ra ⩾ Rb.
3. Si an ∼ bn, alors Ra = Rb.

Démonstration.

1. Soit r ∈ R+ tel que r < Rb. Alors, la suite (bn rn)n est bornée.
L’inégalité |an| ⩽ |bn| donne |an| rn ⩽ |bn| rn.
Ainsi, la suite (an rn)n est également bornée. Donc, r ⩽ Ra.
On a montré que : [0, Rb[⊂ [0, Ra].
On en déduit que Rb ⩽ Ra.
2. Si an = O(bn) alors, il existe une constante M > 0 tel qu’à partir d’un certain rang : |an| ⩽ M × |bn|.
Or, la série de terme général M × bn a pour rayon de convergence Rb. Le point précédent donne :
Ra ⩾ Rb.
3. Si an ∼ bn, alors an = O(bn) et bn = O(an), et le second point donne Ra ⩾ Rb et Ra ⩽ Rb.

2

Proposition 2. Règle de d’Alembert.
Soit

∑
an zn une série de rayon de convergence R.

Supposons qu’il existe un rang n0 tel que : ∀n ⩾ n0, an ̸= 0.

Supposons aussi que la suite
(∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣)
n⩾n0

admette une limite L ∈ [0, +∞].

Si L ∈ R∗
+ alors R = 1

L . Si L = 0 alors R = +∞. Si L = +∞ alors R = 0.

Démonstration. -
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Soit z ∈ C∗.
On va appliquer la règle de d’Alembert des séries numériques à la série de terme général an zn.
1er cas : L ∈ R∗

+.

Pour tout n ⩾ n0,
∣∣∣an+1zn+1

anzn

∣∣∣ =
∣∣∣an+1

an

∣∣∣× |z| −→
n→+∞

L × |z|.

La règle de d’Alembert des séries numériques donne :
• Si L × |z| < 1 i.e. |z| < 1

L , alors la série converge. Donc R ⩾ 1
L .

• Si L × |z| > 1 i.e. |z| > 1
L , alors la série diverge. Donc R ⩽ 1

L .
Conclusion : R = 1

L .
2ème cas : L = 0.
Pour tout n ⩾ n0,

∣∣∣an+1zn+1

anzn

∣∣∣ =
∣∣∣an+1

an

∣∣∣× |z| −→
n→+∞

0 < 1.

Donc, la série converge pour tout z ∈ C∗. Donc R = +∞.
3ème cas : L = +∞.

Pour tout n ⩾ n0,
∣∣∣an+1zn+1

anzn

∣∣∣ =
∣∣∣an+1

an

∣∣∣× |z| −→
n→+∞

+∞ > 1.

Donc, la série diverge pour tout z ∈ C∗. Donc R = 0.
- 2

" La règle de d’Alembert ne s’applique pas à toutes les séries entières puisqu’il faut que la suite (an)
ne s’annule pas à partir d’un certain rang.

Proposition 3. Série entière « dérivée ».
Les séries entières

∑
anzn et

∑
nanzn ont même rayon de convergence.

Démonstration. Notons R et R′ les rayons de convergence respectifs des séries (
∑

anzn) et (
∑

nanzn).
• Pour tout n ∈ N∗, |an| ⩽ |nan|, et donc R ⩾ R′.
• Soit r ∈ R+ tel que r < R. Soit s ∈ R+ tel que r < s < R. Alors pour tout entier n :

nanrn = ansn × n
(r

s

)n

.

Or, la suite (ansn) est bornée puisque s < R, et
(
n
(

r
s

)n) converge vers 0 puisque 0 ⩽ r
s < 1.

Rappel : pour tout q ∈ [0, 1[ qn = o( 1
n ).

Donc la suite (nanrn) est bornée, d’où r ⩽ R′.
On a montré que : [0, R[⊂ [0, R′].
On en déduit que R ⩽ R′.

- 2
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Remarque importante. Soit
∑

anzn une série entière de rayon de convergence R. Soit r ∈ R+.
• Si la suite (anrn) est bornée alors, r ⩽ R.
• Si r < R, alors la suite (anrn) est bornée.

Exemple 1. La série entière
∑ zn

n2025 a un rayon de convergence égale à :

I.5. Somme de deux séries entières.

Soit
∑

anzn et
∑

bnzn deux séries entières de rayon de convergence respectif Ra et Rb.

Proposition 4. Le rayon de convergence R de la série
∑

(an + bn)zn vérifie R ⩾ min{Ra, Rb}, et si
Ra ̸= Rb, alors R = min{Ra, Rb}.
De plus, pour tout z ∈ C tel que |z| < min{Ra, Rb} on a :

+∞∑
n=0

(an + bn)zn =
+∞∑
n=0

anzn +
+∞∑
n=0

bnzn.

Démonstration.
Soit z ∈ C tel que |z| < min{Ra, Rb}. Alors |z| < Ra et |z| < Rb, donc les deux séries numériques∑

anzn et
∑

bnzn convergent. Par somme, la série numérique
∑

(an + bn)zn converge, donc |z| ⩽ R.
Ainsi, R ⩾ min{Ra, Rb}.
D’autre-part, la convergence des deux séries numériques

∑
anzn et

∑
bnzn donne l’égalité :

+∞∑
n=0

(an + bn)zn =
+∞∑
n=0

anzn +
+∞∑
n=0

bnzn.

Cas particulier Ra ̸= Rb. Supposons par exemple Ra < Rb.
Soit z ∈ C tel que Ra < |z| < Rb. Alors, la série numérique

∑
anzn diverge, et la série numérique∑

bnzn converge. Par somme, la série numérique
∑

(an + bn)zn diverge. Donc, R ⩽ |z|. Ainsi, R ⩽ Ra

i.e. R ⩽ min{Ra, Rb}.
Or, on a déjà montré que R ⩾ min{Ra, Rb} d’où l’égalité.

- 2

Remarque importante. Soit
∑

anzn une série entière de rayon de convergence R. Soit z ∈ C.
• Si la série (

∑
anzn) converge alors, |z| ⩽ R.

• Si |z| < R, alors la série (
∑

anzn) converge.
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I.6. Produit de Cauchy de deux séries entières.

Rappel. Produit de Cauchy de deux séries numériques absolument convergentes.
Soit

∑
an et

∑
bn deux séries absolument convergentes. Pour tout n ∈ N on pose :

cn =
n∑

k=0
akbn−k.

On montre que la série
∑

cn converge absolument et que :
+∞∑
n=0

cn =
(+∞∑

n=0
an

)(+∞∑
n=0

bn

)
.

Définition 4. On appelle produit de Cauchy des séries entières
∑

anzn et
∑

bnzn la série entière
∑

cnzn

où cn est défini pour tout n ∈ N par :
cn =

n∑
k=0

akbn−k.

Proposition 5. Le rayon de convergence R de la série produit de Cauchy
∑

cnzn vérifie :

R ⩾ min{Ra, Rb}.

De plus, pour tout z ∈ C tel que |z| < min{Ra, Rb} on a :
+∞∑
n=0

cnzn =
(+∞∑

n=0
anzn

)(+∞∑
n=0

bnzn

)
.

Démonstration.

2

" Pour le produit de Cauchy, même si Ra ̸= Rb, alors on ne peut pas conclure que R = min{Ra, Rb} :

Exercice 4. On considère les séries entières
∑

anzn avec a0 = 1, a1 = −1 et an = 0 pour n ⩾ 2 et
∑

zn.
Déterminer le rayon de convergence et la somme de leur produit de Cauchy.

-
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Exemple 2. -

II. Continuité de la somme d’une série entière de la variable complexe.
Théorème 3. Une série entière converge normalement (et donc uniformément) sur tout disque fermé
centré en 0 et contenu dans son disque ouvert de convergence.

Démonstration.
Soit r < R. On doit prouver la convergence normale sur l’ensemble {z ∈ C | |z| ⩽ r}.
On a : sup

|z|⩽r

|anzn| = |an|rn qui est le terme d’une série convergente puisque r < R.

2

Plus généralement :

Théorème 4. Une série entière converge normalement (et donc uniformément) sur tout compact contenu
dans son disque ouvert de convergence.

C’est en particulier le cas sur toute boule fermée (quelque soit son centre) contenue dans le disque ouvert
de convergence.

Démonstration.
Soit K un compact tel que K ⊂ D où D est le disque ouvert de convergence.
L’application z 7→ |z| est continue sur le compact K, donc admet un maximum r atteint en un point z0
de K.
Or, K ⊂ D donc z0 ∈ D donc |z0| < R i.e. r < R.
On a ainsi : sup

z∈K
|anzn| = |an|rn qui est le terme d’une série convergente puisque r < R.

2

" Il n’y a, en revanche, pas toujours convergence normale, ni même uniforme, sur le disque ouvert de
convergence.

Exercice 5. Montrer que la série
∑

zn de rayon de convergence R = 1 ne converge pas uniformément
sur le disque ouvert de convergence.

Son terme général ne converge pas uniformément vers 0 sur le disque ouvert de convergence D.
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On rappelle que l’on note D le disque ouvert de convergence, Ω l’ensemble des z ∈ C pour lesquels la
série entière converge (simplement), et S l’application définie sur Ω par :

∀z ∈ Ω, S(z) =
+∞∑
n=0

an zn.

Théorème 5. La fonction S est continue sur le disque ouvert de convergence.

Démonstration.
Tout point z de D admet un voisinage compact, noté V , inclus dans D.
D’après le corollaire précédent, la convergence est uniforme sur V .
Or, les fonctions z 7→ anzn sont continues sur V , donc S est continue sur V donc en z.

2

III. Régularité de la somme d’une série entière de la variable réelle.

III.1. Continuité de la fonction somme.

Nous nous intéressons maintenant au cas de la variable réelle, que nous noterons t pour ne pas confondre
avec ce qui précède.
Dans ce cas, la somme S de la série est définie sur l’intervalle ouvert de convergence, mais peut-être aussi
en R ou en −R dans certains cas.

Théorème 6. Théorème d’Abel radial.
Soit

∑
an tn une série entière de rayon de convergence R > 0.

Si la série numérique
∑

an Rn converge alors :
+∞∑
n=0

an tn −→
t→R−

+∞∑
n=0

an Rn.

Autrement-dit, si S est définie en R, alors S est continue en R.

Démonstration. Admis. 2

Ce théorème est également valable en −R.

Corollaire 2. La somme d’une série entière de la variable réelle est continue sur l’intervalle de convergence
(i.e. en tout point où la série converge).

III.2. Dérivabilité de la fonction somme.

Théorème 7. Soit
∑

an tn une série entière de rayon de convergence R > 0.

On note S : t 7→
+∞∑
n=0

antn sa somme. La fonction S est de classe C1 sur ] − R, R[ et l’on peut dériver

terme à terme :
∀t ∈] − R, R[, S′(t) =

+∞∑
n=0

nan tn−1.
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" On a déjà vu que la série
∑

nan tn−1 est également de rayon de convergence R.

Démonstration.

- 2

Corollaire 3. La somme d’une série entière est de classe C∞ sur l’intervalle ouvert de convergence et ses
dérivées s’obtiennent par dérivation terme à terme.

Démonstration.

- 2

Exemple 3. Notons S la somme de la série entière
∑

tn :

∀t ∈] − 1, 1[, S(t) =
+∞∑
n=0

tn =
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Corollaire 4. Soit
∑

an tn une série entière de rayon de convergence R > 0 et de somme S. Alors :

∀p ∈ N, ap = S(p)(0)
p! .

Démonstration.

- 2

Proposition 6. Unicité du développement en série entière.
Soit

∑
an tn et

∑
bn tn deux séries entières de rayon de convergence strictement positif. S’il existe α > 0

tel que :

∀t ∈]0, α[,
+∞∑
n=0

an tn =
+∞∑
n=0

bn tn,

alors, pour tout n ∈ N, an = bn.

Démonstration.

- 2

Exercice 6. Que peut-on dire des coefficients d’une série entière
∑

an tn lorsque la somme S est une
fonction paire sur ] − R, R[ ?
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-

Proposition 7. Primitivation d’une série entière.
Soit

∑
an tn une série entière de rayon de convergence R > 0 et de somme S. Alors une primitive de S

sur ] − R, R[ est donnée par :

∀t ∈] − R, R[, F (t) =
+∞∑
n=0

an

n + 1 tn+1.

Démonstration.

- 2

IV. Développements en série entière.

IV.1. Fonctions développables en série entière.

Définition 5. Soit U un voisinage de 0 contenu dans C et f une fonction définie sur U et à valeurs dans
C. Soit un réel r > 0.
On dit que f est développable en série entière sur D(0, r) s’il existe une série entière

∑
an zn telle que :

∀z ∈ D(0, r), f(z) =
+∞∑
n=0

an zn.

S’il existe un tel réel r > 0, on dit simplement que f est développable en série entière au voisinage de 0.

Exemple 4. Toute fonction polynomiale est développable en série entière sur C.

Exemple 5. La fonction z 7→ 1
1−z est développable en série entière sur D(0, 1) puisque :

∀z ∈ D(0, 1), 1
1 − z

=
+∞∑
n=0

zn.
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Exemple 6. La fonction exponentielle définie sur C est développable en série entière sur C puisque :

∀z ∈ C, ez =
+∞∑
n=0

zn

n! .

Proposition 8. Si f et g sont des fonctions développables en série entière sur D(0, r), alors f + g , αf
et fg sont développables en série entière sur D(0, r).

Démonstration. - 2

Et comme la fonction nulle est évidemment développable en série entière au voisinage de 0 :

Corollaire 5. L’ensemble des fonctions définies sur U et développables en série entière au voisinage de
0 est un sous-espace vectoriel de F(U,C).

Proposition 9. Si f est développable en série entière sur ] − r, r[, alors les dérivées successives et les
primitives de f sont développables en série entière sur ] − r, r[.

Démonstration. - 2

IV.2. Développements usuels (variable réelle).

Proposition 10. Pour tout x ∈ R on a :

sh x =
+∞∑
n=0

x2n+1

(2 n + 1)! = x + x3

3! + x5

5! + x7

7! + · · ·

ch x =
+∞∑
n=0

x2n

(2 n)! = 1 + x2

2! + x4

4! + x6

6! + · · ·

sin x =
+∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2 n + 1)! = x − x3

3! + x5

5! − x7

7! + · · ·

cos x =
+∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2 n)! = 1 − x2

2! + x4

4! − x6

6! + · · ·
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Proposition 11. Pour tout x ∈] − 1, 1[ on a :

ln(1 + x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 xn

n
= x − x2

2 + x3

3 − x4

4 + · · ·

arctan x =
+∞∑
n=0

(−1)n x2 n+1

2 n + 1 = x − x3

3 + x5

5 − x7

7 + · · ·

Démonstration.
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Remarque 7. En remplaçant x par −x dans le développement en série entière de la fonction
x 7→ ln(1 + x), on obtient :

Remarque importante.

Proposition 12. Soit α ∈ C.

∀x ∈ ] − 1, 1[, (1 + x)α =
+∞∑
n=0

α (α − 1) . . . (α − n + 1)
n! xn.
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