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{ — TD 12 : Suites et séries de fonctions —

Exercice 1. Soit u,, : [0,1] — R définie par :

" Inz  sixze]0,1]
“E=0 0 a0

Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (u,,) sur [0, 1].

Exercice 2. Etudier la convergence uniforme de f, : [0, +00[ — R définie par

_ x
on(l4an)

Exercice 3. Soit f, : [0,1] — R définie par :

fole) = { n*z(l —nz) sizel0,1/n]

0 sinon.

1. Etudier la convergence simple de la suite (f,,) sur [0, 1].

2. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,) sur [0,1].

3. Calculer : )
| faoa
0

et retrouver le résultat de la question précédente.

4. Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] pour tout a €]0, 1].

Exercice 4. Soit f, : Ry — R définie pour n € N* par :

fn(l‘)Z{ (1—2) size0,n]

0 six > n.
1. Etudier la convergence simple de la suite (fn) sur Ry.
2. Soit n € N*. Etudier les variations de la fonction h,, définie sur [0, n[ par :
hn(z) = (n—1)In(1 —z/n) + .

Pour tout n € N*, on note : g, = f — f, ou f désigne la limite simple de (f,,) sur R;.

3. Montrer la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) sur R;.

(="
n+x2’

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de terme général f,,.

Exercice 5. On pose pour tout n € N* et x € R : f,(x) =
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Exercice 6. Soit ’application définie sur Ry : f, : z +— '
n!

1. Etudier la convergence (dire s'il y a convergence simple, uniforme) de la suite (f,) sur Ry.

2. On s’intéresse maintenant & la série de fonctions Y f,. Montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme
sur R4, mais qu’il y a convergence uniforme sur tout segment [0, a] avec a > 0.

Exercice 7. Soit f :[0,1] — R continue et f, : [0,1] — R définie par :

fn(z) = 2" f(2).

1. On suppose que la suite de fonction (f,) converge uniformément sur [0, 1]. Montrer que f(1) = 0.

2. On suppose que la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur [0, 1]. Montrer que f(1) = 0,
que f est dérivable en 1 et que f'(1) =0.

Exercice 8. Fonction éta de Dirichlet.

On pose : +o0

Montrer que la fonction 1 est définie et de classe C' sur R7.

Exercice 9. Fonction zéta de Riemann réelle.
La fonction ¢ de Riemann réelle est définie sur I =1, +oo[ par :

+001

((z) = o
n=1

1. Calculer sa limite en +oo.

2. A I'aide d’une comparaison série-intégrale, déterminer un équivalent en 17.

Exercice 10. Méthode des moments.

Soit deux réels a et b avec a < b et f : [a,b] — R une fonction continue. On suppose que :

b
Vn e N, / FO)t"dt = 0.

Montrer que f est identiquement nulle.

Indication : on pourra utiliser un théoréme important de ce chapitre.

Exercice 11. Lemme de Lebesgue.
Soit f une fonction réglée sur [a,b]. Montrer que :

b
/f(t)ei"tdt — 0.

—+o0

Exercice 12. Un théoréme de Dini.

Soit deux réels a et b avec a < b. Soit (f,) une suite de fonctions continues sur [a,b] qui converge
simplement vers une fonction f continue sur [a,b]. On suppose que pour tout x € [a, b], la suite (f,(z))
est croissante. Montrer que la convergence est uniforme.
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