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— Chapitre 14 —
Théoreme de convergence dominée - Intégrales a parametre

I. THEOREMES DE CONVERGENCE DOMINEE ET D’INTEGRATION TERME A TERME.

I.1. LE THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE.

A Prouver I'intégrabilité de f est immédiat. Mais tout l'intérét de ce théoreme réside dans l'interversion
entre la limite et I'intégrale.

Exercice 1. Intégrales de Wallis.

Z
Montrer que : / sin(t)" dt — 0.
0 n—+00

Exemple 1. La suite de fonctions (f,,) définie par f, : z — e‘x% converge simplement sur Ry vers la
fonction nulle. Le théoréme de convergence dominée ne peut s’appliquer sur [0, 4+o00].
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A 1l faut bien noter que, dans I’énoncé du théoreme de convergence dominée, I'intervalle d’intégration
est fixe. Lorsque l'intervalle d’intégration dépend de n, on pourra parfois contourner cette difficulté en
prolongeant la fonction par la fonction nulle.

p
Exercice 2. Montrer que :

vn 1 +oo
— = d

2

" du.
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Grace a la caractérisation séquentielle de la limite d’une fonction, on obtient une version a parametre
réel du théoréme de convergence dominée :

1.2. LE THEOREME D’INTEGRATION TERME A TERME.

Remarque importante.

N

N

J

[Exercice 3. Montrer que : +oo +oo
J

5 janvier 2025. NicoLas HUBERT Page n°3.


https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/

LYCEE JEANNE D’ALBRET — MP — 2025-2026. Page n°4.

S J

/A L’hypothése demandée est assez forte : si elle n’est pas satisfaite, on pourra essayer d’appliquer le
théoréeme de convergence dominée a la suite des sommes partielles. Ce sera souvent le cas lorsqu’on
rencontrera une série de fonctions « alternée ».

( R
Exercice 4. Soit (u,) une suite croissante de réels strictement positifs qui tend vers I'infini. Montrer
Pexistence des deux quantités suivantes ainsi que 1’égalité :

400 [+ +oo (_1)n
/0 Z(—l)”e_““w do = Z Tu

n=0 n=0

5 janvier 2025. NicoLas HUBERT Page n°4.


https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/

LYCEE JEANNE D’ALBRET — MP — 2025-2026. Page n°5.

II. REGULARITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE.

II.1. CONTINUITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE.

N

g
Démonstration. On va utiliser la caractérisation séquentielle de la continuité et le théoréme de conver-
gence dominée.
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p
Exercice 5. Montrons la continuité sur R de la fonction g définie pour tout = € R par :

g(z) = /0 h e 'sin(xt) dt.

-

A En pratique, lorsque A est un intervalle de R, on pourra se contenter d’une domination sur tout seg-
ment inclus dans A. On parle alors de domination locale.

(Exercice 6. La fonction gamma d’Euler.
“+ o0
C’est la fonction notée I' et définie par : I'(z) = / t*Le tdt.
0
1. Montrer que le domaine de définition de I" est R .

2. Montrer que I' est continue sur R .
.

r
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A On peut montrer que la fonction gamma est définie sur 'ensemble {z € C | Rez > 0}.

On obtient alors que la fonction gamma est continue sur 'ensemble {z € C | Re z > 0}.

/A Lorsque que l'intervalle d’intégration I est un segment, une majoration par une constante suffit
puisque les constantes sont intégrables sur un segment.

rExercice 7.
. L 1 cos(xt) .
1. Montrer que la fonction g définie sur R par g(z) = T+ dt est continue sur R.
0
Un pcost
2. En déduire la valeur de : lim — 55 dt.
n—+oo [ 1+ n2t2
.
p
. J

A\ Lorsque que 'intervalle d’intégration I est un segment [a, b]. Si la fonction f est continue sur le pro-
duit cartésien A x [a, b] on obtient, localement, une majoration par une constante.

Traitons, par exemple, le cas ot A est un intervalle de R.
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I1.2. DERIVABILITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE.

Démonstration.
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rExercice 8. La fonction gamma d’Euler.

Montrer que la fonction I' définie sur R par :

est de classe C! sur R.
.

r
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[Exercice 9. Montrer que la fonction I' est de classe C* sur R. J

e N
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