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— TD 13 : Séries entiéres. —

Exercice 1. Soit Y a,2" une série entiére de rayon de convergence R.
1. Que peut-on dire du rayon de convergence de > (—1)"a,z" ?

2. Donner un exemple de suite (ay,,), pour lequel > a,2™ et > (—1)"a,2" n’ont pas le méme domaine de
convergence.

Exercice 2. La régle de d’Alembert.

Le but de cet exercice, est de donner un contre-exemple & la réciproque de la régle de d’Alembert. Pour
ce faire, on considére la suite (a,) définie par : Vn € N, as;, = agp11 = QL

1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére > a,z™.

).

Le but de cet exercice, est de donner un contre-exemple & la convergence uniforme sur le disque ouvert
de convergence, noté D(0, R). Pour ce faire, on considére la série entiére > 2™.

2. Prouver la divergence de la suite (‘ %

Exercice 3. Convergence uniforme.

1. Rappeler son rayon de convergence, noté R.

2. Prouver qu’il n’y a pas convergence uniforme sur D(0, R).

Exercice 4. Soit a, le n-eme chiffre dans le développement décimal de 7 : a9 = 3,a1 = 1,a2 = 4.

Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Y a,2".

Exercice 5. Déterminer le rayon de convergence des séries entieres :
2 n
n“+1 , 02 Inn ,, n" 5.
> e YA g
Exercice 6. Un cas particulier du théoréme d’Hadamard.
Soit (a,) une suite telle que {/a, e L avec £ € Ry U {+o0}.

ntrer qu rayon nvergen érie entier anz™ véri = 3 av nvention:
Montre e le rayon de convergence R de la série entiere n2" vérifie R }aeclesco entions

habituelles dans le cas ou ¢ € {0, +o0}.

Exercice 7. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

Z dp,z" et Z sz,

n>=1 n>=1

ou d, et s, désignent respectivement le nombre et la somme des diviseurs supérieurs a 1 de 'entier n.

Exercice 8. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere :

1 1\
S+ s+ 4=
2 n
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Exercice 9. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére : E —z
n

Exercice 10. Soit Y a,2" une série enti¢re de rayon de convergence R.

Déterminer le rayon de convergence de E azz".

Exercice 11. Soit > a,2™ une série entiére de rayon de convergence R.

, . Qn
Déterminer le rayon de convergence de E —'z”.
n!

Exercice 12. Soit Y a,2™ une série entiére de rayon de convergence R. On pose : by, et on

_ n
1+ ay]
note R’ le rayon de convergence de 3 b, z"™.

1. Montrer que R’ > max(1, R).

2. Etablir que si R’ > 1 alors R’ = R.

3. Montrer que R’ = max(1, R).
Exercice 13. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere : Zsin (7?\/ n? + 1)2".

Exercice 14. Déterminer un développement en série entiere au voisinage 0 des fonctions suivantes :
1. f:z— In(l+ 2 —22?),
2. g:xIn(l+x+2?).

Exercice 15. Prouver l'existence d’un développement en série entiere au voisinage 0 pour la fonctions f

définie par : f(z) = —1—.

Exercice 16. Déterminer, par la méthode de I’équation différentielle, le développement en série entiere
au voisinage de 0 de la fonction définie par : f(z) = %

Exercice 17. Déterminer, par la méthode de I’équation différentielle, le développement en série entiere
au voisinage de 0 de la fonction définie par : f(x) = sh (arcsinz).

Exercice 18. Soit f la fonction définie sur R par :

1. BEtudier la parité de f.
2. Déterminer, par la méthode de I’équation différentielle, son DSE au voisinage de 0.

sinx
Exercice 19. Montrer que la fonction f définie sur R* par f(z) = se prolonge a R en une fonction
x

de classe C*.

Exercice 20. Formule de Cauchy - Théoréme de Liouville.
On considére une série entiére Y . a, 2™ de rayon de convergence R €]0, +00] et de somme S.
1 27

1. Montrer que pour tout réel r tel que 0 < r < R, et tout n € N, on a : a,r" = o S(re?)e=? do.
T Jo

2. On suppose maintenant que R = +oco et que S est bornée sur C. Montrer que S est constante.
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