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— Programme de colle n°® 14 : du 12 au 16/01 —

Les questions de cours portent sur tout ce qui suit.
Les exercices portent sur les séries entieres, et les séries de fonctions.
/A On ne posera pas de développement en série entiére cette semaine.

Les démonstrations a connaitre sont indiquées par le symbole %

— CHAPITRE 14 —

THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE - INTEGRALES A PARAMETRE
/A Cours uniquement.

A Ces 5 théorémes sont a connaitre parfaitement :

- théoréme de convergence dominée,

- théoréme d’intégration terme a terme,

- théoréme de continuité d’une intégrale a parametre

- théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre (version C')

- théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre (version C").

I. THEOREMES DE CONVERGENCE DOMINEE ET D’INTEGRATION TERME A TERME.

I.1. Le théoréme de convergence dominée.

Savoir montrer que (corrigé page suivante) :

Vn 1 +o0 )
— d — T du. &
/; (1 —+ UQ/TL)n v n—-+oo © v

I.2. Le théoreme d’intégration terme a terme.

Savoir montrer que :

feo X1
dt = E —_— SN
/0 et —1 n?2

n=1

II. REGULARITE D’UNE INTEGRALE A PARAMETRE.

II.1. Continuité d’une intégrale & paramétre.

Continuité de la fonction gamma d’Euler sur R}. &

I1.2. Dérivabilité d’une intégrale & parametre.

Théoréme de dérivation d’une intégrale 4 paramétre (version C').
Savoir montrer que la fonction gamma d’Euler est de classe C! sur Ri. =&

Théoreme de dérivation d’une intégrale & paramétre (version CF).
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Pour n € N*, on considére la fonction f, définie, pour tout v € R4, par :

1
- - iu<
fn(u) _ (1 I uz/n)n S1 U \/ﬁ
0 sinon

On va utiliser le théoréme de convergence dominée.

1. Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur R;.

2. Soit u > 0. On a :

frn(u) = exp (—nln(l + u2/n))) et —nln(1 +u?/n)) ol —nu®/n — —u®.

n——+oo

w2

Ainsi, par continuité de exp, on a fn,(u) — e~ * (valable également pour u = 0)

n——+oo
2
Ainsi (fn) converge simplement vers u — e~ * sur Ry.
u2

3. La fonction u — ™" est continue sur [0, +oo].

4. Soit n € N*. Soit u € [0, /n], on a avec la formule du bindme :
n 2k 2
2 n n\u n ny\u _ 2
peemy =3 ()= (5)« (D) -1 >0

Ce qui permet d’établir 'hypothese de domination : VYn € N, Vu € [0, 4o00[, |fn(u)] <

1
Or la fonction u — Tra? est continue et intégrable sur [0, +-00].
u

Ainsi, le théoréme de convergence dominée s’applique et on obtient :

vn 1 +o0 )
N ~ du.
/0\ (1+u2/n)" n—-+oo /0 ¢ “

14 u2’
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