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— Chapitre 17 —
Ensembles dénombrables et familles sommables

I. ENSEMBLES FINIS ET DENOMBREMENT (RAPPELS).

I.1. NOTION D’ENSEMBLES FINIS.

Définition 1. Un ensemble E est dit fini 8'il existe un entier naturel n tel que E et [1,n] soient en
bijection. Il y a alors unicité d’un tel n € N. On l'appelle cardinal de E, et on le note Card (E), ou #F
ou |E|. Un ensemble non fini est dit infini.

Remarque 1. Concrétement, dire qu'un ensemble E est fini de cardinal n, signifie qu’on peut relier de
maniére bijective les éléments de E aux éléments de [1,n], ce qui équivaut encore & dire que ’ensemble
E peut s'écrire E = {z1,...,z,}, ol les n éléments sont deux & deux distincts.

A Lécriture E = {x1,...,z,} n’implique pas que Card (E) = n, mais que :

Remarque 2. On peut déduire de ’égalité précédente que pour deux ensembles finis F et F' :
Card (FUF) = Card (E)+ Card (F) < ENF =g2.
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On pourrait généraliser cette proposition au cas d’un produit de p ensembles finis (avec p € N*). En
particulier :

I.2. APPLICATIONS D’UN ENSEMBLE FINI DANS UN AUTRE.

On a déja vu que si deux ensembles finis sont en bijection, alors ils ont méme cardinal. Mais plus préci-
sément :

1.3. DENOMBREMENT.

1.3.a. DENOMBREMENT DES p-LISTES OU p-UPLETS.
Soit p € N* et E est un ensemble.

Définition 2. On appelle p-liste (ou p-uplet) d’éléments de F, tout élément de EP.

'

Exercice 1. Combien peut-on faire de mots de 4 lettres avec I'alphabet francais ?

~—
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1.3.b. DENOMBREMENT DES APPLICATIONS D’UN ENSEMBLE FINI DANS UN AUTRE.

Théoréme 4. Si E et F sont deux ensembles finis, alors F(E, F') est un ensemble fini, et :

Card (F(E,F)) = (Card F)Cad B,

1.3.c. DENOMBREMENT DES INJECTIONS D’UN ENSEMBLE FINI DANS UN AUTRE. ARRANGEMENTS.

Définition 3. Soit p € N*.

Si F' est un ensemble, on appelle arrangement de p éléments de F' une p-liste d’éléments de F' distincts
deux a deux.

Théoréme 5. Soit E et F' deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et n.
n!

Le nombre d’injections de E dans F', noté AP est donné par : AP = ¢ (n —p)!
0 sinon.

si p<n

Remarque importante. Ce nombre AP correspond aussi au nombre d’arrangements de p éléments d’'un
ensemble de cardinal n.

Remarque 4. Un “p-arrangement” correspond a p tirages successifs avec ordre et sans remise.

- J J

[Exercice 2. Combien y a-t-il de tiercés dans I'ordre pour 10 chevaux au départ ?

1.3.d. DENOMBREMENT DES PERMUTATIONS.

Définition 4. On appelle permutation d’'un ensemble E, une bijection de E dans FE.
Théoréme 6.
Si F et F sont deux ensembles finis de méme cardinal n, alors il existe n! bijections de E dans F.

En particulier, le nombre de permutations d’un ensemble fini E' de cardinal n est n!

A Si FE et F sont deux ensembles finis de cardinal différent, alors il n’existe aucune bijection de F dans F'.

[Remarque 5. Une permutation correspond concretement a une maniere d’ordonner les éléments de FE }

[Exercice 3. Combien y a-t-il de manieres de placer 35 étudiants dans une salle de classe comptant 35
chaises 7
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I.3.e. DENOMBREMENT DES COMBINAISONS.

Définition 5. Soit p € N.
Si E est un ensemble, on appelle combinaison de p éléments de E une partie de E a p éléments.

Remarque 6. Une combinaison a p éléments correspond a p tirages successifs sans ordre ni remise ; ce
qui revient encore a un tirage simultané.

mompio (1)1 (1) =1 (1)=» (,7,)="

Démonstration.

Cette égalité est aussi appelée « formule du capitaine » en référence a la démonstration par dénombre-
ment suivante :

Démonstration.
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( N
Rappel. Lorsque n est un nombre premier que ’on notera p, les coefficients binomiaux non extrémes

de la ligne p du triangle de Pascal sont tous multiples de p. En effet :

S J

Théoréme 8. Formule du binéme de Newton.

Soit (A, +, x) un anneau, et soit (a,b) € A% deux éléments qui commutent i.e. vérifiant ab = ba. Alors :

— (n kn—k_n N\ n—kik
kz_o<k)ab —Z<k>a b".

k=0

Vn €N, (a+0bd)"

Corollaire 7. Soit E un ensemble de cardinal n. Le nombre de parties de E est 2.

s 7
Remarque 7. L’identité d’absorption peut étre utile pour éliminer un parameétre dans des calculs de
sommes, comme par exemple :

(1) -

S J

A 1l est important de savoir visualiser les différentes propriétés des coefficients binomiaux sur le triangle
de Pascal.

II. NOTION D’ENSEMBLES DENOMBRABLES.

I1.1. ENSEMBLES DENOMBRABLES.

Définition 6. Un ensemble E est dit dénombrable s’il est équipotent a N, i.e. s’il existe une bijection de
FE dans N.

[Exemple 2. N est donc bien évidemment un ensemble dénombrable.

Exercice 4. Montrer que Z est un ensemble dénombrable.
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-

p
Remarque 8. Concrétement, dire qu'un ensemble E est dénombrable, signifie qu’il peut s’écrire :
E ={z, | n € N},
Lo les éléments sont deux a deux distincts.

( R
Exemple 3. La bijection ci-dessus entre N et Z revient a énumérer les éléments de Z de la fagon suivante :

-

s 7
Remarque 9. Tout ensemble en bijection avec un ensemble infini, est lui méme infini. Or, N est un

ensemble infini. On en déduit qu’un ensemble dénombrable est nécessairement infini.
- J

A Cependant, tout ensemble infini n’est pas nécessairement dénombrable. On verra que R et P(N) sont
des ensembles non dénombrables.

[Remarque 10. Tout ensemble en bijection avec un ensemble dénombrable, est lui méme dénombrable.}

Proposition 8. Les parties infinies de N sont dénombrables.

/A Plus généralement, les parties infinies de n’importe quel ensemble dénombrable sont dénombrables.

P
Démonstration.

21 janvier 2026. NicoLas HUBERT Page n°6.


https://www.youtube.com/channel/UCaDhFd5i-mMZHBFinsi6hFg/

LyCEE JEANNE D’ALBRET — MP — 2025-2026. Page n°7.

Exemple 4. On en déduit que ’ensemble des nombres pairs, des nombres impairs, des nombres premiers
sont des ensembles dénombrables.

Proposition 9. L’ensemble N2 est dénombrable.

p
Démonstration.

Corollaire 8. Le produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

On verra que le résultat est faux pour un produit infini d’ensembles dénombrables.
q P p

p
Démonstration.

[Exemple 5. Pour tout n € N*, N™ et Z" sont dénombrables.
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I1.2. ENSEMBLES AU PLUS DENOMBRABLES.

Définition 7. Un ensemble est dit au plus dénombrable s’il est fini ou dénombrable.

Exemple 6. De ce qui précéde, les parties de N sont au plus dénombrables.
Plus généralement, les parties de n’importe quel ensemble au plus dénombrable sont au plus dénombrables.

Démonstration.

Exemple 7.
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Démonstration.

O

Remarque 11. On comprend maintenant que dire qu'un ensemble E est au plus dénombrable, signifie
qu’il peut s’écrire E = {z,, | n € N} (sans préciser que les éléments sont deux & deux distincts).

Démonstration.

O

Démonstration.
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Démonstration.

I1.3. ENSEMBLES INFINIS NON DENOMBRABLES.

Démonstration.
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Exercice 5. Montrer que ’ensemble R \ Q des nombres irrationnels n’est pas dénombrable.

[
|
{

Exercice 6. Soit (a,b) € R?, avec a < b. Montrer que l'intervalle Ja, b[ n’est pas dénombrable.

Nous allons montrer que ]a, b] est en bijection avec R.

—  J « _J —__J

A On en déduit que toute partie de R d’intérieur non vide est non dénombrable.

En particulier, les intervalles de R sont :

Théoréme 10. Théoréme de Cantor.
Soit E une ensemble quelconque.

L’ensemble E n’est pas en bijection avec I’ensemble P(E) de ses parties.

Remarque 12. Si F est un ensemble fini, la démonstration est tres simple. En effet, en notant
n = Card (E) on sait que Card (P(F)) = 2. Or, on peut prouver par récurrence que 2" > n. Ainsi
Card (F) # Card (P(E)), d’ou E et P(F) ne peuvent étre en bijection.

Exercice 7. Montrer qu’il existe au moins une injection de E dans P(FE).

N N

/A Pour démontrer le théoréeme de Cantor dans le cas général, nous prouverons donc qu’il n’existe pas
de surjection de E dans P(E).

p
Démonstration.

[Exemple 8. On en déduit que I’ensemble P(N) n’est pas dénombrable.
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dénombrable. En effet, les ensembles {0, 1}™ et P(N) sont équipotents.

-

( N
Exemple 9. On en déduit aussi que 'ensemble {0,1}™ des suites a valeurs dans {0,1} n’est pas

J

Définition 8. On dit quun ensemble E a la puissance du continu s’il est équipotent a R, i.e. s’il est en
bijection avec R.

B
Remarque 13. Soit (a,b) € R?, avec a < b. On a montré plus haut que tout intervalle de la forme ]a, b]

a la puissance du continu.
N\

~N

puissance du continu est infini et non dénombrable.
.

N
Remarque 14. Comme R est infini et non dénombrable, on en déduit que tout ensemble ayant la

p
Exemple 10. On peut montrer que les ensembles {0, 1} et P(N) ont la puissance du continu.

Par contre, d’apres le théoréme de Cantor, 'ensemble P(R) n’a pas la puissance du continu.
N\

II1. FAMILLES SOMMABLES.

Nous avons déja donné un sens a une somme d’une infinité de nombres réels, et méme d’une infinité de
vecteurs (séries & valeurs dans un evn de dimension finie) ou de fonctions (séries de fonctions). Les termes
de la somme étaient alors indexés par N, et 'ordre de sommation des termes était donc imposé.

Cela peut sembler surprenant, mais cet ordre imposé pour les termes a sommer a un importance. En
effet, si 'on considere une série semi-convergente de nombres réels, en réordonnant les termes a sommer
on peut changer la valeur de la somme, et méme la nature de la série.

4 . . - . —1)n1t s
Prenons ’exemple de la série harmonique alternée, i.e. la série de terme général ( 7)L . Cette série est

semi-convergente et :

On peut démontrer que pour tout élément A € [—o0, +00], il existe une permutation o de N telle que :

II1.1. FAMILLES SOMMABLES DE REELS POSITIFS.

On considére une famille (u;);c; de nombres réels positifs, ot I est un ensemble quelconque (non néces-
sairement dénombrable).

Le but est de définir une notion de somme des termes de cette famille indépendamment de I'ordre dans
lequel seront sommés les éléments.

Pour cela, on consideére indistinctement toutes les sommes d’un nombre fini de termes d’éléments de la
famille :
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Cet ensemble est une partie non vide de Ry donc il admet une borne supérieure dans [0, +oc], ce qui
conduit a la définition suivante :
Définition 9. Soit (u;);cr une famille de réels positifs.

o On appelle somme de la famille (u;);c; I'élément de [0, +00] noté Z u; et défini par :
iel
Z U; = Sup Z Uj .
i€l J<l e
o La famille (u;);cr est dite sommable si Zui < 40o0.
iel

Si I est fini, on retrouve la somme définie au sens usuel. Dans le cas ou I = N, la notion de famille som-
mable (dans le cas positif) correspond & la notion de série convergente :

Proposition 14. La famille de réels positifs (uy,)ncn est sommable si, et seulement si, la série > u,
converge. Et dans ce cas la somme de la famille et la somme de la série sont égales.

p
Démonstration.

-

J
Définition 10. On appelle support de la famille sommable (u;);cr Pensemble :

{ieI|u;+0).
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Démonstration.

/A Dans la suite, on pourra donc supposer que I est au plus dénombrable.

A\ Ce théoréme ne nécessite pas de faire ’hypothése que la famille (u;);cr est sommable ; i.e. que 1’égalité
ci-dessus est vraie dans [0, +oc].

A Ce théoréme est particulicrement pratique. A la seule condition que les termes soient positifs, il
permet de regrouper les termes comme on le souhaite sans méme avoir besoin de prouver que la famille
est sommable.

ITI.2. FAMILLES SOMMABLES DE NOMBRES COMPLEXES.
Dans la suite I désigne un ensemble au plus dénombrable.

Définition 11. Une famille de nombres complexes (u;);er est dite sommable si la famille de réels positifs
(Juil)ier est sommable.

/A Lorsque I = N, on retrouve I’équivalence entre sommabilité et convergence absolue de la série.
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Soit (u;)ier une famille sommable de nombres complexes. On souhaite définir la somme de cette famille
sommable.

A Contrairement au cas positif, ce théoréme nécessite d’avoir au préalable vérifier la sommabilité de la
famille ! En pratique, on pourra justifier la sommabilité de la famille (u;);cr, en appliquant & la famille
(lwil)ier, le théoréeme de sommation par paquets dans le cas positif.
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Démonstration.

O

A Ce résultat est faux dans le cas d’une série semi-convergence. Voir ’exemple de la série harmonique

alternée : > ﬁ%n_l

II1.3. APPLICATION AUX SERIES DOUBLES.

A Il n’est pas utile de vérifier que la famille (u;;) ¢, j)erxs est sommable. Ainsi, I'égalité ci-dessus est
vraie dans [0, +00].

J

p
Démonstration.

N J

/A Pour pouvoir appliquer le théoreme de Fubini, on vérifiera que la famille est sommable. Pour ce faire,
on pourra appliquer le théoréme de Tonelli & la famille et prouver que :

ZZ |u; ] < +o0  ou ZZ'UH| < +o0.

iel jeJ jeJiel
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