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— Programme de colle n°® 2 : du 23 au 27/09 —

Cette semaine, les questions de cours portent sur les chapitres 3 et 4.

Les exercices portent uniquement sur les séries numériques (chapitre 2) ; en particulier sur les développements
asymptotiques de restes ou de sommes partielles.

CHAPITRE 3 - STRUCTURE DE GROUPE.
COURS UNIQUEMENT

I. RAPPELS SUR LES GROUPES.

Définition, exemples. Groupe produit. Notion de sous-groupe. Morphisme de groupes.

Soit f un morphisme de G dans G’. Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G’ ; et si
H’ est un sous-groupe de G’, alors f~'(H’) est un sous-groupe de G.

Noyau et image d’un morphisme de groupes.

Caractérisation de l'injectivité d’un morphisme de groupes.

II. SOUS-GROUPE ENGENDRE PAR UNE PARTIE. PARTIE GENERATRICE D’UN GROUPE.

ITI. LES SOUS-GROUPES DE (Z,+).

Une partie H de Z est un sous-groupe du groupe (Z, +) si, et seulement si, il existe n € N tel que H = nZ.

IV. GROUPE MONOGENE, GROUPE CYCLIQUE.

V. GROUPE (Z/nZ,+). GENERATEURS DE Z/nZ.

(Z/nZ,+) est un groupe cyclique engendré par 1.

De plus, pour tout a € Z, la classe a de a engendre le groupe (Z/nZ,+) si, et seulement si, a An = 1.

VI. ORDRE D’UN ELEMENT D’UN GROUPE.

Soit a € G et soit ¢ application :
G

p  Z
k ak.

N
—
Savoir énoncer et démontrer tous les points qui suivent : N
1. ¢ est un morphisme de groupes de (Z,+) dans (G, %),

2. Im(p) = (a),

3. a est un élément d’ordre fini si, et seulement si, ¢ est non injective.
Si a est d’ordre finid: ™

1. Ker(p) =dZ.

2. Pour tout n € Z, a" =e<d | n.

3. Pour tout (n,m) € Z*, n=m [d] & a" =a™.

4. (a) = {e,a,...,a® '}, et les éléments de I’ensemble {e, a,...,a’ '} sont 2 & 2 distincts.
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Théoréme de Lagrange : 'ordre d’un élément d’un groupe fini divise I’ordre du groupe.

VII. STRUCTURE DES GROUPES MONOGENES.

Théoreme de structure des groupes monogenes. %

Générateurs de (Un, x). Notion de racine primitive n-éme de 'unité.
VIII. GROUPE SYMETRIQUE.

VIIIL.1. Permutations de I’ensemble [1,n].

VIIIL.2. Décomposition d’une permutation.

VIII.3. Signature d’une permutation.
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CHAPITRE 4 - TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES (PARTIE I)

COURS UNIQUEMENT

A Les définitions des notions ci-dessous doivent étre parfaitement sues. Les étudiants doivent notamment

connaltre I’expression de chacune des normes évoquées ci-dessous.

I. NORMES ET ESPACES VECTORIELS NORMES.

I.1. Normes sur un K-espace vectoriel.
Connaitre la définition de la norme produit et savoir prouver que c’est une norme.

1.2. Boules fermées, boules ouvertes, sphéres.

I.3. Norme associée a un produit scalaire sur un espace préhilbertien réel.
Savoir prouver que la norme issue d’un produit scalaire est bien une norme. %

I.4. Normes usuelles de K".
I.5. Parties, suites, fonctions bornées.
1.6. Normes sur les espaces usuels de fonctions.
a. Norme de la convergence uniforme.
b. Normes de la convergence en moyenne, de la convergence en moyenne quadratique.
I1. SUITES D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL NORME.
II.1. Suite convergente. Suite divergente.

I1.2. Convergence d’une suite & valeurs dans un produit fini d’espace vectoriel normé.

Une suite (a,) d’éléments de E converge, pour la norme produit, vers un élément a de F si, et seulement si, pour

tout k € [1,p], la suite (af) converge vers a* dans 'espace vectoriel normé (Ex, Ni). %
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