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— Programme de colle n° 3 : du 30/09 au 04/10 —

Cette semaine, les questions de cours portent sur le chapitre 4 : Topologie (Partie I)

Les exercices portent uniquement sur le chapitre 3 : Structure des groupes.

CHAPITRE 3 - STRUCTURE DE GROUPE.

Rappels sur les groupes.

Sous-groupe engendré par une partie. Partie génératrice d’un groupe.
Les sous-groupes de (Z,+).

Groupe monogene, groupe cyclique.

Groupe (Z/nZ,+). Générateurs de Z/nZ.

Ordre d’un élément d’un groupe.

Structure des groupes monogenes.

Groupe symétrique.

CHAPITRE 4 - TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES (PARTIE 1)
COURS UNIQUEMENT

/A Les définitions des notions ci-dessous doivent étre parfaitement sues. Les étudiants doivent notamment
connaitre I’expression de chacune des normes évoquées ci-dessous.

I. NORMES ET ESPACES VECTORIELS NORMES.

I.1. Normes sur un K-espace vectoriel.

I.2. Boules fermées, boules ouvertes, spheres.

I.3. Norme associée a un produit scalaire sur un espace préhilbertien réel.

I.4. Normes usuelles de K".

I.5. Parties, suites, fonctions bornées.

1.6. Normes sur les espaces usuels de fonctions.

a. Norme de la convergence uniforme.

b. Normes de la convergence en moyenne, de la convergence en moyenne quadratique.

II. SUITES D’ELEMENTS D’UN ESPACE VECTORIEL NORME.

II.1. Suite convergente. Suite divergente.
I1.2. Convergence d’une suite & valeurs dans un produit fini d’espace vectoriel normé.
I1.3. Suites extraites, valeurs d’adhérence.

III. TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORME.

ITI.1. Voisinage d’un point.

II1.2. Ouvert.
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Les boules ouvertes sont des parties ouvertes. %

Une union quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E. Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de
E. Connaitre un contre-exemple dans le cas d’une intersection quelconque d’ouverts. %

Tout produit (fini) d’ouverts est un ouvert (pour la norme produit). %

II1.3. Fermé.

Les boules fermées sont des parties fermées. &
Une intersection quelconque de fermés de E est un fermé. Une union finie de fermés de F est un fermé.
Caractérisation séquentielle des fermés. &

Tout produit (fini) de fermés est un fermé pour la norme produit.

III.4. Point intérieur.

L’intérieur de By(a,r) est B(a,r). %
L’intérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans A (au sens de I'inclusion).

L’intérieur de A est ’'union de tous les ouverts contenus dans A.

II1.5. Point adhérent.

L’adhérence de B(a,r) est By(a,r).
L’adhérence de A est le plus petit fermé contenant dans A (au sens de l'inclusion).
L’adhérence de A est 'intersection de tous les fermés contenant A.

Caractérisation séquentielle d’'un point adhérent.

II1.6. Frontiere.

Fr(A)=ANE\A=A4\A.

II1.7. Partie dense.

ITI.8. Topologie induite : ouvert, fermé et voisinage relatif a une partie.

IV. COMPARAISON DE NORMES.

Toute suite qui converge au sens de || - || converge aussi au sens de || - || si, et seulement s’il existe o € R%. tel que
pour tout z € E, ||z|" < allz|. =~

Notion de normes équivalentes.

Pourtoutz € K" : [z, <llally <mlale, et lall < llelly < vl
Soit || - || et || - ||" deux normes quelconques définies sur un méme espace vectoriel E.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

Ces normes sont équivalentes.

Ces normes définissent les mémes parties bornées.

Ces normes définissent les mémes voisinages.

Ces normes définissent les mémes parties ouvertes.

Ces normes définissent les mémes parties fermées.
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Ces normes définissent les mémes suites convergentes.
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