LYCEE JEANNE D’ALBRET — MP — 2024-2025. Page n°1.

— Programme de colle n° 10 : du 2 au 6/12 —

Les questions de cours et les exercices portent sur tout ce qui suit.

Les exercices portent principalement sur le chapitre 9, mais on pourra, par exemple, déterminer un
polynéme minimal.

CHAPITRE 9 - REDUCTION (1) - VERSION GEOMETRIQUE.

I. RAPPELS SUR LES RACINES D’UN POLYNOME.
I1I. SOUS-ESPACES VECTORIELS STABLES.

ITI. ELEMENTS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME, D’UNE MATRICE CARREE.

ITI.1. Vecteurs propres et valeurs propres d’un endomorphisme.
IT1.2. Cas des endomorphismes d’un espace de dimension finie.
ITI.3. Vecteurs propres et valeurs propres d’une matrice carrée.
ITI.4. Polynéme caractéristique d’une matrice carrée.
ITL.5. Polynoéme caractéristique d’'un endomorphisme.

IV. ENDOMORPHISMES ET MATRICES CARREES DIAGONALISABLES.
IV.1. Définitions de la notion de diagonalisation.
IV.2. Conditions de diagonalisation.

V. ENDOMORPHISMES ET MATRICES CARREES TRIGONALISABLES.

Un endomorphisme (ou une matrice carrée) est trigonalisable si, et seulement si, son polynéme caracté-
ristique est scindé. &

Si u est trigonalisable, alors ’endomorphisme ug induit par u sur un sous-espace vectoriel stable F' est
lui-méme trigonalisable.

Trace et déterminant d’une matrice trigonalisable.

CHAPITRE 10 - REDUCTION (2) - VERSION ALGEBRIQUE.

I. POLYNOMES D’'UN ENDOMORPHISME, D'UNE MATRICE CARREE.

L’application :

ou  K[X] — L(E)
P +— P(u)

est un morphisme de K-algebres. Le noyau de ¢, est un idéal de K[X] appelé l’idéal annulateur de u. On
a: Ker ¢, = {P € K[X] | P(u) =0g(pg)}
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L’image de ¢, est Klu]. Ainsi, Klu] est une sous-algébre commutative de L(E). C’est la plus petite
sous-algebre de L(E) contenant w.
Ainsi, K[u] est appelée la sous-algébre engendrée par u.

II. POLYNOMES ANNULATEURS. POLYNOME MINIMAL.
I1.1. Polynoéme annulateur et spectre.
Pour tout P € K[X] et pour tout z € Ey(u), P(u)(x) = P(A)z. En particulier, si P annule u, toute valeur
propre de u est racine de P. &
/A Mais toute racine de P n’est pas nécessairement valeur propre.

I1.2. Polynéme minimal d’un endomorphisme.

Tout endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie possede au moins un polynéme annula-
teur non nul dans K[X]. =

I1.3. Polynéme minimal d’une matrice carrée.

I1.4. Le théoréme de Cayley-Hamilton.

III. LEMME DE DECOMPOSITION DES NOYAUX.

IV. POLYNOMES ANNULATEURS ET REDUCTION.

IV.1. Critére de diagonalisation.

IV.2. Endomorphisme induit.

Tup | my. Par conséquent, si u est diagonalisable, alors up est diagonalisable. %

IV.3. Critere de trigonalisation.
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V. ENDOMORPHISMES NILPOTENTS, MATRICES NILPOTENTES

Soit u un endomorphisme nilpotent et d son indice de nilpotence. Alors : 7, = X

VI. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES A POLYNOMES ANNULATEURS SCINDES.

Soit u un endomorphisme trigonalisable de E, et soit A une valeur propre de multiplicité algébrique m.
Le sous-espace vectoriel Fy(u) = Ker ((u — ANldg)™) est appelé le sous-espace caractéristique associé a la
valeur propre A.

Ey(u) C F\(u) et Fx(u) est stable par u.
Si u est trigonalisable on obtient : E = Ker ((u — \Idg)™ ) & -+ & Ker (u — A\pIdg)™?).
Si A une valeur propre de u de multiplicité algébrique m, alors : dim F(u) = m.

Si w est trigonalisable, alors pour tout ¢ € [1,p], 'endomorphisme noté wu; induit par u sur Fy, =
Ker ((u — X\Idg)™¢) est la somme d’une homothétie et d’'un endomorphisme nilpotent.

Version matricielle de ce résultat.

A Méme si cela fera 'objet d’un chapitre ultérieur, le théoréme spectral (version matricielle) a été
énoncé, et on a vu un contre-exemple pour une matrice symétrique a coefficients complexes.
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