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— Cahier de vacances de MPSI/MP2I & MP/MPI
(correction) —

Voici la version corrigée du cahier de vacances envoyé en début de vacances.

Le jour de la rentrée, n’hésitez pas a venir avec vos questions.

I Ensembles — Applications — Dénombrement

1. Soit F un ensemble non vide :
Compléter :

e P(E) = Uensemble des parties de E.
e PNA=A=(4 ={zc Etel quez ¢ A}
o A\B = {x € Atel quex ¢ B}

2. Pour montrer que 2 ensembles sont égaux, on utilise :

A=B<«—=ACBetBC A

Remarque : si A et B sont des ensembles finis, on peut aussi utiliser le cardinal :

ACB
A=B— { card(A) = card(B)
. . , ) .. lsize A
3. La fonction indicatrice de 14 c’est Papplication 14 : E — {0,1} tel que 14(x) = Osiazd A

4. Pour montrer que 2 applications sont égales :
Soient 2 applications f et g ayant méme ensemble de départ FE et méme ensemble d’arrivée F.
Par définition, f = g<=Vr e E f(z)=g(z)
5. Soient E et F' deux ensembles et soit une application f: EF — F :
e Caractérisation 1 :
[ est injective <= [V (z,2") € E?, f(z) = f (¢/) = z = 2]
e Caractérisation 2 :
f est surjective <= [Vy € F,3x € E, y= f(z)]

Faire un dessin avec deux "patates" représentant E et F', d’une fonction f injective et non surjective puis
un 2éme dessin d’une fonction f surjective et non injective.
Une application injective non surjective

Une application surjective non injective
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e Définition 3 : image directe et image indirecte
Soit A C E, alors f(A) ={y € F/3x € Atel que y = f(x)} = {f(x)/x € A} (image directe)
Soit B C F, alors f~Y(B) = {z € E/f(x) € B} (image réciproque).

IT Cardinal d’un ensemble fini :

Définition : Soit F un ensemble non vide. On dit que E est fini s’il existe un entier n et une bijection de
dans [1; n](={1,2,...,n}) : n est appelé le cardinal de E.
On note alors Card E' = n. Autre notation : |E| ou #E.

Convention : Card() =0
Propriétés :
Soient 2 ensembles finis F et F' de méme cardinal, et une application f de F dans F, alors

[f est bijective] <= |f est injective | <= [f est surjective]
Opération sur les ensembles finis : Soient F et I’ deux ensembles finis.

(a) St ENF =0 (on dit que E et F sont disjoints) alors : Card(F U F') = Card E + Card F.

Généralisation : si Ay, As, ..., A, sont des parties de E,2 a 2 disjointes, alors

Card (A1 UAyU---UAp) =Card Ay + Card Ay + - - - 4+ Card 4,

(b) Card(EUF) = Card E + Card F' — Card (EN F)
(c) Définition : E x F' = {(z,y) tel que z € E et y € F'}

|E x F| = Card E x Card F|

Généralisation : si Fy, Ey, ..., E, sont des ensembles finis, alors

n
|E1 X By X ... X Ep| = ilzllCard(Ei)

6. p-listes :
Soit £ un ensemble fini, et p € N*,
Définition : Une p-liste de E (ou un p-uplet) est un élément de EP

Théoréme 1 :

Si Card E = n, le nombre de p-listes de F est n?

Conséquence : Si on note F(FE, F') I'ensemble des applications de E dans F', alors

Card(F(E, F)) = (Card F)“ard B

Autre notation : F(E, F) est aussi notée F¥.

Corollaire : Si E est un ensemble fini, alors |P(FE)| = 2Card £

Théoréme 2 :

Si Card E = n, et p < n le nombre de p-listes d’éléments distincts de E est

(On note parfois ce nombre A%, et on parle d’arrangements de E ).

Conséquence :

Le nombre d’applications injectives de X, a p éléments dans Y,, a n éléments est AJ.

A ir >1,Ah = 1) (n—p+1)= :
savoir : pour n n=nn—1)---(n—p+1) (n—p)!

2
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Permutations : On appelle permutation de n éléments toute bijection de I’ensemble de ces n éléments sur
lui-méme.

Le nombre de permutations de n éléments est n!.

7. Combinaisons

(a) Théoréme 3 :

Si Card E = n, le nombre de parties & p éléments (distincts) de E est noté <Z>

(On appelle ce nombre coefficient binomial)

n n! n
Sip < n, =——%¢€t sip>n, =0
! (P) (n —p)'p! ! (P)

b) Calcul (on écrira les valeurs simplifiées, c’est-a-dire sans factoriels) :
p ;

) ) e - e
En)” p) ( <Z>1> ot Formule de Pascal : <Z> = <"; 1) + <Z: i)
p) p\p-1)

’Formule du bindéme de Newton‘ : V(a,b) € C2,Vn € N*, on a :

(a+b)" = i (Z) akpr—k = i (Z) a—kpk

k=0 k=0

8. Application : Le nombre des applications strictement croissantes de [1; p] dans [1; n] est (Z) (se donner

une telle application strictement croissante revient a se donner p nombres de [1; n] et a les trier dans lordre
croissant).

9. Calculs classiques : Calculer, pour tout n > 2, les sommes suivantes :
n
oL o/ o T R ot}

no(n noon—1 nlin—1 . -
e >k =>n =ny, , en faisant le changement d’indice p = k — 1. Donc
k = \k—1 P

>k <Z> =n2n1
k=0

” ny\ n n—1Y\_; nlin—1 . ye 1
o > k 28 =3"n 28 =2n)" 2P en faisant le changement d’indice p = k — 1. Donc,
=0 \F =1 \k—1 p=0 p

avec la formule du binéme de Newton,

Sk <Z> 2k = 231

k=0
1 n n! _ 1 n+1 Donc
k+1\k)  G+D)ln+1—k—10 n+l\k+1) 00

noo1 n 1 2 /n4+1 1 ntl/n41 1
= = —1)=——(ntt 1
k§0k+1<k> n—|—1k§0<k‘—l—l> n+1(p;0< P ) ) n—i—l( )
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10. Formule d’inversion de Pascal Soient (x,)nen €t (Yn)nen deux suites de réels qui vérifient

VneNz,= > (Z) Yk

k=0

Montrer que

VnEN  yn= 3 (—1)nk <Z> -

n
On montre par récurrence forte que la propriété 2(n) : « y, = > (—1)"7* (Z) T}, » est vraie pour tout
k=0
n € N.

0
e Pourn =0, > (-1)0* 0
k=0 k
e Soit n € N. Supposons Z(0), ... P (n) vraies. Montrons que Z(n + 1) est vraie.

> x = . Or 29 = yo par hypothése. On a donc £ (0) vrai.

n 1
D’aprés la formule donnée par 'hypotheése, yp41 = Tpt1 — Y. <n;|€— > yr. Par hypothése de récurrence,
k=0

o = = 07 (S0 ())
- B () (115

§=0k=7 J

(7)) e () (157 o

o nt1 nooo (1
i = vt 3 ("7 )y (£ (M)
j=o0 \ J k=j J

n+1—j
k—3j

on a donc

. n k—i nj [N+ 1-— ] ye_ 71
Or pour tout 0 < j < n, > (=1)7 = > (-1 avec le changement d’indice
j k=0

K =k~ j. Dou

n n _ 4 n+l—j . n s '
Z‘(—l)k*j ( Zij ]) _ ’:2::0 (_l)k < ‘|‘k1/ ]) _ (_1)n+1—]
= (1—1)"tl=d — (—1)ntl=d = —(—1)ntl-d

n ) n+1 .
car n+1— 35 #0. Alors ypi1 = Tpt1 + > (=1)" T, = 30 (=1)""1z; et P(n+ 1) est vraie.
j=0 5=0

e La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire a partir de ce rang. On a donc pour tout n € N, Z(n) vraie.

IIT Trigonométrie

1.
o |T [T [T [T |27
6 A 3 2 3 |7
] 1 V2 | V3 V3
sin 0 — —_— — 1 — 0
2 2 2 2
V3 | Vv2 |1 1
cos L5l 5 g |0 7y |
T
tan | 0 — |1 V3 | X V3 |0
V3

=~
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2. Parité - Périodicité - Symétries :
(a)
(b)

cos(—x) = cosx sin(—z) = —sinz

cos(x + 27) = cosx sin(x + 27) = sinz

(c) cos(x+m)=—cosx sin(z +7) = —sinx
d) cos x+z = —sinz sin x+z =coszT
2 2
e) cos z—x =sinx sin z—x =coszx
2 2
3. Formules d’Euler :
6 —if
cosf = % et sinf =

Formules d’Euler généralisées : Savoir factoriser par ’angle moitié e' 2

ia+b
e 2

. . a—b ca . . a_b
el 4 el = 9 cos <2> el%b et el — el =92igin (2

tan(—x) = —tanx

tan(x 4+ 7) = tanx

2i

a+b

et retrouver les 2 formules :

. Formules d’addition : (Elles sont basées sur la formule ei(@+t) = ¢loeit )

cos(a+b) = cosacosb—sinasinb

sin(a+0b) = sinacosb+ cosasinb
t tan b

tan(a+b) —= ana + tan

1 —tanatanbd

5. Formules du double-angle

0OS 2(1 g ()SQG —S]I]Qa — f: 2 ] 2 2 1 + OS 2!]

6. Formules de transformation :

1

e cosacosb= §(cos(a +b) + cos(a — b))
1

e sinasinb = i(cos(a —b) — cos(a + b))

1
e sinacosb = i(sin(a + b) +sin(a — b))

® cosp+ cosq = 2cos pta cos P4
2 2
] B . (r+q\ . (p—q
® cosp—cosq= —2sin | —— | sin [ ——
2 2
e sinp +sing = 2sin ptyq cos P—4q
2 2
. .. (pP—q p+yq
sinp —sinq = 2sin 5 cos >

7. Formules de paramétrisation :

(On les retrouvent a l'aide des formules d’addition)

0 1—¢? 2t 2t
Sit=tan — alors on a cos = ——, sinf = ——, tanf = .
2 1+ 2 1+ ¢2 1—¢2
IV NZ QR,C
2 >0
1. Valeur absolue : |z| = {x S? v
—x six<0
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w4yl <lz[+yl, |lz+ylZllzl-lyl] et |z[<a= -a<z<a
pour o = 0
2. Partie entiére : n = |z] < { ZZ? il Conséquence : [z] <z < |z] + 1.

3. Somme et produit :
n
« Smi=m bzt
i=1
® ) TiyYj = ToYn + T1Yn—1+ -+ Tuo
i+j=n
n

® .1_[137i=961i1?2"-36n
1=

4. Complexes :

Siz=a-+ibet (a,b) € R? alors z = a —ib et |z| = V22 = Va2 + b2

Théoréme : Soient z = pei? et 2/ = ple  avec p >0, p' >0 et 6,0 des réels.

p=p

)
Ona|z=2z <:>{ Jk€Z tel que @ =0+ 2km

5. Application des racines n-iéme de 1 :

n—1
2km

Factorisation de X" — 1 = kH (X —wyg) avec wp = el n .
=0

V Polynémes

1. Division euclidienne :

V(A,B) € K[X]? avec B # 0: 31(Q, R) € K[X]? tel que A= BQ + R et ’degR < degB|

2. Relation coefficients-racines :
e Si(X—a)(X—-B)=X%2+aX +balorsa+f=—aeta=»b.
e Si (X —a)(X —8)(X —7)=X3+aX?+bX +c alors

a+p+y=—a, af+ay+pBy=0b et afy = —c

n n—1
e Si kH1<X —ap) = X"+ 3 ap X* alors
= k=0

n
Up—1=— Y. et ap = (—1)" 11 oy,
k=1 k=1

3. Caractérisation de ’ordre de multiplicité d’une racine o d’un polynoéme P de K[X] : « est racine
de P d’ordre exactement m si et seulement si

JQ eK[X] P=(X—-a)"Q et Qa)#0

si et seulement si P(a) = P'(a) = --- = P D(a) = 0 et P (a) # 0.

VI Algébre linéaires : espaces vectoriels et applications linéaires

VI.1 Espaces, sous-espaces :
On dit que (F,+, ) est un K -ev si :

(a) (E,4+) est un groupe



Année 2024-2025 — MP — Lycée La Fayette — Cahier de vacances de MPSI/MP2l 3 MP/MPI

(b) Ve E,1-z =z

(c) VA, 2) EK2 X E, A (u-x)= (M) -
(d) VO, p,2) EK2 X E, (A4p)- 2=z + px
(e) VN, z,y) EKx E?, Az +Ay=X-(z+7y)

F#0 (0p € F)
Soit Eun K e.v. et F C E. Alors, F est uns.e.vde Esi{ V(z,y) € F2,z+yc F
Vre FVYAe K Az e F

e Théoréme : si F est un s.e.v de E, alors (F,+,-) est aussi K-ev.

V1.2 Applications linéaires

Soient F et F' deux e.v. sur K.
f: E — F est une application linéaire (notation : f € L(E, F)) si :

o V(x,y) € B, f(z+y)=f(z)+ f(y)
e Vz € E,VA€K, f(\-z)=\f(z)

Vocabulaire - définition
¢ Endomorphisme = application linéaire de E dans E (notation : f € L(E) ).
e Isomorphisme = application linéaire et bijective
e Automorphisme = endomorphisme bijectif (notation : f € GL(E))
e Forme linéaire = application linéaire de E dans K.
e Propriété : si f est application linéaire alors f(0g) = Ep
e Ker f={z € E/f(x)=0p}=f1{0}) e Imf={yecF/IxecEtelquey=f(z)}=f(E).
e Si f est une application linéaire alors : f est injective <= Ker f = {0g}.
e f est surjective <= f(F) = F.

VI.3 Familles :

Soit (u1,ug,...,up) € EP :
P
Vect (u1,ug, ..., up) = {u € E/3(i)1cic, € KP tel que u= Z%‘Uz‘} (s.e.v. engendré par (ui,us,...,up))
i=1
o S = (ui,us,...,up) est génératrice de E ssi Vect(S) =E

P
cest Adiresi:Vue E, 3 (Oéi)lgigp € KP, tel que u = > a;u;

o S = (uj,u,...,up) est libre ssi =
P
(V (ai)lgigp € Kp) [(Z U = O) = Vi<i<n o= 0]
i=1
e B = (u1,u2,...,up) est une base de E si B est libre et génératrice.
e B = (u1,ug,...,up) est une base de £ <= Vu € E,3()1<i<p € KP tel que u = Zp:aiui
e Soit E un e.v. de dimension finie n € N, et S = (uy, ug,...,up) € EP =

e si S est libre alors Card S < n

e si S est libre et Card S = n alors S est une base de E.

e si S est génératrice de E alors Card S > n.

e si S est génératrice de E et Card S = n alors S est une base de F.
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VI.4 Somme de SEV :

Soient Fj et Iy deux s.e.v. de E.

e F) et F, sont en somme directe ssi F1 N Fy = {0g}.
e [ et F; sont supplémentaires dans E ssi Vo € F, 3! (21, 22) € F} X F» tel que z = x1 + x9.
On note alors : £ = F| ® F5.
P . i FlﬂFQZ{OE}.;
o Théoréme : E=F & F; { E=F+F, (:Vzxe€FE, 3(r1,x2) € F1 X Fy tel que x = 1 + x2)
e Image d’une application linéaire :

‘Si E est un e.v. de base (e, ea,...,e,) et si f € L(E, F), alors Im f = Vect(f(e1),. .., f(en))‘

e Soient E et F' deux e.v. et f un isomorphisme de E dans F, alors
|[E est de dimension finie] <= [F est de dimension finie|, et dans ce cas dim F' = dim F’
e Soient E et F' deux e.v. de dimension finie tels que dim E = dim F, et soit f € L(E, F'), alors :

[f est injective| <= [f est bijective] <= [f est surjective]

e si f e L(E,F)ouE est un e.v. de dimension finie, on définit ‘rg(f) = dim Im f ‘
e Formule du rang : soient E (e.v. de dimension finie) et F' 2 ev, f € L(E, F'), alors

‘dimE =dimIm f + dim Ker f‘

VII Algébre linéaire : Matrices

VII.1 Lois

o |+ et . Soit A= (ai,j)1<i<n et B = (bi,j)lgjgn et A € K.

1<j<p 1<j<p
On définit A + B = (ai,j + bi,j)léién et AA = ()\ai,j)1<z<n
1<j<p 1<j<p
e X : Soit A = (ai;)i<i<n €t B = (b; j)1<i<p. On définit A X B = (¢; j)1<i<n Par
1<j<p 1<5<q 1<j<q

p
V(i,j) € [1;n] x[1;q] Cij = Y aikby;

k=1
Exemples :
1 4 x
A—<2 5>’X_<y> etB—(9 7).Alors,
[ x+4y (9% Tx _ _
AX_<2x+5y>, XB_<9y 7y), BX =9z+TyeK et BA=(23 T71)

e Formule du binéme de Newton : Soient (4, B) € M, (K)2 Si A et B commutent (AB = BA), alors
pour tout N :

N N N knpN—k N N N—k pk
(A+B)"Y = > AFB =Y AN-kR
k=0 k k=0 k

VII.2 Matrice d’'un endomorphisme

Soit E un K-ev et B = (eq,...,e,) une base de E. Soit f un endomorphisme de E dans E. On appelle matrice de
f dans la base B, la matrice dont la j-éme colonne est constituée des coordonnées de f (e;) dans B.
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fle) - fleg) - [flen)

a1l o Gl vt Qln — el
a1 -0 Q4 v A2p < €2
n
Sivj e [1;n]:f(e;)= X aijei alors Mp(f) =
= @il ot Qi ot Qip e
an,1 *** Qngj *°* Qnn <~ én

Ecriture matricielle de y = f(z) :

Soit x € E de matrice colonne X dans la base B. Alors le vecteur f(z) a pour matrice colonne : Y = Mp(f)X
dans la base B.

VII.3 Matrices de passage

/

Soient B = (e, ...,e,) une base de E et B’ = (e, ..., e},) une « nouvelle » base de E. La matrice de passage de la

base B a la base B, notée Pass (B, B) ou Pg/ est la matrice dont la j-iéme colonne est constituée des coordonnées

de e;» dans B.

VII.4 Formules de changement de bases pour un vecteur :

Soit € E de matrice colonne X dans la base By et de matrice colonne X9 dans la base By. Soit P = ng.
On a la relation suivante entre X et Xo : X1 = PX5 et donc Xo = P71 X.

VII.5 Formules de changement de bases pour un endomorphisme :

Soit f un endomorphisme de F, et soit P = ng On a

MBz(f) = P_1M131 (f)P

En particulier, si Mg, (f) est diagonale, on la note D et A = Mg, (f), ona: D = P AP et donc A= PDP~ .

VII.6 Déterminants

Revoir le cours de MPSI, les calculs des déterminants a ’aide des opérations élémentaires de Gauss.

Quelques calcul : Calculer les déterminants suivants :

1 x o U
1 x% :cg_l
1 Va(zg,..oymn) = : : : pour (z1,...,%,) € K", ol n est un entier naturel supérieur
2 n—1
1 Tpn—-1 Ty 1 ‘rn—l
1 =z, z2 !

ou égal a 2.

Solution : On va établir une relation de récurrence afin de calculer par récurrence la valeur de ce déterminant.

e Méthode 1, avec des opérations élémentaires.
Pour n > 2, effectuons successivement dans V,41(z1,...,Znt1) les opérations élémentaires suivantes, qui ne changent pas la
valeur du déterminant :

Cn+1<_cn+1—l'10n Cp+—Cp—21Cr_1 .. Cy+—Cy—z21C4
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Va1 (@1, Tng1)

Vn+1(1'1, . ,In+1)

1

En développant par rapport a la premiére ligne, il vient :

1 x3 7
T2 x2 Lo.oxy
T3 x2 R Y
2 n
Tn+l Tp41 Tn41
0 0
To — X1 l‘g — X1 T2
r3 — I :L'% — X1 T3
2
Tn4+1 — L1 $n+1 — X1 Tn+1
0 0
To — X1 z2 (r2 — x1)
T3 — T1 z3 (x3 — x1)
Tpl = T1 Tnt1 (Tny1 — T1)

0
n n—1
Ty — X1 x5
—1
x5 — 1Ty

n n—1
Tnt1 — T1Tp 1
0
n—1

zy (w2 — 1)
a3 (23 — 1)

e (@ng1 — 1)

T2 — X1 T2 (l‘g — l‘l) 1’;71 (.7)2 - .Z'l)
T3 — 1 x3 (x3 — 71) xy ! (x5 — 21)
Vit1(T1, . Tng1) =
Tntl — T1 Tnt1 (Tnt1 — T1) LUZI% (Tp+1 — 1)
1 T2 x% x;”*l
ntl 1 3 z3 ot
= |[]( - =) . . :
j=2 . :
1 xpt xiH xZ;i
On obtient ainsi
n+1
Vog1(@1,. .. Tny1) = {H(%‘ —z1)| Va(z2,...,Tns1)
=2
On en déduit par récurrence que, pour tout n € N\ {0;1},
Va1, .. 2n) = H (zj — x4)
1<i<j<n
e Initialisation. Pour n = 2,
1 X1
Va(z1, ) = ‘ 1 oy |TF2T81S H (x5 — )
1<i<j<2
Le résultat est vérifié pour n = 2.
e Hérédité. Soit n € N tel que n > 2. Supposons le résultat vrai pour n. Alors
n+1
Vi1 (o1, Tng) = {H(‘f]’ —x1)| Va(@2,..., Tnt1)
=2
n+1
= {H(%’ - xl)} I @—=
j=2 2<i<j<n+1
Vas1(®1, ..., Tng1) = H (j — x4)
1<i<j<n+1
Donc P’assertion est vraie a I’ordre n + 1.
e Conclusion. On conclut & I'aide du théoréme de récurrence que
Vne N\{0;1}  Va(or,...,zn)= [ (25 —)
1<i<j<n
e Méthode 2, a ’aide d’un polynéme.
Soit
K—K
P:
z — Vo(z1,...,Tn_1,T)

10
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Pour tout x € K,

—1
1 1 x3 xy
—1
1 To x2 Ty
P(z) = :
2 n—1
1 zp1 zp1 ... x5
2 -1
1 T T R A

En développant ce déterminant par rapport a la derniére ligne, on peut écrire :

vz € K P(x) = S Apja™!
j=1

ol les A;; sont les cofacteurs de V,,(z1,...,zn) (en effet, les cofacteurs A,; ne dépendent pas des coefficients de la niéme ligne
du déterminant). P est donc une fonction polynomiale & coefficients dans K de degré inférieur ou égal & n — 1. De plus, on
sait qu’un déterminant qui a deux lignes identiques est nul, donc

VEe[l;n—1] P(zk) =0

On distingue deux cas :
e Sizi, ..., xn—1 sont deux & deux distincts, la fonction polynomiale P est de degré inférieur ou égal 4 n — 1 et admet n — 1

racines distinctes : on peut écrire
n—1

vre K  P(x)=Auw || (@ -z
k=1
Or, A, est le cofacteur relatif a la derniére ligne et la derniére colonne donc

Ann = Vn—l(xly .. ~7$n71)
Ainsi,
n—1
Va(@1,...,2n) = P(xn) = Va1 (@1, .., 2n1) [ [ (20 — )
k=1

Comme dans la premiére méthode, on en déduit par récurrence :

Va(z1, ... xn) = H (x; — x4)

1<i<j<n

e Sixi, ..., Tn—1 ne sont pas deux & deux distincts, le déterminant est nul car il y a deux lignes identiques et on retrouve
la méme formule.

Va(xi, ... zn) = H (x; — i)

1<i<j<n
1+a? a 0o ... 0
a 1+a®> a
2 0 0 pour a € R
: . a 1+a? a
0 e 0 a 1+ a?
[n]
Solution : On va établir une relation de récurrence afin de calculer par récurrence la valeur de ce déterminant.
1+a® a 0 e 0
a 1+ad®> a
Soit a € R. Pour tout n > 1, on pose D,, = 0 0
: a 1+4ad° a
0 e 0 a 1+ a? ]
Soit n > 2. On développe par rapport & la premiére colonne ce déterminant. On obtient
a 0 S .. 0
a 1+ad®> a
Dnyr=(1+a*)Dpn—a| o - .. . 0
: a 14ad° a
0o ... 0 a 1+a®

On développe le deuxiéme déterminant par rapport a la premiére ligne. On obtient

Dn+1 = (1 + a2)Dn — aan_1
11
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De plus, on a D1 =1+a? et Dy = 1+ a2)2 —a?>=1+a®+a* La suite (Drn)n>1 suit alors une relation de récurrence linéaire

double dont ’équation caractéristique est
?=01+ad)r—ad’<=2"-(1+a*)z+a°=0

Cette équation a 1 comme racine évidente. Donc Pautre racine est a?.
e Supposons a? # 1 donc a ¢ {—1,1}. Il existe alors (A, u) € R? tels que pour tout n > 1,

D, =\+ ,an"
De plus,
A+ pa® = 1+4a° A4 pa® = 1442
)\+/Aa4 = 14+ad*>+a* /A(a4fa2) = a* Lo+ Ly—1I,
Sia =0, alors D, = det(I,) = 1.
a® 2 at 1
Supposons a # 0, alors pu = pra— et A=1+4+a"— 21 o1 D’ou
1 2(n+1)
a? —1
e Sia® =1, alors il existe (), u) € R? tels que pour tout n > 1,
Dy, =A+nu
De plus,
Ad+p = 2 _ .
{ Aoy = 3 < u=1 e A=1
Donc pour tout n > 1, D, =1 +n.
. Calculer
0 1 1
1
D, = .
1 1 0
[n]
Solution : Soit n > 1.
On réalise 'opération suivante C1 < Y Ck. On obtient alors
k=1
1 1 1 1
1 0
Dp=(n-1)| : e
S
1 1 1 0

[n]

On réalise ensuite pour tout 2 < j < n, 'opération C; <— C; — C: dans la nouvelle matrice. On obtient :

1 0 0 - 0
1 -1 0 0
Dp=(Mm-1)|: e o =(n-1)(-)""
S
1 0 0 -1

la derniére matrice obtenue étant triangulaire inférieure.

VIII Sommes a& connaitre absolument

1. Sommes d’entiers

w 1
e VneEN :1+24+34+4+---+(n—1)+n= Zk:"(";)
k=1
e VneN" 12422 +... 4 (n—-1)2+n?= Zkgzn(n—i-l)G(Qn—l—l)
k=1
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ovneN*:13+23+---+n3:ik3=W
k=1

2. Somme géométrique

VneNYgeCetq#l:1+qt@+¢®+ - +q" = Zq’leiqq
k=0 -
Remarque : Pour g=1:1+1+124+134+...+1"= Y 1=n+1
k=0
3. Formule de Bernoulli :
a® —b" = (a—b)(a" P +a" b+ fabm 2L
n—1
_ _ n—1—kpk
¥n € N*,V(a,b) € C2 = (a=)) <,§0“ b )
n—1
= (a—0) ( akb"_l_k>
k=0
IX SUITES

IX.1 Comparaison de suites :

. [ Un . p
up = O (vy) ssi [ — | est une suite bornée
Un
.. Up
Up =0(vy) ssi lim — =0
n—00 Up,

. . Un
Up ~ Up S8S1 lim — =1
n—+00 Up,

n! ~+2mn (g)n

IX.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Unto = AUpy1 + by, ug € C,up € C ((a,b) €eC2a#0 et b# 0)

On pose I'équation caractéristique (E) : 22 = az + b

e si (E) a 2 racines : r1 et ro alors 3(\, u) € C2 tel que : Vn € N, u,, = Ar} + ury

e si (E) a une racine double : r alors 3(\, ) € C? tel que : Vn € N, u, = 7™ (X + un)
Remarque : Si(a,b,up,u;) € R* et si (E) admet 2 racines complexes non réelles (conjuguées) : pe® et pe =%
alors 3(\, 1) € R? tel que :  Vn € N, u,, = p"(\cos(nd) + psin(nd)).

IX.3 Théorémes

1. Soit (uy) une suite strictement croissante de réels.

e Ou bien, la suite (u,) n’est pas majorée et alors lim wu, = +00
n—-+oo

e Ou bien, la suite (u,) est majorée et alors lim w, = sup(uy,).
n—-+00

2. La suite (uy,) converge si et seulement si les suites (uga,) et (ug,+1) convergent et ont méme limite.

3. Soit (uy) une suite définie par Yn € N wup41 = f(u,) avec f une fonction continue sur un intervalle I et
f(I) C I etuy €I Silasuite (u,) converge vers £ alors f(¢) = /.

4. Théoréme fondamental des suites adjacentes : si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes réelles, alors elles
convergent et ont méme limites.

5. Théoréme de Bolzano Weierstrass : De toute suite (u,,) € KN bornée, on peut extraire une sous-suite
convergente.

13
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X Fonctions réelles

X.1 Théoréme de la limite monotone

Faire un dessin et un tableau de variation de f sur |a;b|.

e si f est croissante et majorée sur | a;b[, alors f a une limite a gauche en b.
e si f est croissante et n’est pas majorée alors lim f(z) = +oo.

T—r
e si f est croissante et minorée sur |a;b], alors f a une limite & droite en a.
e si f est décroissante et minorée sur | a;b[, alors f a une limite & gauche en b
e si f est décroissante et majorée sur Ja;b|[, alors f a une limite a droite en a

Conséquence : si f est croissante sur Ja;b], alors pour tout ¢ € |a;b[, f a une limite a droite et a gauche en ¢
et hmxﬁc— f(x) < f(C) < limxﬁc‘*‘ f(m)

X.2 Accroissements finis

e Formule des accroissements finis
Soit f continue sur [a;b], dérivable sur |a;b|, alors :

| (3c €la, b)) tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a) |

e Inégalité des accroissements finis :
Soit f dérivable sur un intervalle I telle que : Vo € I,|f'(z)| < K, alors

V(a,0) € I?, |f(b) — f(a)| < K'|b—a

X.3 Théoréme de la limite de la dérivée

soit a € I, et soit f une fonction continue sur I, de classe € sur I \ {a}

Si f’ a une limite finie L lorsque z tend vers «, <lim fl(x) = L), alors f est de classe € sur I et f'(a) = L.
r—a

X.4 Comparaison des fonctions :

Soit a un réel ou +oo ou —oo,

f(x) = O(g(x)) si = est bornée au voisinage de a.

a g
f(x) =o0(g(x)) si lim @) =0

a r—ra g(x)
~ g(x)si lim @ =
(o) o gla) si Jim 5 =1

Croissances comparées :
e En 0: Soient a >0et b>0.0na: lin%)xb(ln 2))* =0 & |Inz|® = o(z7?)
T—

1 a
e En 400 :Soita>0,b>0et¢c>0.0na: lim M

— a _ b
Ry e 0< |Inx| o(z”)
b

+oo

et  lim =0e2b = oe™)

r—~+o00 T —I—_oo

14
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XI Fonctions réciproques classiques

XI.1 Trigonométrie réciproque

{y:Arcsinx {x:sin;yr -
101 e|-5i5]

ze| ] y 55
y = Arccosx T = cosy
xe[—1;1] Y€

y = Arctanz r =tany
zeR

Tracer le graphe des 3 fonctions Arcsin, Arccos, Arctan :

e Fonction Arcsin

e Fonction Arcsin

e Fonction Arctan

Arcsin définie de [—1;1] dans [—g ; g} / Arccos définie de [—1;1] dans [0;7]/ Arctan définie de R dans

]

15
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Dérivées :

1 1
Vo €]—-1;1[, Arcsin’(z) = et Arccos’(z) = —
1=t W= ==
1
Vz € R Arctan’(z) = e
XII Trigonométrie hyperbolique
T —x T __ AT T _ o7
VeeR cho=ot% ¢ho=S"% thp=%—"°_
2 2 et e 7
Relation fondamentale : ch? z —sh?z = 1
Tracer le graphe des 3 fonctions sh, ch, th :
e Fonctions sh et ch :
y _ ez/% B /,/..
——r - -
7
y
AN
e Fonction th : ‘
. y=1
‘ - .
Cn
y=—1

XIII Formules de Taylor - Développement limités

XIII.1 Formule de Taylor avec reste intégral (T.R.I)

Soit f de classe €1 sur un intervalle I. Soit (a,b) € I2. On a alors :

(b—a)?

a
2!

Fa) + -+ Mf(n)(a) + /b(b_t)nf(nﬂ)(t) dt

n! n!

f(b) = f(a) + (b—a)f'(a) +

XIII.2 Inégalité de Taylor-Lagrange (I.T.L)

Soit f de classe ™! sur un intervalle I Soit (a,b) € I?. On a alors :

n (h— )k
ey~ 32 P p0oa)| <
k=0 :

’b_a|n+1
(n+1)!

ot M est un majorant de ‘f("+1)(t)‘ pour t € [a;b]. M = sup {|f("+1)(t)
16

,t € [a;b]} convient.
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XIII.3 Formule de Taylor-Young

Soit f de classe €™ sur un intervalle I. Soit (a,x) € I?. On a alors, au voisinage de a :

£a) o+ O 0 a) o (2 - a))

XIII.4 Développements limités usuels & connaitre au voisinage de 0

Les 3 premiers termes des D.L. sont & connaitre par cceur. Au voisinage de 0, on a (avec o € R) :

k 2 n
x r x T
e”” = kz::OE—FO(JEn) == +F+§++m+0(l’n)
P p2k+1 . p2r+1
h = - 2p+2 = S I 2p+2
sh k§0(2k+1)!+0($ ) x+3! +5! + +(2p+1)!+o(x )
P g2k 22 gt 2P
hx = 2p+1)y = 4T 2p+1
ch x kgo(%)!—ko(x ) tortat +(2p)!+o(:z )
P i p2k+1 -
sinx = —1)f——— 4o (P
2 ey e
3 5 2p+1
— ror et 2p+2
T *+ )(2p+1)!+0($ )
zp:( )k a2t (2+1)
cosx = -1 + o (P
k=0 (2k)!
z2 %P
- 1 i - _1p 2p+1
TR + (1) (2p)!+0(m )
n k—1 ZEk
I+z)* = 1+> | [[(a=1i)) —+o(a™)
=1 \i=0 k!
-1 1D — 1
= 1+g$+a(a )x2+ alo— 1) (a-nt )x”—i—o(x”)
1! 2! n!
1 d k n 2 n n
T = kzox +o(z") = l4zxz+az°+---+a"+o0(2")
1
5z = };O(—l)kxk+o(x") = l-a+22— - +(=1)"2" +o0(a")
n xk‘ .1'2 xn
In(l+2) = Y (- 4o0(@") = 22— "+ -+ (=" 1= to(a")
k=1 k 2 n
n xk x2 :Bn
In(l—2z) = —kzlzjto(:p") = —x—?—---—?+0($”)

x 1 P ka-‘rl
Arctan z = / dt = Y (-1)fF——— + o (2212)
0

17
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Au voisinage de 0 :

L oo ST (1) T
I+z ! g=11=0 \ 2 A
k=1
" ]—10(21'—1—1) k
=1 —1)k= n
+ 32 () o)
B n . (2k)! zF L n L (2K 2* "
- 1+k§1(—1) 2%]{!H+0(:ﬂ )—1+k§1( 1) k 22k+o(az)
Alors,
1 n o o)\ x?F
- =1 2n
V1—a? +1§1(k’>22k+ &)
D’ou

n 2%k m?k-‘rl -
- “%(k)(%ﬂﬂ%““ )

Or la fonction Arcsin est de classe €272 et impaire, donc on en déduit avec la formule de Taylor Young, qu’elle
admet un DL en z2"*2 et que le terme devant 22"+2 est nul. D’ou

. n 2k p2ht1 P
Arcsma:::v—l—k;l(k)w—i-o(a: )

Application : équivalent en O :

sinz ~ @ //cosa:O // anw ~
Arctana:rgx //Arcsinw;x //ln(l—i—:c)rova://thxzw
Autres équivalents usuels :

x x

v s e e
Arccosx vy //In(z) = In(1+(x—1)) Y (x—1) //Arctanx fodlcy //chz fodiey //shx ST //thx fod 1
Remarque : si liin f(x) =L #0, alors f(z) ~ L.

Quelques exercices :

1 2
1. Montrer qu’au voisinage de 0, tanz =z + — 23+ — 2% + o (xﬁ).

3 15
N
Solution : Au voisinage de 0, sinz = x — a7 + = + o(x%) et
1 1

= 2 4 6
cos N

T 6

ST TRRN T

X
6!
ZCZ $4 .Z'G ZL’2 .%'4 2
= I+t (1=
3 24+720+4( 12+360>
X

3 0(1:6)
2 1 1 1 1
= 14+ — P 4 e Bl 6 6
+2+(4 24> (720 24 8>x+o(m)
2 5 61
= 1 s Z A4 = .6 6
+2+24 +720x + o(z°)
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Par conséquent,

3 ad 6 2 5 4, 61 4 6
tanxr = (az—?’!—{—f)!—l—o(:n )> <1+2+243: +%:p +o(x )>
+az3+55 3 x5+x5+(6)
= o2+ —+—2"————+—+o(
2 24 6 12~ 120
32 5 6
tanz = x+?+1—5x + o(x”)
3
2
tanx:a:—l—%—i—ﬁﬁ—i-o(xﬁ)
Ttz—vI—z-—
2(a) Montrer que lim\/ e \g T
z—0 x
Solution : On a au voisinage de 0 :
1 1 1 1 1 1
Vitz=1+_-2— 2>+ —22+o(@d) et VI—ao=1— - -22 - —23+0(2?). D'on
2 8 16 2 8 16
1 1 1 1 1 1 1
\/1+x—\/l—sc—x:1—{—556—§$2—|—1—6x3—1—|—§x—|—g:p2—l—ﬁx3—m+o(x2):§$3—|—0(5L‘3)

1 —1—x— 1
Vit \g T S5 —— +00. On en déduit alors le résultat demandé.
x z—0 8x¢ z—0

Vi+6x—/14+2 13
b) Mont I =2
(b) Montrer que iy = 2y ~ 30

Solution : On a au voisinage de 0

Alors,

6 1 13 13
V1 -1 =1+-z—-1-2 =— ~
V1+6z—V1+ax —1—5.7) 31‘+O(3§‘) 15;8—1—0(33)2:_)0 e
De plus, 3sinz — In(1 +x) ~ 2z. On en déduit
z—0
V1+6z—V1+x 13 13

3sinz — In(1 4+ x) +>02 x 15 20 30

d’otl le résultat demandé.

11\ 7®
(c) Pour tous a,b >0, lim <a£_2‘_bx> = Vab.

T—r+00

1
Solution : On pose h = — T 0. Pour = au voisinage de +oo donc h au voisinage de 0.
€T x fe’e)

al + b

a" = exphlna =1+ hln(a) + o(h). Donc =1+ hln(vab) + o(h). On a alors

(557) = o (5n 1 s-0)) o (G 01) = st 1

1

1 X
z 4 br
On en déduit par composition, (a + ) eln(vab) _ Vab.
2 Z—+00

3. Démontrer que la fonction
e’ —cosr—=

H -
x—1In(1+x)
admet un DL2(0) et le déterminer.

Solution : Le numérateur et le dénominateur tendent vers 0. Pour savoir si le quotient admet un déve-
loppement limité, on commence par déterminer un DL2(0) du numérateur et du dénominateur sous forme
normalisée.
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Par différence, au voisinage de 0,

2 2

f(x):ew—cosx—m:1+x+x2—<1—x2
g(z)=z—In(l+2)=2— <x—$22)+0(:c2)

) —z+o(z?) = 2% (1 +o(1))

%—Fo(l)

o o)

Avec les notations précédentes, p = ¢ : on peut simplifier par 22 pour se ramener 4 un dénominateur de
limite non nulle. Comme f et g admettent des développements limités a tout ordre, on a montré ’existence

du développement limité du quotient.

On veut un développement limité & lordre 2 et on va devoir simplifier par x

développements limités a l'ordre 4. Au voisinage de 0,

2 on doit donc partir de

2 3 4 2 4
_ oyt (o T 4
flx) = 1+x+2+6+24 (1 2+24) x +o(x%)
3
x
= :c2+€+o(x4)
2 3 4
g(x) = x—(x—g—ﬁ—z—ﬂil)-f—o(x‘l)
R 4
== 3—74‘14-0(33)
D’ou 5
22+ Ty o(x?) 24+ 24 o(z?)
flx) 6 _ 3
g(z) 22 23 2t A 2x  2? 5
5 3+4+o(9c) 1 3+2+0($)
2
f(z) ( x 9 2z 22 2z 22 9
DY~ (o4 2 ) 14+ (=2 -2 =z
(@) +3—|—o(x) +13 5 ) T3 5 + o(z?)
2 2 4q?
= (g o) (145 - G+ o)
2 2
= (2+§+o(w2)> <1+3:r_:1z8+0($2)>
4r 2?2  x 22 9
— 94T _ T 4Tt
+3 o T3 9 + o(z”)
f(=) S a’ 2
SNBSS gy 2
(@) + 3 + 9 + o(z?)

XIV Primitives de fonctions usuelles

XIV.1 Formules & maitriser

Avec u fonction dérivable de I dans R*

20
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Fonction | Primitive i S—
o® o Fonction Primitive
Inzx zlnx —x
I
a#0,e% —e sinz
a tanz = — In |cos z|
cos T
chzx sh x
5= = 1+ tan?x tanx
shz ch z L
1 Ccos T
COS T sinz sin? r Tsingz
- I 2
sinzx —Ccosx — =1—th°z th =
ch“x
. anrI 1 ch z
a#—l,x a+1 Sh2.’L' th
1 1 1 X
- a#0 — Arctan <—>
x In || a? + a2 (a7 0) a a
Py I Avesi
u S resin x
” In [u] V1—a?

Théoréme : Soit f une fonction continue sur 'intervalle I. Alors f admet des primitives sur I. De plus,

1. Pour tout x( € I, il existe une unique primitive de f s’annulant en g, c’est la fonction
x
F:z— / f(t)de
o
2. Toutes les primitives de f sur I sont de classe €' sur I.

XIV.2 Intégration par parties

Soient I un intervalle de R, u et v deux fonctions de classe €' sur I. Alors, pour tout (a,b) € I,

XIV.3 Formule de changement de variable :

Soit ¢ une fonction de classe ¢! strictement monotone sur [a; 3].
b B
[ f@aa= [ 1 eo)e o a

avec x = p(t) d’ot dz = ¢'(t)dt. Sit = « alors z = ¢(a) donc a = ¢(a) et si t = 5 alors © = ¢(f) donc b = ()

Un petit exercice : Soit, pour tout entier naturel n,

I, = /2 sin” tdt
0
1. Démontrer ¥n € N\ {0,1} nl,=n-—1)I,_s.
2. Calculer Iy. En déduire la valeur de Iz, pour tout entier naturel p.

3. Calculer I;. En déduire la valeur de 3,41 pour tout entier naturel p.

Solution :
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1. Soit n € N\ {0,1}. Les fonctions u et v définies sur [0;7/2] par u(t) = — cos(t) et v(t) = sin” () sont de
classe €* sur [0;m/2]. De plus, pour tout t € [0;7/2],

u'(t) = sin(t) et v'(t) = (n — 1)sin™ 2(t) cos(t)
On en déduit par intégration par parties que

/2
1, = [~ cos(t) sin™ ()] + (n— 1) /O cos? (1) sin™2(t)dt

Or, cos?(t) = 1 — sin?(t). D’out

In=mn—-1)Il,—2—(n—-1I, et nl,=(n—1),_2

2
2. Iy = / dt = g De plus, pour tout p > 1,
0

2p—1
I2p = 712(])71)

2p-1Ep—3)---1, _ @p! 7
0= —.
2p X -+ X 2 22r(p!)2 2

On en déduit par récurrence que pour tout p = 0, I, =
2 x
3. I = / sintdt = [—cos(t)]§ =1 et pour tout p > 1,
0

2p
I =——1I_

2p+1 2+ 1 2(p—1)+1
On en déduit par récurrence que pour tout p > 0,

I 2p X - X 2 2% (pl)?
T 2pr)(2p-1)---37 T @2p+ 1)

1=

XIV.4 Sommes de Riemann

Soient (a,b) € R? avec a < b, f € €([a;b]).

. b—an=l b—a b
lim Zf(a—i—z - >:/af(t)dt

n—+oo N

Quelques questions : Etudier la convergence des suites réelles u définies par

1 1
1. V N* =+ 4+ —
n e Up, n+1+ +2n
1 24+---++v/n—-1
2. Vn € N* un:\[—i_\[—i_ ML
ny/n
1 >» k
3. Vne N* w, =— ) sin<w>
n =1 n
2 n k
4. Vn € N* unZ% /~€2005< W)
n° = n
Solution :
noo1 1o 1 L
1. Soit n € N* = = — > dt =1n2.
oit n , Up ;sz:ln-i-k nkzz:ll_F@ n—>oo/01+t n
n
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= , 2

* _ /2 “

2. Soit n € N*, u,, = ”kzo e /\fdt [ t } 3
k 1 b2
3. Soit n € N*, u, = — Z sin ( W) L sin(m‘,)dt = [— Cos(ﬂt)] =—
n n—00 0 ™ 0 ™
n k 2o (kN [k :

4. Soit n € N*, u,, = 13 > k? cos <W> =T > <> cos <7r> — 772/ 22 cos(mr)da.

ne k=1 n N g=1 \1 n.j m—eo 0

En faisant le changement de variable affine ¢ = 7z, on obtient
1 T 42 s
t dt 1
772/ 2% cos(mz)dz = 72 —5 cost— = / t? cos tdt
0 o T s m™Jo
On réalise ensuite deux intégrations par parties successives, les fonctions polynomiales, cos et sin étant de
classe ¢! sur [0;7]. On obtient

™ s ™
/ t? costdt = [t*sint]] — 2/ tsintdt = 2[t cost]g — 2/ costdt = —
0 0 0

Alors, lim wu, = —2.
n—+0oo

XV Produit scalaire

XV.1 Définitions

Soit E un R-espace vectoriel et soit ¢ une application de £ x E dans R.
On dit que ¢ est un produit scalaire sur F si ¢ vérifie :
1. ¢ est symétrique : V(z,y) € E? : o(y,z) = o(z,y).
V(z,2',y,A) € B> xR:p Az +a',y) = Ap(z,y) + ¢ ()

V(z,y,0/ A) € B> xR (z, y+y) = Xeo(z,y) + ¢ (2,9)
Remarque : La deuxiéme ligne se déduit de la premiére grace a la symétrie.

3. ¢ est définie positive : Vx € E: p(z,z) > 0 et p(z,z) =0= 2 =0.

2. ¢ est bilinéaire :

Norme euclidienne : Pour tout z € E, ||z]| = /(x| x)

Formules de polarisation et de la médiane : pour tout (z,y) € E?

1
(@ly) = 5 (lz+yl” = lel* = llyl*)
1 2 2
(@ly) = 7 (lz+yl* = le—yl?)
lz+yll? + = —yl> = 2(]l* + [lyl*)

Inégalité de Cauchy-Schwarz : Pour tout (z,y) € E?, [(z|y)| < ||z|||y].
Cas d’égalité : |(z]y)| = ||z||||ly|| < la famille (z,y) est lice.

XV.2 Exemples fondamentaux

1. E = R". Produit scalaire canonique de R".
Vo = (z1,22,...,2,) € R" et Yy = (y1,92,-..,Yn) € R™:

n
(zly) = lemyz
1=

2. E =(([a,b],R)(R-ev des applications continues sur [a;b]).

b
Wfg) € B (f.g) = / F(Bg(t)at
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XV.3 Orthogonalité et base orthonormale

Base orthonormale Soit B = (e, e, ..., e,) une base orthonormale de E.

Pour tout z € E de coordonnées (x1, z2,...,x,) dans B, pour tout y € E de coordonnées (y1,y2,...,yn) dans B :

n n
ol =/ 2k et (zly) = X whve
k=1 k=1

Théoréme de Pythagore : Pour tout (z,y) € E?,

vly <= lo+yl* =zl + Iyl

Orthogonal d’un sous-espace : Soit £ un R — ev muni d’un produit scalaire (-|-) et soit F' un sev de E.

On appelle orthogonal de F' le sous-espace noté F- :

Ft ={z e E/VacF, (z|a) =0}

Ecriture matricielle du produit scalaire :
Soit ¢ un produit scalaire, noté (z | y), sur E et soit B = (e1,ea,...,e,) une base de E.

On appelle matrice du produit scalaire ¢ dans la base B, notée Mp(p), la matrice

A = (a;ij)1<i<n Ol a;j = (e; | €j)
1<j<n

Remarque : Comme ¢ est symétrique, Mg(p) est symétrique (tA = A).
Si B est orthogonale alors Mp(y) est diagonale et si B est orthonormale alors Mp(p) = I,,.

Ecriture matricielle :

Posons A = Mp(y). Soient x et y, 2 vecteurs de E et soient X et Y leur matrice colonne dans la base B. On a (en
désignant par !X la transposée de X) :

(r|y) ="XAY  Conséquence : Si B est orthonormale alors (z | y) = ‘XY

XV.4 Projection orthogonale et distance

Soit (E,¢) un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
Alors E = F @ F*. On appelle projecteur orthogonal(e) de E sur le sous-espace vectoriel F' le projecteur pr de F

sur I parallélement a F*.

Soit p une application de F dans E. On dit que p est un projecteur orthogonal de E lorsque
e p est un projecteur (c’est-a-dire lorsque p € Z(F) et pop = p)
e ct Ker p = (Im p)*.

Expression d’un projeté

Théoréme : Soient F' un sous-espace vectoriel de dimension finie non nulle de l'espace préhilbertien (E, ) et
F = (fr)1<k<p une BON de F. Alors

Vee E  ppz) = kZp:l(ﬂfk)fk

Un petit exercice : On note F' le sous-espace vectoriel Vect (sin,cos) de C([0;27],R). Déterminer le projeté
2

orthogonal de I'identité Id sur F' pour le produit scalaire (f,g) — f(t)g(t)dt.
0
24



Année 2024-2025 — MP — Lycée La Fayette — Cahier de vacances de MPSI/MP2l 3 MP/MPI

2 2
1
Solution : On a / sin cos = [2 sinz(t)] = 0. La famille (sin, cos) est donc orthogonale.
0

0

2 1 —cos(2t)]*" 2 1 2t)]*" 1 1
De plus, / sin?(t)dt = {COS()] =met / cos?(t)dt = [—i_COS()] = 7. La famille < sin, — >
0 2 0 0 2 0 NV

est donc une base orthonormale de F'. On en déduit que
1 L. 1
pr(Id) = —(Id | sin) sin +—(Id | cos) cos
s s
De plus, par intégrations par parties, les fonctions ¢ + ¢, sin et cos étant de classe ¢ sur [0;27],

27 27
(Id |sin) = / tsin(t)dt = [t cost]2™ + / cost = —2m
0 0
2w 2
(Id | cos) / tcos(t)dt = [tsint]3™ — / sint =0
0 0

D’ou pr(Id) = —2sin.

Distance

Soient (E, ) un espace préhilbertien, F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F, z un point de E.
L’ensemble {d(x,y)/ y € F} est une partie de R, non vide (F' est non vide), minorée par 0. Elle admet par
conséquent une borne inférieure dans R. On appelle distance de x au sous-espace vectoriel F' et on note d(z, F)
cette borne inférieure.

d(CC,F) = ylgf*_‘ d(ZL‘,y) € R+

1. d(z, F') est un minimum.
2. Ce minimum est atteint en pp(z) : d(z, F) = ||z — pr(z)||.

3. Ce minimum est atteint uniquement en pp(z).
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