
Outils maths. Analyse vectorielle 1 MP/MPI La Fayette 

Outils mathématiques : Analyse vectorielle 

Compétences au programme : 
Gradient. Citer le lien entre le gradient et la différentielle.  

Exprimer les composantes du gradient en coordonnées cartésiennes. 
Utiliser le fait que le gradient d'une fonction f est perpendiculaire aux surfaces iso-f et orienté dans le 
sens des valeurs de f croissantes. 

Divergence. Citer et utiliser le théorème d'Ostrogradski.  
Exprimer la divergence en coordonnées cartésiennes. 

Rotationnel. Citer et utiliser le théorème de Stokes.  
Exprimer le rotationnel en coordonnées cartésiennes. 

Laplacien d'un champ scalaire. Définir le laplacien à l'aide de la divergence et du gradient. 
Exprimer le laplacien en coordonnées cartésiennes. 

Laplacien d'un champ de vecteurs. Exprimer le laplacien d'un champ de vecteurs en coordonnées cartésiennes. 

Utiliser la formule d'analyse vectorielle : ∆𝑎⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑑𝑖𝑣𝑎⃗) − 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑎⃗). 

Cas des champs proportionnels à 

𝒆𝒊(𝝎𝒕−𝒌⃗⃗⃗.𝒓⃗⃗) ou à 𝒆𝒊(𝒌⃗⃗⃗.𝒓⃗⃗−𝝎𝒕). 
Exprimer l'action des opérateurs d'analyse vectorielle sur un tel champ à l'aide du vecteur 𝑖𝒌⃗⃗⃗. 
→ cf ChEM5 

 

Les chapitres T4 pour les MP ou T2 pour les MPI, EM1, EM4 et EM5 feront référence à cette fiche. 
 
 

A) Différentielle et dérivée partielle 
Considérons une fonction 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) des variables 𝑥, 𝑦 𝑒𝑡 𝑧.  
La DIFFERENTIELLE 𝒅𝒇 de cette fonction s'écrit : 

𝒅𝒇 =  𝒇(𝒙 + 𝒅𝒙, 𝒚 + 𝒅𝒚, 𝒛 + 𝒅𝒛) − 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = (
𝝏𝒇

𝝏𝒙
)
𝒚,𝒛
∙ 𝒅𝒙 + (

𝝏𝒇

𝝏𝒚
)
𝒙,𝒛

∙ 𝒅𝒚 + (
𝝏𝒇

𝝏𝒛
)
𝒙,𝒚
∙ 𝒅𝒛 

Qualitativement, la différentielle 𝑑𝑓 correspond à la variation infinitésimale (ou élémentaire) de la 
grandeur 𝑓 quand on fait varier simultanément les variables 𝑥, 𝑦 𝑒𝑡 𝑧 de façon infinitésimale de 
𝑑𝑥, 𝑑𝑦 𝑒𝑡 𝑑𝑧. 

La grandeur (
𝝏𝒇

𝝏𝒙
)
𝒚,𝒛

 est appelée DERIVEE PARTIELLE de la fonction 𝑓 par rapport à la variable 𝑥, les autres 

variables (𝑦, 𝑧)  étant fixées (i.e. considérées comme des constantes). 
 

Rq : Si la fonction 𝑓 ne dépend que d'une seule variable, par exemple 𝑧, alors (
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)
𝑥,𝑧
= (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)
𝑦,𝑧
= 0 et 

𝑑𝑓 = 𝑓(𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦 + 𝑑𝑦, 𝑧 + 𝑑𝑧) − 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑧
)
𝑥,𝑦
∙ 𝑑𝑧 ⟺ 𝑑𝑓 = 𝑓(𝑧 + 𝑑𝑧) − 𝑓(𝑧) =

𝑑𝑓

𝑑𝑧
∙ 𝑑𝑧. 
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B) GRADIENT 

L’opérateur gradient transforme un champ scalaire en un champ vectoriel. 

 

1) Définition - propriétés 

Soit 𝑓(𝑀) un champ scalaire,  

𝒅𝒇 = 𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝒇. 𝒅𝒍⃗⃗⃗⃗⃗ 

Avec 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗  vecteur déplacement élémentaire. 

Rappel – En coordonnées cartésiennes :       𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ = 𝑑𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑑𝑥𝑒𝑥 + 𝑑𝑦𝑒𝑦 + 𝑑𝑧𝑒𝑧 

 
 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑓 est un vecteur orthogonal aux surfaces iso-𝒇 et est 
orienté selon 𝒇 croissant. 
 
 
Ex : Les couleurs de la carte ci-contre traduisent les valeurs du 
champ 𝑓(𝑀) : valeurs les plus faibles en bleu et les plus élevées en 

rouge. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑓 est représenté par les flèches. 
 

 
 
 
 

2) Expression 

Coordonnées cartésiennes : 𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝒇 =

(

 
 
 
 

𝝏𝒇

𝝏𝒙
𝝏𝒇

𝝏𝒚
𝝏𝒇

𝝏𝒛)

 
 
 
 

 

 

Rq : L’expression du gradient dans les différents systèmes de coordonnées se déduit de la définition 

𝑑𝑓 = 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑓. 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗  et des expressions de 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ . 

Les expressions du gradient en coordonnées cylindriques et sphériques vous seront données. 
Coordonnées cylindriques Coordonnées sphériques 

𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ = 𝑑𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑑𝑟𝑒𝑟 + 𝑟𝑑𝜃𝑒𝜃 + 𝑑𝑧𝑒𝑧 𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ = 𝑑𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑑𝑟𝑒𝑟 + 𝑟𝑑𝜃𝑒𝜃 + 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃𝑑𝜑𝑒𝜑 

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑓 =
𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑒𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑒𝜃 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
𝑒𝑧 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗𝑓 =

𝜕𝑓

𝜕𝑟
𝑒𝑟 +

1

𝑟

𝜕𝑓

𝜕𝜃
𝑒𝜃 +

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜑
𝑒𝜑 
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C) DIVERGENCE 

L’opérateur divergence transforme un champ vectoriel en un champ scalaire. 

 

1) Signification / interprétation 
La signification de l’opérateur divergence est liée à la notion de flux : Un 
champ de vecteurs « diverge » en un point si son flux à travers une 
surface élémentaire entourant ce point est non nul. 

  
 
 
 

Ex de carte de champ de vecteurs de divergence non nulle : 
 

2) Expressions 

Coordonnées cartésiennes : 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) et 𝑎⃗(𝑀) = 𝑎𝑥𝑒𝑥 + 𝑎𝑦𝑒𝑦 + 𝑎𝑧𝑒𝑧 

𝒅𝒊𝒗 𝒂⃗⃗⃗(𝑴) =
𝝏𝒂𝒙
𝝏𝒙

+
𝝏𝒂𝒚

𝝏𝒚
+
𝝏𝒂𝒛
𝝏𝒛

 

 
Les expressions de la divergence en coordonnées cylindriques et sphériques vous seront données. 

Coordonnées cylindriques Coordonnées sphériques 

𝑀(𝑟, 𝜃, 𝑧) et 𝑎⃗(𝑀) = 𝑎𝑟𝑒𝑟 + 𝑎𝜃𝑒𝜃 + 𝑎𝑧𝑒𝑧 𝑀(𝑟, 𝜃, 𝜑) et 𝑎⃗(𝑀) = 𝑎𝑟𝑒𝑟 + 𝑎𝜃𝑒𝜃 + 𝑎𝜑𝑒𝜑 

𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗(𝑀) =
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑎𝑟)

𝜕𝑟
+
1

𝑟

𝜕𝑎𝜃
𝜕𝜃

+
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑧

 𝑑𝑖𝑣 𝑎⃗(𝑀) =
1

𝑟2
𝜕(𝑟2𝑎𝑟)

𝜕𝑟
+

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕(sin(𝜃) 𝑎𝜃)

𝜕𝜃
+

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑎𝜑

𝜕𝜑
 

 
 

3) THEOREME D’OSTROGRADSKI 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

NB :  

-  Il s’agit du flux sortant de la surface (𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗⃗ perpendiculaire à  𝛴 orienté vers l’extérieur). 
- Un champ à flux conservatif est un champ de vecteur dont le flux à travers toute surface fermée est nul. 

C’est le cas du champ magnétique 𝐵⃗⃗, cf ChEM2 et ChEM4. 

  

𝛷(𝑎⃗ ) = ∯ 𝒂⃗⃗⃗(𝑷, 𝒕)𝒅𝑺⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝑷∈𝚺

=∭ 𝐝𝐢𝐯𝒂⃗⃗⃗(𝑴, 𝒕) 𝒅𝝉
𝑴∈𝝉

   

A un instant 𝑡 fixé, le flux d’un champ de vecteur 𝑎⃗ à 
travers une surface fermée 𝛴 est égale à l’intégrale de la 
divergence de 𝑎⃗ sur le volume 𝜏 délimité par la surface 𝛴 :  

Le vecteur surface 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗⃗ est normal à 𝛴 en 𝑃 et est orienté 
vers l’extérieur de la surface. 
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D) ROTATIONNEL 

L’opérateur rotationnel transforme un champ vectoriel en un champ vectoriel. 

 

1) Signification / interprétation 
Un champ de vecteurs dont le rotationnel est non nul en un point 
« effectue une rotation » autour de ce point. Le rotationnel renseigne sur 
le caractère « tourbillonnaire » du champ. 

 
 
 

Ex de carte de champ de vecteurs de rotationnel non nul : 
 
 

2) Expressions 

Coordonnées cartésiennes : 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) et 𝑎⃗(𝑀) = 𝑎𝑥𝑒𝑥 + 𝑎𝑦𝑒𝑦 + 𝑎𝑧𝑒𝑧 

𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝒂⃗⃗⃗(𝑴) =

(

 
 
 
 

𝝏𝒂𝒛
𝝏𝒚

−
𝝏𝒂𝒚

𝝏𝒛
𝝏𝒂𝒙
𝝏𝒛

−
𝝏𝒂𝒛
𝝏𝒙

𝝏𝒂𝒚

𝝏𝒙
−
𝝏𝒂𝒙
𝝏𝒚 )

 
 
 
 

 

 
Les expressions du rotationnel en coordonnées cylindriques et sphériques vous seront données. 

Coordonnées cylindriques Coordonnées sphériques 

𝑀(𝑟, 𝜃, 𝑧) et 𝑎⃗(𝑀) = 𝑎𝑟𝑒𝑟 + 𝑎𝜃𝑒𝜃 + 𝑎𝑧𝑒𝑧 𝑀(𝑟, 𝜃, 𝜑) et 𝑎⃗(𝑀) = 𝑎𝑟𝑒𝑟 + 𝑎𝜃𝑒𝜃 + 𝑎𝜑𝑒𝜑 

𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑎⃗(𝑀) =

(

 
 
 

1

𝑟

𝜕𝑎𝑧
𝜕𝜃

−
𝜕𝑎𝜃
𝜕𝑧

𝜕𝑎𝑟
𝜕𝑧

−
𝜕𝑎𝑧
𝜕𝑟

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑎𝜃)

𝜕𝑟
−
1

𝑟

𝜕𝑎𝑟
𝜕𝜃 )

 
 
 

 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑎⃗(𝑀) =

(

 
 
 
 

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕(sin(𝜃) 𝑎𝜑)

𝜕𝜃
−

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑎𝜃
𝜕𝜑

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑎𝑟
𝜕𝜑

−
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑎𝜑)

𝜕𝑟
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑎𝜃)

𝜕𝑟
−
1

𝑟

𝜕𝑎𝑟
𝜕𝜃 )

 
 
 
 

 

 

3) THEOREME DE STOKES 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rq : Un champ à circulation conservative est un champ de vecteur dont la circulation le long de tout 

contour est nulle. C’est le cas du champ électrostatique 𝐸⃗⃗, cf ChEM1. 

𝐶(𝑎⃗) = ∮ 𝒂⃗⃗⃗(𝑷, 𝒕)𝒅𝒍⃗⃗⃗⃗⃗
𝑷∈𝜞

=∬ (𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝒂⃗⃗⃗(𝑴, 𝒕)) . 𝒅𝑺⃗⃗⃗⃗⃗⃗
𝑴∈𝐒

 

A un instant 𝑡 fixé, la circulation d’un champ de vecteur 𝑎⃗ 
le long d’un contour orienté 𝛤 est égale au flux du 
rotationnel de 𝑎⃗ à travers une surface 𝜮 s’appuyant sur 𝜞 
et orientée selon la règle de la main droite :  

𝑆 
Γ 
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E) LAPLACIEN SCALAIRE et LAPLACIEN VECTORIEL 

L’opérateur laplacien scalaire transforme un champ scalaire en un champ scalaire. 
L’opérateur laplacien vectoriel transforme un champ vectoriel en un champ vectoriel. 

 

1) Définitions 

Le laplacien d’un champ scalaire 𝑓 est : 

∆𝒇 = 𝒅𝒊𝒗(𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝒇) 
Le laplacien d’un champ vectoriel 𝑎⃗ est :  

∆𝒂⃗⃗⃗ = 𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (𝒅𝒊𝒗𝒂⃗⃗⃗) − 𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ (𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝒂⃗⃗⃗) 

Rq : le Laplacien vecteur est noté avec ou sans flèche : ∆⃗⃗⃗𝑎⃗ ou ∆𝑎⃗ 
 

2) Expressions 

Coordonnées cartésiennes : 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ; 𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) et 𝑎⃗(𝑀) = 𝑎𝑥𝑒𝑥 + 𝑎𝑦𝑒𝑦 + 𝑎𝑧𝑒𝑧  

 Laplacien scalaire :  

𝚫𝒇 =
𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒚𝟐
+
𝝏𝟐𝒇

𝝏𝒛𝟐
 

 
 Laplacien vectoriel : 

∆𝒂⃗⃗⃗ = (

∆𝒂𝒙
∆𝒂𝒚
∆𝒂𝒛

) =

(

 
 
 
 

𝝏𝟐𝒂𝒙
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝒂𝒙
𝝏𝒚𝟐

+
𝝏𝟐𝒂𝒙
𝝏𝒛𝟐

𝝏𝟐𝒂𝒚

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝒂𝒚

𝝏𝒚𝟐
+
𝝏𝟐𝒂𝒚

𝝏𝒛𝟐

𝝏𝟐𝒂𝒛
𝝏𝒙𝟐

+
𝝏𝟐𝒂𝒛
𝝏𝒚𝟐

+
𝝏𝟐𝒂𝒛
𝝏𝒛𝟐 )

 
 
 
 

=
𝝏𝟐𝒂⃗⃗⃗

𝝏𝒙𝟐
+
𝝏𝟐𝒂⃗⃗⃗

𝝏𝒚𝟐
+
𝝏𝟐𝒂⃗⃗⃗

𝝏𝒛𝟐
 

 
Les expressions des laplaciens en coordonnées cylindriques et sphériques vous seront données. 
Cas du laplacien scalaire : 

Coordonnées cylindriques Coordonnées sphériques 

𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑧) 𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝜑) 

∆𝑓 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟.
𝜕𝑓

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2
𝜕2𝑓

𝜕𝜃2
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
 ∆𝑓 =

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2.

𝜕𝑓

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑓

𝜕𝜃
) +

1

𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕2𝑓

𝜕𝜑2
 

 
 

 
 

F) Formules utiles (cf ChEM4) 

𝒅𝒊𝒗(𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝒂⃗⃗⃗) = 𝟎 

𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑽) = 𝟎⃗⃗⃗ 
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G) Le vecteur symbolique « nabla » 

On définit le vecteur symbolique « nabla » en coordonnées cartésiennes par : 𝛁⃗⃗⃗ =

(

 
 

𝝏

𝝏𝒙
𝝏

𝝏𝒚

𝝏

𝝏𝒛)

 
 

 

Tout seul, il n’a aucun sens, il faut l’appliquer à « quelque chose » (scalaire ou vecteur). 

En coordonnées CARTESIENNES,  les expressions des opérateurs (gradient, divergence, rotationnel et 
Laplacien scalaire) se retiennent facilement par des opérations (produits « simple » / scalaire / vectoriel)  
avec le vecteur « nabla ». 

 

Coordonnées cartésiennes : 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ; 𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) et 𝑎⃗(𝑀) = 𝑎𝑥𝑒𝑥 + 𝑎𝑦𝑒𝑦 + 𝑎𝑧𝑒𝑧 

 

 Gradient :  

𝒈𝒓𝒂𝒅⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝒇 = 𝛁⃗⃗⃗𝒇 
 

 Divergence : 

𝒅𝒊𝒗 𝒂⃗⃗⃗(𝑴) = 𝛁⃗⃗⃗. 𝒂⃗⃗⃗ =

(

 
 
 
 

𝝏

𝝏𝒙
𝝏

𝝏𝒚
𝝏

𝝏𝒛)

 
 
 
 

.(

𝒂𝒙
𝒂𝒚
𝒂𝒛
) 

 Rotationnel : 

𝒓𝒐𝒕⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ 𝒂⃗⃗⃗(𝑴) = 𝛁⃗⃗⃗ ∧ 𝒂⃗⃗⃗ =

(

 
 
 
 

𝝏

𝝏𝒙
𝝏

𝝏𝒚
𝝏

𝝏𝒛)

 
 
 
 

∧ (

𝒂𝒙
𝒂𝒚
𝒂𝒛
) 

 

 Laplacien scalaire :  

𝚫𝒇 = 𝛁⃗⃗⃗ ∙ 𝛁⃗⃗⃗𝒇 = 𝛁⃗⃗⃗𝟐𝒇 

 
 


