TDCN - Capacités numériques : stigmatisme et équation de Laplace

Capacités exigibles Ch TD
MP2I : Formation des images
Image d’un objet - Stigmatisme approché. O1ex6
Capacité numérigue : tester, a I'aide d’'un langage de programmation, le stigmatisme approché d'une lentille demi-boule CNex1

pour les rayons proches de I'axe optique.

MP : Equations de Maxwell

Equation de Poisson et équation de Laplace de I'électrostatique.

Capacité numérique : a 'aide d’un langage de programmation résoudre numériquement I'équation de Laplace a une ou
deux dimensions, les conditions aux limites (CL) étant fixées.

Choisir un pas spatial adapté a la résolution numérique d’une équation de Laplace dans un contexte physique donné.
Implémenter un schéma itératif fourni pour résoudre I'équation de Laplace avec des CL de type Dirichlet.

EM4 |CNex2

1 CCS2 MPI 2023 - Partie | — Lentille demi-boule
Données

Appareil photographique d'un téléphone portable

Résolution du capteur 4000 »x 3000 pixels
Nombre d’ouverture N=22
Diagonale du capteur 1/3 de ponce
Indice de réfraction de 'air uir = 1,0

Indice de réfraction de la lentille n=1,52

Rayon de courbure de la lentille I =4,0mm
Diamétre réel la lentille ¢ = 5.0 mm
Distance focale effective de U'objectif f = 90mm

Propriétés de Uoeil humain
Distance normale d'observation d'un téléphone portable 3 cm

Pouvoir de résolution d'un Peeil « normal » e = 3,0 % 107 rad

Converstons d unités
1 pouce = 25,4 mm

I Etude du module photographique d’un smartphone

I.A - Elude du copteur de Vappareil photographique

On considére dans un premier temps les paramdétres géométriques du capteur principal, afin de vérifier si le
phénomene de diffraction dégrade ou non l'image formée sur le capteur. Tous les pixels considérés sont carrds.
Q1. A partir des données du téléphone portable fournies dans le document réponse, déterminer la longuecur
ct la largeur du capteur de ce téléphone. En déduire la taille approximative d'un pixel du eapteur.

Le nombre d’ouverture N de 'appareil photographique est défini par la formule ci-aprés, oit D est le diamétre
de 'ouverture ot f' la distance focale de 'objectif,

o
NI
D
2. Apres avoir justifié la longueur d’onde lumineuse choisie, déterminer la taille caractéristique de la
I J y 1

tache de diffraction visible sur le capteur si Pobjectif est éelairé par un « point unigque » situé 4 Pinfini.

Q 3. Proposer une justification au choix de Uentreprise de configurer par défaut la prise d'image en full HD
(1920 x 1080 pixels) au licu de la résolution 4K (3840 x 2160 pixels).
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I.B —  Etude des aberrations géomélriques dues d la lentille de Vappareil photographique

La lentille de formne plano-convexe est constituée de silice fondue associée & du quartz. On peut la moddéliser
dans un premier temnps comine une demi-boule de rayon de courbure R et d'indice de réfraction #, plongée dans
Pair dont Vindice de réfraction est pris égal & 1. Un faisceau lumineux eylindrique, de rayon v, < R, arrive sous
ineidence normale sur la face plane de cette lentille. On note C Pintersection de la face plane de la demi-boule
avee Paxe optique (Ox) ot 5 lintersection de la face hémisphérique avee ce méme axce.

On g'intéresse an rayon lumineux incident qui arrive paralléle & "axe optique et & une distance » de cet axe.
I1.B.1) Condition de traversée de la lentille

Q4. Compléter sur la figure A du decument réponse le trajet de ce rayon lumineux lors de son passage
4 travers la lentille. On notera ¢ 'angle incident sur le dioptre verre-air et ¢ angle réfracté correspondant.
Déterminer 'expression de ry, valeur limite du rayon du faisceau si I'on souhaite que tous les rayons incidents
cmergent de la lentille. Caleuler numériquement la valeur de ry. En réalité, le constructeur a choisi un diamétre
de la lentille & = 5,0 mun. Justifier ce choix.

1.B.2) Etude des rayons proches de ’axe optique

Q 5. On note A’ la position de l'intersection du rayon incident avee 'axe optique aprés son passage au
travers de la lentille. Montrer que la distance algébrique CA” vérifie

—_— . Bsind

CA = Reosi+ —————.

tan(t — i)

Q 6. En déduire, en fonction de B et n, Pexpression de la limite OF7 de €A’ lorsque la distance r tend
vers (0. Caleuler numériquement CF7.
Q7. Dans quelle condition peut-on considérer que le point £ est stigmatiquement conjugué d'un point

source situdé A 'infini sur l'axe 7 Comment peut-on nommer le point £ 7

1.B.3) Etude de I'aberration sphérique de la lentille

Le capteur de 'appareil photographique est placé dans le plan focal image de la lentille (figure 3}, On s'intéresse
A présent au rayon lumineux qui arrive paralléle A l'axe optique 4 la distance r = ry de 'axe (question 4).

Q 8. Déterminer numériquement la distance TSA ({ransversal spherical aberration) entre F¥ et le point on
ce rayon extréme rencontre le capteur. Un schéma faisant apparaitre la distance TSA est attendu. Comparer la
distance TSA 4 la taille de la tache de diffraction obtenue en question 2 et A la dimension d'un pixel. Conclure
sur "adéquation de cette lentille au téléphone portable considéré.

I1.B.4) Détermination du profil d*'une lentille asphérique

On souhaite modifier le profil de la surface courbe de la lentille afin que tous les rayons incidents paralléles &
I'axe Oz convergent an méme point F', comine indiqué en figure 4. La lentille obtenue est dite asphérique.
Pour déterminer le profil de la lentille, il est commode d’adopter une approche ondulatoire en imaginant une onde
plane incidente se propageant parallélement 4 'axe Oz venant frapper la face plane de la lentille. Aprés celle-ci,

I'onde convergera au point F si, depuis la source, les chemins optiques associés & tous les rayons traversant la
lentille et parvenant en FY sont identiques.

QQuestion 4

f

Figure A DModéle de la lentille deini-boule
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Figure 4 Lentille asphérique
Q9. Montrer que 'épaisseur e(r) de la lentille & la distance v de 'axe doit vérifier

n—1

) 2
ne(r) + \/1'2 -+ (% - c(r}) =nR + R

Q 10. Exprimer le rapport e{r)/R lorsque r < K. Montrer qu’alors le profil de la lentille asphérique cst

pratiquement confondu avee celui de la lentille demi-boule.

Quand on résout cette expression pour e(r), grice 4 une méthode numérique par exemple, on peut tracer le

profil en figure 4.
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2 CCS2 MPI 2023 — Partie IV — Résolution équation de Laplace 1D-2D

Ce sujet utilise la syntaxe des annotations pour préciser le type des arguments et du résultat des fonctions
Python. Ainsi,

def maFonction(n:int, x:float)-> (int, np.ndarray):
signifie que la fonction maFonction admet deux arguments, le premier est un entier, le second un nombre a
virgule flottante et qu’elle renvoie un couple dont le premier ¢lément est un entier et le deuxiéme un tableau
numpy. Il n’est pas demandé aux candidats de recopier les entétes avec annotations telles qu’elles sont
fournies dans ce sujet, ils peuvent utiliser des entétes classiques.

IV Etude d’un congélateur

Afin de reproduire les conditions d’un environnement a trés basse température, des congélateurs sont utilisés
par les constructeurs de téléphones portables. Ces congélateurs sont 1’objet de cette partie. La température au
sein du congélateur utilisé pour mettre a I’épreuve le téléphone portable est de —18 °C et celle de la salle de
laboratoire est de 19 °C.

IV.B — Résolution approchée de 'équation de le diffusion thermique dens le congélateur

On s'intéresse & un modéle en deux dimensions du congélateur : voir la géométrie représentée en haut de la
figure 13a. On modélise la paroi du congélateur par Uespace compris entre deux earrés @ la température sur le
carr¢ le plus grand est égale A la tempdérature du laboratoire ot la température sur le carré le plus petit est égale
i la température intéricure du congélateur.

Nous étudions une méthode numérique permettant de déterminer de fagon approchée la température qui régne,
cn régime permanent, entre deux carrés. Celle-ci vérifie I'équation de Laplace,

2T (x, ) . T (x,y)

Dx? ay? 0:

o T'{x, ) est la tempdérature au scin de la parei du congélateur au point de coordonnées (z, y).

On utilise pour cela une méthode des différences finics associée & une méthode de relaxation. Cette derniére
permet de caleuler le champ de température par une méthode itérative qui s’appuie sur les valeurs de température
aux frontiéres : & savoir A Uintéricur et A Uextéricur de la paroi d'isolant.

IV.B.1) Modéle 4 une dimension

2r 1

. . . . s . ps s . B S A

On envisage tout d’abord la résolution approchée d'un probléme simplifié 4 une dimension —1(2—} = 0 sur
[ WA

I'intervalle [0, D] ot D est U'épaisscur du mur. On divise cet intervalle en N points, numérotés de 0 4 N — 1,
régulitrement espacés de Az (figure 12). Cette division est appelée « discrétisation ». La distance Az est appelée
le « pas de diserétisation ». A Vintéricur du mur (frontidres intéricure et extéricure exclues) se trouvent done
N — 2 points. On cherche A obtenir la température en ces points particuliers de manitre itérative.

TDCN. Stigmatisme & Equation Laplace 4 MPI La Fayette



Figure 12 Discrétisation dans la direction x

Q 40.  Exprimer Az en fonction de N et de I'épaisseur du mur D. En déduire 'abscisse x; du i-tme point en
fonction de ¢ et Ax, sachant que 2, =0 et x,_, = D.

Q 41, A Yaide d’un développement limité de la fonction = T'(x), donner une expression de Tz + Ax)
a l'ordre 3 (o{Az*)) en fonction de T' et de ses dérivées particlles par rapport 4 z évaluées en (z). De méme,
donner une expression de T'(x — Ax) i lordre 3.

Q 42,  En déduire une expression approchée & l'ordre 1 (e{Ax)) de %I—} en fonetion de T'{x + Azx), Tz —
Ax), T'(x) ot Ax.

On note T la température T'(x;), évaluée au point d'abscisse x;. De méme, on note T;; = T{x; + Ax) et
Ty =T(x; — Ax,).

Q 43.  Montrer que les valeurs discrétes T de la température vérifient

T, = % (-r +1 l+l)

Cette équation nous permnet de caleuler la température en un point & partir du point préeédent et du point
suivant. Il faudra faire attention lors de la programmation au fait que cette équation n'est pas valable en 0 et
N —1 ol son caleul fait appel aux indices § = —1 et i = N qui ne sont pas définis.

IV.B.2) Modéle & deux dimensions x et ¥

Pour le probléme bidimensionnel, on effectue une diserétisation selon les axes (Oz) ot {Oy) avee le méme pas de
discrétisation dans les deux dircetions. Dans ee cas, on admettra que T 5 la température en un point d'abscisse
x; et d'ordonnde y; vérifie

- 1 . . )
;= 1 (T;Z—l,j + iy Tt ji:j—l) .

L’algorithmme de relaxation permet d'obtenir des valeurs de la température vérifiant cette relation et respectant
les conditions aux limites imposées. Les températures T[k“} déterminées A 'étape k& + 1 sont caleulées & partir
du champ de température déterminé 4 I'étape k par

NP N gy i) o (k)
I‘.,J‘ - E (’I:‘:—IJ 1-;+].J+jlj+]. +I=j 1

A partir d’'un tableau initial f[ ) , choisi arbitrairement, mais vérifiant les conditions aux limites, cette procédure
converge vers un tableau »cuﬁant la relation rcchctchcc La convergence est évaluée en calculant i chaque étape
le résidu r = max (f[k’ TIU; 13), pour k = 1. Tant que la valeur de ¢ exctde une valeur choisie ¢ le caleul
est répété. '

max ¥

La figure D du document réponse propose un extrait du programme utilisé. Avee quelques instructions de tracé,
ce programme produit le graphique de la figure 13b.

Q 44.  Quelle est la valeur choisie pour . 7 La figure 13b est obtenue avee le programme tel qu'il est éerit.
Ce programme permet-il vraiment de s’assurer de la qualité de la convergence de 'algorithme 7

Q 45.  Proposer une modification du programme permettant de vérifier que le champ de température obtenn
vérifie bien le critére de convergence (les figures 13a et 13c ont été obtenues aprés correction). On ne demande
pas d’ajouter les lignes de code relatives au tracé des graphiques.
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a: contours de Tz, y) corrects dans les parois du congélateur
b: tracé erroné de T'(z,4) le long de la ligne horizontale en pointillés
¢: tracé correct de T'(z, %) le long de la ligne horizontale en pointillés
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Questions 44 et 45

o = & B2

o

on =]

10
11
12
13
14

16
17
18
19
20
21
22

23
24
25
26
a7
28
20
an

import numpy as np

N_int = 100 # nombre de points par axe & 1'intérieur du congélateur
N_paroi = 40 # nombre de points dans 1'épaisseur de chaque paroi
T_out = 19.0 # température extérieure en °C

T_in = -18.0 # température intérieure en °C

res = 1 # erreur résiduelle initialisée & une valeur élevée
compteur = 0 # compteur d'itérations
N = N_int + 2 % N_paroi # nombre total de points sur chaque axe (x et ¥)

def cond_lim{(T:np.ndarray) -> None:
# Fixer les conditions aux limites (medifie T)
TIN_paroi:N_int+N_parei, N_parei:N_int+N_parei]l = T_in # intérieur
T[:, 0] = T_out # extérieur de la paroi gauche
T[:, N-1] = T_out # extérieur de la paroi droite
T[0, :] = T_out # extérieur de la parei supérieure
T[N-1, :] = T_out # extérieur de la paroi inférieure

def iterate(T:np.ndarray, old:np.ndarray} -> Nene:
# Caleuler la température moyenne en chacun des points de la grille
T_a = 01d[0:N-2, 1:N-1] # les valeurs supérieures de 1'ancienne grille [i-1, j]
T_1i = o0ld[2:N, 1:N-1] # les valeurs inférieures de 1'ancienne grille [i+1; jl
T_g = o0ld[1:N-1, 0:N-2] # leas valeurs de gauche de 1'ancienne grille [i, j-1]
T_d = 0ld[1:N-1, 2:N] # les valeurs de droite de 1'ancienne grille [i, j+1]
TL1:N-1, 1:N-1] = (T_e + T_i + T_g + T_d) / 4

T = np.zeros((N, NJ) # grille de calcul
cond_1im(T} # la valeur de départ (arbitraire) deoit vérifier les conditions aux limites
while (res > le-3 and compteur < 20):

old = np.copy{T) # mémoriser le ré&sultat du tour précédent

iterate(T, old) # calculer la mouvelle grille de température

cond_l1im(T) # s8'assurer de respecter les conditions aux limites

rea = np.max(np.abs(T — o0ld)) # variation apportée par cette itération

compteur += 1 # comptabiliser une nouvelle itération

Figure D Caleul du profil de température dans la paroi du congélateur

Instructions Python : opérations sur les tableaux numpy

np.zereos(n), np.zeros ({n, m)}) crée respectivement un vecteur i n éléments ou une matrice 4 n lighes et
m colonnes dont les coefficients sont tous nuls,

np.ones{n), np.ones{(n, m)J) fonctionne comme np.zeros en initialisant chaque coefficient & la valeur un.
np.min(a), np.max{a) renvoie la valeur du plus petit (respectivement plus grand) élément du tablean a.

np.abs{a) crée un tableau similaire au tableau a dont les coefficients sont les valeurs absolues des coefficients
de a.
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