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— Feuille d’exercices — Révisions —
— Exercices de la banque CCINP de sup —

Les questions précédées de * ne peuvent étre réalisées pour le moment.

I Analyse

Exercice 1 Exercice de la banque CCINP supprimé depuis

1. On considére deux suites numériques (uy), oy et (vn), ey telles que (vy,),,cn est non nulle & partir d’un certain
rang et u, ~ vy.
+oo

Démontrer que u, et v, sont de méme signe a partir d’'un certain rang.

1 1
2. Déterminer le signe, au voisinage de I'infini, de : u,, = sh () — tan ()
n n

Solution de I’exercice [1

1. Par hypothese, ANy € N/Vn € N,n > Ny = v, # 0.

u
Ainsi la suite (n) est définie & partir du rang Np.
Un

. Unp,
De plus, comme u,, ~ v,,ona lim — =1.
+oo n—+00 Uy,

“"—1'<5 (1).

Alors, Ve > 0,3N e N/N > Ny tqvVn e Nyn > N =
Un

1
On considére € = 5 et on fixe un entier N vérifiant (1).

Ainsi, Vn € Nyn > N — “”—1‘<1.
Up, 2
< g 1 u, 1
Clest-a-dire, Yn e Nn >N = ——- < — -1 < —.
2 Un, 2
1
On en déduit que Vn € Nyon > N = tn > 3
vn

Etdonc,VnGN,n}N:>u£>0.
Un

Ce qui implique que u,, et v, sont de méme signe & partir du rang N.
2. Au voisinage de +o00,

L 1 1 n 1 n 1 - 1 1 n 1 n 1
sh|{=-)==-4+-—=% 40— e an—=-—+—+4o| =
n n  6n3 n3 n n 3nd n3

1
Donc u, fodi:t On en déduit, d’aprés 1. ,qu’a partir d’un certain rang, wu, est négatif.
o 6n

Exercice 2 Exercice 3 de la banque CCINP

1
1. On pose g(z) = e?* et h(z) = :
pose g(z) () =
Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h sur leurs ensembles de définitions

respectifs.



Année 2025-2026 — MP/MPI — Lycée La Fayette — Exercices de la banque CCINP de sup

2x

e
. On pose f(z) = -

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée n'®™¢ d’un produit de fonctions, déterminer, pour
tout entier naturel n et pour tout 2 € R\{—1}, la valeur de f(™(z).

. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

Solution de ’exercice [2]

. g est de classe €°° sur R et h est de classe C* sur R\{—1}.
On prouve, par récurrence, que :

(—1)FE!
(1+ z)k+t

. g et h sont de classe > sur R\{—1} donc, d’apreés la formule de Leibniz, f est de classe €>° sur R\{—1} et
Vo e R\{-1}:

Ve e R, g®(z) = 2%e?® et Va e R\{-1},h¥)(z) =

() () N\ (k) (o p (B () on—kgze (CUVEL oy (
" (x) kZ::O <k> g (x)h'™) (z) kz::[)combnk e 5o nle kz::O(n — I )

. Notons (P,) la propriété : « Si f: I — Ret g: I — R sont n fois dérivables sur I alors, fg est n fois

n (n—k)
dérivable sur I et : Yz € I, (fg)™(z) = 3 <Z> (z)g®) (z) »
k=0

Prouvons que (P,) est vraie par récurrence sur n.
e La propriété est vraie pour n = 0 et pour n = 1 (dérivée d’un produit).
e Soit n > 0. Supposons la propriété vraie au rang n.
Soit f: I - Ret g: I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur 1.

Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothése de récurrence la

fonction fg l'est aussi avec Va € I, (fg)(”) (x) = i (Z) fn=k) (m)g(k) ().
k=0

Pour tout k£ € {0,...,n}, les fonctions f (n=k) ot g*) sont dérivables sur I donc par opération sur les
fonctions dérivables, la fonction (fg)™ est encore dérivable sur I.

Ainsi la fonction fg est (n+ 1) fois dérivable et :
v e (1)) = 3 (1) (1P @g®la) + 100 )
k=0

En décomposant la somme en deux et en procédant & un décalage d’indice sur la deuxiéme somme, on
obtient :

Vo e ()" @) = 5 (1) 107 D)+ T () 10 P e

k=0

C’est-a-dire

100w = 3 (1) + (")) 0@+ () 1 w0 (7) 7O
k=1
Or, en utilisant le triangle de Pascal, on a <Z> 4 (k: ﬁ 1) _ (n_]i;_ 1).

2
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) n\ , (n+1 ny , (n+1
On remarque également que <0>—1—< 0 )et (n>_1_(n+1>'

n+1
On en déduit que (fg)™ ) (z) = Z < " Z 1 ) FOTIR) () g (2)
k=0

Donc (P,41) est vraie.

Exercice 3 Exercice 4 de la banque CCINP

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f:[a;b] — R et soit g € Ja;b].
On suppose que f est continue sur [a;b] et que f est dérivable sur |a;xo[ et sur |zo;b].

Démontrer que, si f’ admet une limite finie en xq, alors f est dérivable en xq et f’ (zo) = lim f'(z).
T—T0

3. Prouver que 'implication : ( f est dérivable en x9) = (f’ admet une limite finie en z) est fausse.

1
Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = 22 sin — si  # 0 et g(0) = 0.
x

Solution de D’exercice [3]

1. Théoréme des accroissements finis :
Soit f:[a;b] — R.
On suppose que f est continue sur [a;b] et dérivable sur | a;b[. Alors il existe ¢ € | a;b| tel que f(b)— f(a) =

f'(e)(b—a).
2. On pose ¢ = Ihﬁng} f ().

Soit h # 0 tel que zg + h € [a;b].

En appliquant le théoréme des accroissements finis, a la fonction f, entre xzy et zg+ h, on peut affirmer qu’il
existe ¢, strictement compris entre zg et xg + h tel que f(xo + h) — f (x0) = f' (cn) h.

Quand h — 0 (avec h # 0 ), on a, par encadrement, ¢y, 7—()—) 0.
_>

. 1 _ . ! _ . ! _
Done lim & (/ (z0 + 1) —  (z0)) = lim f" (es) = lim f'(a) = £
On en déduit que f est dérivable en xg et [ (z9) = ¢.
3. La fonction g proposée dans l'indication est évidemment dérivable sur | -0o;0[ et ]0; +oo .

1 1
g est également dérivable en 0 car E(g(h) —¢g(0)) = hsin <h>

Or

1 1
hsin | — )| < |h| donc par théoréme d’encadrement, lim hsin [ — ) = 0.
h h—0 h
h£0
Dongc, g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.

1 1
Cependant, Vz € R\{0}, ¢'(z) = 2z sin <> — cos <>

x x
. 1
2z sin () — 0 <car
X z—0

Donc ¢’ n’a pas de limite en 0.

1 1
2x sin <> ‘ < 2|x|>, mais T —> Cos () n’admet pas de limite en 0.
x T

Exercice 4 Exercice 5 de la banque CCINP

1
1. On considére la série de terme général u,, = pyEm— ouin=2etaelR.

n(lnn)
3
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(a) Casa <0
En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série diverge.
(b) Casa >0
Etudier la nature de la série.
1

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = ———
z(lnz)e

1 n
<e - <1 + ) > e
2. Déterminer la nature de la série > n 5
n>2  (In(n?+n))

3=

Solution de ’exercice

1. (a) Casa <0
Vn > 3,Inn > 1 donc (Inn)* < 1.

On en déduit que : Vn > 3,u, >

S |-

Or g — diverge. Donc, par critére de minoration pour les séries a termes positifs, on en déduit que la
n

n=2
série Z uy, diverge.
n=2
(b) Cas >0
Soit n > 3.
1
La fonction f : z — ﬁ est continue par morceaux, décroissante et positive sur [2,4o00[ donc
x(Inx
k
Vk e [3;n], f(k) < flx)dz < f(k—1)
k-1
nook
Alors, fk f(x f(k—=1)
SLCEDI INEEEDS

C’est-a-dire, Zf / f(x <z_:f(k)
k=2

f étant posmve, on peut donc écrire dans [0;+oo [ l'inégalité

+o0 +00 +oo
Srw< [ pade <Y 5
k=3 2 k=2

de sorte que la série et 'intégrale sont simultanément finies,

+o00
autrement dit, Z f(n) et f(z)dx sont de méme nature.
n>2 2
+o00 +oo ¢ +o0
Puisque / f(x)dz = / —, on peut affirmer que : / fl@)dr < 0o <= a > 1.
2 t=lnz Jipo 1 2

On en déduit que : Z f(n) converge <= a > 1.

n=>2
n
(- (7))
n
(ln(n2+n))2
n
- <1+1> —e—e(1+3) Ze—en<%_ﬁ+o(7’%>> e —elmatols) = to <1>
n 2n n

2. On pose, pour tout entier naturel n > 2, u, = . Au voisinage de +o0
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1\" e
On en déduit qu’au voisinage de +o00, e — <1 + > ~ —
n) +oo 2n

1 1 1
De plus, au voisinage de +o0,In (n2 —|—n) =2lnn+In(1+ > =2lnn+—+4o <>
n n n

Donc In (n2 + n) ~ 2lnn.

—+00

1 1
Et comme e» ~ 1, on en déduit que u,, ~ — X ——.
+00 quetn 708 n(lnn)?

Or, d’apres 1.(b), Z
n

———— converge.
2
= (Inn)

Donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, g Uy, converge.
n>2

Exercice 5 Exercice 6 de la banque CCINP

Soit (un),cy une suite de réels strictement positifs et £ un réel positif strictement inférieur a 1.

P .. Un+1
1. Démontrer que si lim nt

= ¢, alors la série ) u, converge.
n—-+oo Un

. . L, . . .. . V. . Un+1
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim
n—+00 Uy

= {, puis majorer, pour n assez grand, u,

par le terme général d’une suite géométrique.

. n!
2. Quelle est la nature de la série > -, — 7
“in

Solution de D’exercice [5]

1. Par hypothése : Ve > 0,dN € N/Vn > N, Bntl

z' <e. (1)

n

1-7
Prenons € = —

Fixons un entier N vérifiant (1).

Alors Vn e Nyn > N =

Un+]__€ 1-7
Up '
Un+1 < 1+€

Unp, 2

1+7¢
Onposeq:%. On adoncqe|0;1].

Et donc, Vn > N,

On a alors Vn = N, upy1 < qUy.

On en déduit, par récurrence, que ¥n > N, u, < ¢ Nuy.

Or pour tout n > N, ¢" Nun = ung Ng" et la série g q" converge car g € |0;1[. Par conséquent, la série
n>N
E q"*N Uy converge par théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs.

n>N

Donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, E Uy, converge.

n!
2. On pose : Vn € N*, u, = —.
nn
U n" 1
VnEN*jun >0et anN*7 n+1 _ _e—nln(l—l-;).

U, (n4+1)

1
Or —nln (1 + ) ~ —1 donc lim Untl _ e < 1.

n /) +oo n—+00 Uy

5
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Donc, d’apres 1, > u,, converge.

Exercice 6 Exercice 7 de la banque CCINP

L. Soient (un),cy et (Un),en deux suites réelles telles que (v,)nen est non nulle & partir d’'un certain rang.

(a) Prouver que si u, ~ vy, alors, u, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.
n—+oo

(b) Dans cette question, on suppose que (vy) est positive.

2. Etudier la convergence de la série D onso

Prouver que u, ~ v, =) uy et Y v, sont de méme nature.
+oo

(~1)" + 1) sin (;) nn
(Vn+3-1)

Remarque : i désigne le nombre complexe de carré égal a -1.

Solution de ’exercice

1. Soit (up)nen et (vp)nen deux suites réelles telles que (v, )pen est non nulle & partir d’'un certain rang.

(a)

Par hypothése, 3Ny € N/Vn € Nyn > Ny = v, # 0.

u
Ainsi la suite <n> est définie & partir du rang Np.

Un
. Up,
De plus, comme u,, ~ v,,ona lim — =1.
+o0 n—+00 Uy
U
Alors, Ve >0, AN e N/N > Nyet Yn e NNn > N —= n—l‘ <e
Un

1
Prenons € = 3 Fixons un entier N vérifiant (1).

1
Ainsi, Vn e Nyon > N = un—l‘ —
Un, 2°
< g 1 un 1
Clest-a-dire, Vn e Nn >N —= —— < — - 1< =
2 Up, 2
1
On en déduit que Vn e Nyon > N — — tn > 25
Un

EtdochnEN,n}N:%>0.
(%0

Ce qui implique sur u,, et v, sont de méme signe & partir du rang N.

On suppose que (vy,) est positive.

En reprenant les mémes notations que dans 1.(a) : 3Ny € N/Vn € N, n >

Donc Vn € N, n > Ny = v, > 0.

De plus, on a prouvé dans 1.a que :

AN eN/N > NypetVneN,n> N = —

On en a déduit dans 1.(a) que : Vn € Nyn > N= .

Or,vne N,n > N = v, > 0.

Donc on a aussi : VninN,n > N = u, > 0.

1 n
D’aprés (x), Yn € N,n > Nﬁ2<u—<§ (xx).

[\

N0:>Un7é0
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e Premier cas : Si ) v, converge.
3
D’apreés (xx), Vn > N, u, < S Un-

Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, »  u,, converge.
e Deuxiéme cas : Si ) v, diverge.

1
D’apreés (xx), Vn > N, Un < up.

Donc, par critére de minoration des séries a termes positifs, Y u,, diverge.

Par symétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.

1
((=1)™ +1)Innsin <>
n
2. On pose Vn > 2,u, = )
p n i D)
1
V2sin <> Inn
n
Up| = .
[ (Vn+3-1)
21
De plus |uy| ~ \fdnn =,
+o0 nz
5 21 1
On a niv, = Llnn, donc lim n%vn = 0. Alors, v, =0 | —~ | et 5/4 > 1. On en déduit par théoréme
ni n—+oo nw4

de comparaison que la série g Uy, converge.
D’apreés 1., E |un| converge. Donc g uy, converge absolument.
n>2 n=2

De plus, la suite (up),,54 est a valeurs dans C, donc g Uy, converge.
n>2

Exercice 7 Exercice 43 de la banque CCINP

Soit zg € R.

On définit la suite (uy,) par up = zg et, Vn € N, uy41 = Arctan (uy,).

1. (a) Démontrer que la suite (uy) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de xg, le sens de
variation de (uy,).
(b) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer I'ensemble des fonctions h, continues sur R, telles que : Vz € R, h(z) = h(Arctanz).

Solution de I’exercice
On pose pour tout € R, f(z) = Arctanx.

1. (a) e Premier cas : Si u; < uy, alors puisque la fonction f : x — Arctanz est strictement croissante
sur R alors Arctan (uy) < Arctan (ug) c¢’est-a-dire ug < u;.
Par récurrence, on prouve que Vn € N, uy,41 < uy,. Donc la suite (uy,) est strictement décroissante.
e Deuxiéme cas : Si u; > wug : Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite (u,) est
strictement croissante.
e Troisiéme cas : Si u; = ugp : La suite (uy,) est constante.
Pour connaitre les variations de la suite (uy), il faut donc déterminer le signe de u; — ug, c’est-a-dire le
signe de Arctan (ug) — ug.

On pose alors pour tout x € R, g(x) = Arctanx — x et on étudie le signe de la fonction g. La fonction
g est dérivable sur R.
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1+ 22
Donc g est strictement décroissante sur R et comme ¢(0) = 0 alors :

Ve €]0;+00[,g9(z) <0et Vo e]-00;0[,g(z)>0.

OnaVzeR, ¢ (z) = et donc Vz € R*, ¢/(z) < 0.

On a donc trois cas suivant le signe de xg :

e Sizg > 0, la suite (uy) est strictement décroissante.
e Sizp =0, la suite (up) est constante.
e Sixg < 0, la suite (u,) est strictement croissante.
(b) La fonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection de R sur g(R) = R
0 admet donc un unique antécédent par g et, comme g(0) = 0, alors 0 est le seul point fixe de f.

Donc si la suite (u,,) converge, elle converge vers 0 , le seul point fixe de f.

e Premier cas: Siug >0

L’intervalle | 0; +oo [ étant stable par f, on a par récurrence, Vn € N, u,, > 0. Donc la suite (uy,) est
décroissante et minorée par 0 , donc elle converge et ce vers 0 , unique point fixe de f.

e Deuxiéme cas : Si ug <0

Par un raisonnement similaire, on prouve que (u,) est croissante et majorée par 0 , donc elle
converge vers 0 .

e Troisiéme cas : Siug =0

La suite (u,) est constante.

Conclusion : Yug € R, (u,) converge vers 0 .
2. Soit h une fonction continue sur R telle que, Vo € R, h(x) = h(Arctanz).

Soit z € R.

Considérons la suite (u,) définie par ug = = et Vn € N, u,11 = Arctan (uy,).

On a alors h(z) = h (ug) = h (Arctan (ug)) = h (u1) = h (Arctan (u1)) = h (u2) = .. ..

Par récurrence, on prouve que, Vn € N, h(z) = h (uy).

De plus limn — +ooh (uy) = h(0) par convergence de la suite (uy,) vers 0 et par continuité de h.

On obtient ainsi : h(z) = h(0) et donc h est une fonction constante. Réciproquement, toutes les fonctions
constantes conviennent.

Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au probléme.

Exercice 8 Exercice 46 de la banque CCINP

On considére la série : > cos (71'\/ n?+n+ 1).

n=1

1
1. Prouver que, au voisinage de +oo, mvn?+n+1 = nw + g + aE + O <2> oll @ est un réel que 'on
n n

déterminera.

2. En déduire que ), - cos <7T\/ n?+n+ 1) converge.
3. D n>1 €08 (7‘(‘\/ n?+n+ 1) converge-t-elle absolument ?

Solution de l’exercice

1 1
1. 7vn2+n+1=nn I+ -+ —.
\ n o n
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.. 1 1 1/1 1 1 1 3 1
Or,auv0181nagede+oo,\/1+n+n2:1+2(n+n2>8n2+0(n3>: +82+O( )

3 1
Donc, au voisinage de +00,7vn2 +n+1=nx + +2T .0 ( >

8n n?
On pose Vn € N*, v,, = cos (7T\/712 +n+ 1).

1 1
D’aprés 1., v, = cos (mr + Iy g% +0 <n2>> = (—1)**!sin (2; +0 (n2>>

3 (—1)ntt 1
Donc v, = m A 2 .
onc v S - +0 (*)

n2

—1)ntt . . .
E L converge (d’aprés le critére spécial des séries alternées).
n
n=1

1
2 "2
n
n>1 n=>1

1
De plus, Z — converge donc par critére de domination, Z 0] ( ) converge absolument donc converge.
n

Donc d’apreés ( g Uy, converge.
n>1

3
D’aprés le développement asymptotique du 2 ,, on a \vn\ w8
n

1
Or Z — diverge (série harmonique), donc Z |, | diverge, c’est-a-dire Z v, e converge pas absolument.
n

n>1 n>1 n>1

Exercice 9 Exercice 55 de la banque CCINP

Soit @ un nombre complexe.

On note F I'ensemble des suites a valeurs complexes telles que :

Vn € N, up 12 = 2,41 + 4(ia — 1)u, avec (ug,u1) € C?

1.

(a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites a valeurs complexes.

(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.

2. Dans cette question, on considére la suite de E définie par : ug = 1 et uq = 1.

1.

Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.

Indication : discuter suivant les valeurs de a.

Solution de l’exercice

(a) Montrons que E est un sous-espace-vectoriel de ’ensemble des suites & valeurs complexes.
La suite nulle appartient a E (obtenue pour (ug,u1) = (0,0)).
Soit u = (Un), ey €t v = (Vn), ey deux suites de E. Soit A € C.
Montrons que w = u + Av € E.
On a Vn € Nyw, = u, + Avy,.
Soit n € N. wpi9 = Upta + Avpto.
Or, (u,v) € E2, donc wy4o = 2aun41 + 4(ia — V)u, + A (2avp41 + 4(ia — 1)vy,)
c’est-a-dire wyy2 = 2a (Ups1 + Avpt1) + 4(ia — 1) (uy + Avy)
ou encore Wyt = 2awp+1 + 4(ia — 1)w
Donc w € E.

Donc E est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des suites a valeurs complexes.

9



Année 2025-2026 — MP/MPI — Lycée La Fayette — Exercices de la banque CCINP de sup

E — 2

(b) On considére 'application ¢ définie par : ¢: { .
u = (un)nen — (uo, u1)
Par construction, ¢ est linéaire et bijective.
Donc ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
On en déduit que dim F = dim C? = 2.
2. Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
On introduit 1’équation caractéristique (E) : 2 — 2ar — 4(ia — 1) = 0.
On a deux possibilités :

e si (E) admet deux racines distinctes 71 et o, alors Vn € N, u,, = ar]+r} avec (o, 5) que 'on détermine
& partir des conditions initiales.

e si (E) a une unique racine double r, alors Vn € N,u,, = (an + §)r" avec (o, ) que l'on détermine a
partir des conditions initiales.

Le discriminant réduit de (E) est A’ = a® + 4ia — 4 = (a + 2i)%.

e Premier cas: a = —2i
r = a = —2i est racine double de (F).
Donc, Vn € N, u,, = (an + 8)(—21)™.
Orup=1letu; =1,doncl=pet 1= (a+)(—27).

Onendéduitquea:%—letﬂzl.
e Deuxiéme cas : a # —2i
On a deux racines distinctes r; = 2(a + i) et 7o = —24.
Donc Vn € N, u, = a(2(a + 1)) + B(—2i)".
Orup=1letu; =1,donca+p=1et 2(a+i)a—2i=1.

1+ 22 2 21— 1
+ 2 ot § = a—+ 2

On en déduit, aprés résolution, que o« =
P 4P d 2 + 4i 2 + 4i

II Algébre

II.1  Algébre linéaire

Exercice 10 Exercice 59 de la banque CCINP

Soit n un entier naturel tel que n > 2.
Soit E ’espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K(K = R ou K = C) de degré inférieur ou égal a n. On
pose : VP € E, f(P)=P — P'.

1. Démontrer que f est bijectif de deux maniéres :

(a) sans utiliser de matrice de f,
(b) en utilisant une matrice de f.
2. Soit @ € E. Trouver P tel que f(P) = Q.

Indication : si P € E, quel est le polynome P("+1) 7
3. (*) f est-il diagonalisable ?

Solution de l’exercice [10]

10
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1.

2.

Soit la matrice A = <

=W N

f est clairement linéaire. (*)

De plus, VP € E\{0},deg P’ < deg P doncdeg (P — P’) = deg P.
Et, si P =0, alors P — P’ = 0 donc deg (P — P') = deg P = —cc.
On en déduit que VP € E,deg f(P) = deg P.

Donc f(E) C E. (*x).

D’aprés (x) et (xx), f est bien un endomorphisme de E.

(a) Déterminons Ker f.
Soit P € Ker f.
f(P)=0donc P— P =0 donc deg (P — P') = —oc.
Or, d’apreés ce qui précéde, deg (P — P’) = deg P doncdeg P = —oc.
Donc P = 0.
On en déduit que Ker f = {0}.
Donc f est injectif.

Or, f € L(FE) et E est de dimension finie ( dim £ =n + 1) donc f est bijectif.
(b) Soit e = (1, X,...,X™) la base canonique de E. Soit A la matrice de f dans la base e.

T (0)
A= o € My (R).
(0) o

det A=1dott det A # 0.
Donc f est bijectif.
Soit Q € E.
D’aprés 1. : P € E, tel que f(P) = Q.
P—-P =Q,P—-P'=qQ,..., P01 — pirtl) — o),
Or P"*1) = 0, donc, en sommant ces n + 1 égalités, P = Q + Q' + --- + Q.
Reprenons les notations de 1.(b).
Tout revient & se demander si A est diagonalisable.
Notons x4 le polynéme caractéristique de A.
D’aprés 1.(b), on a x4 = (X — 1)"*1,
Donc 1 est I'unique valeur propre de A.
Ainsi, si A était diagonalisable, alors A serait semblable & la matrice unité I,,4.
On aurait donc A =1,,4;.
Ce qui est manifestement faux car f # Id.

Donc A n’est pas diagonalisable et par conséquent, f n’est pas diagonalisable.

Exercice 11 Exercice 60 de la banque CCINP

1 2

9 4> et f 'endomorphisme de Mo(R) défini par : f(M) = AM.

Déterminer une base de Ker f.
f est-il surjectif ?
Déterminer une base de Im f.
A-t-on My(R) =Ker f@Im f?
11



Année 2025-2026 — MP/MPI — Lycée La Fayette — Exercices de la banque CCINP de sup

Solution de ’exercice [I1]

1. On pose M = ( Z 2) € Ms(R).

- a+2c b+2d
Ona f(M) = < 2a + 4c 2b+4d)

Alors M € Ker f <= 3(a,b,c,d) € R* tel que M = ( g Z) avec{ Z

C’est-a-dire, M € Ker f <= 3(c,d) € R2 tel que M = ( _620 —jd >

o B -2 0 0 -2
OnendedmtqueKerf-Vect{( 1 0>’<O 1 )} ().

Onpos<e]\41—<_12 g>etMQ—<8 _12>

D’aprés (*), la famille (M7, Ms) est génératrice de Ker f.

De plus, les matrices M; et Ms ne sont pas colinéaires; donc la famille (M7, My) est libre et c’est une base
de Ker f.

2. Ker f # {0}, donc f est non injectif.
Or f est un endomorphisme de Ma(R) et M2(R) est de dimension finie.

On en déduit que f est non surjectif.
3. Par la formule du rang, rg f = 2.

OnposeMng(ELl):(; 8>etM4=f(E2,2)=<8 i)

M3 et My sont non colinéaires, donc (Ms, My) est une famille libre de Im f.
Comme rg f = 2, (M3, My) est une base deIm f.
4. On a dim M3(R) = dimKer f 4+ dimIm f. (1)
Prouvons que Ker f NIm f = {0}.
Soit M € Ker fNIm f.
D’aprés 1. et 3.,3(a, b, c,d) € R* tel que M = aM; + bMy et M = cMz + dMj.

—2a=c
—2b=2d
a=2c '

b=4d
On en déduit que a =b=c=d =0.
Donc M = 0.
Donc Ker fNIm f = {0}
Donc, d’apreés (1) et (2), M2(R) = Ker f @& Im f.

On a donc

Exercice 12 Exercice 62 de la banque CCINP
Soit F un espace vectoriel sur R ou C.
Soit f € L(E) tel que f2 — f —2Id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker (f +1d) & Ker (f — 2Id) :

(a) (*) en utilisant le lemme des noyaux.
(b) sans utiliser le lemme des noyaux.
12
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3. Dans cette question, on suppose que E est de dimension finie.
Prouver que Im(f + Id) = Ker (f — 2Id).

Solution de ’exercice 12|

1. f est linéaire donc :

f2—f—21d—0<:>fo(f—1d)—(f—Id)of—2Id<:>fo(;f—;ld)—(;f—;ld)of—ld

2.

1 1
On en déduit que f est inversible, donc bijectif, et que f~! = 3 - §Id.
(a) Onpose P=X?—-X —2.0na P=(X+1)(X —2).

(b)

P =X+1et P, =X — 2 sont premiers entre eux.
Donc, d’apreés le lemme des noyaux, Ker P(f) = Ker P(f) @ Ker Py(f).
Or P est annulateur de f, donc Ker P(f) = E.

Donc E = Ker (f +1d) & Ker (f — 21d).
e Analyse (unicité) :

Soit x € E. Supposons que x = a + b avec a € Ker (f +1d) et b € Ker (f — 2Id).
Alors par linéarité de f, f(z) = f(a) + f(b) = —a + 20.

20 —
On en déduit que a = x?)f(z) et b= a:+3f(:v)
Syntheése (existence) :
Soit x € F. Onposea:wetbzggi{(x)'

On a bien z = a+b. (%)

(f +1d)(a) = % (2f(x) - f2(x) + 20 — f(2)) = é (—f2(2) + f(z) + 20) = 0 car > — f — 21d = 0.
Donc a € Ker (f +1d). (%)
(f —21d)(b) = % (f(z) + fA(z) — 22— 2f(2)) = % (f*(z) — f(z) —22) =0 car f2— f—2Id =0.

Donc b € Ker (f —2Id). (% %)
D’aprés (), (%) et (x % %),z = a+ b avec a € Ker (f + 1d) et b € Ker (f — 2Id).

e Conclusion : E = Ker (f + Id) & Ker (f — 2Id).

3. Prouvons que Im(f + Id) C Ker (f — 21d).

Soit y € Im(f 4+ 1d). 3z € E/y = f(x) + x.

Alors (f —21d)(y) = f(y) — 2y = f?(x) + f(x) — 2f(z) — 22 = f?(x) — f(x) =22 =0 car f2— f —2Id =0.
Donc y € Ker (f — 2Id).

Donc Im(f + Id) C Ker (f — 2Id). (x).

Posons dim £/ = n.

D’aprés 2., n = dim Ker (f + Id) + dim Ker (f — 21d).

De plus, d’apreés le théoréme du rang, n = dim Ker (f 4+ Id) 4+ dim Im(f + 1d).

On en déduit que dim Im(f +Id) = dimKer (f — 2Id). (%)

Donc, d’aprés (x) et (), Im(f + Id) = Ker (f — 21d).

Exercice 13 Exercice 64 de la banque CCINP

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n.

1. Démontrer que : E = Im f @ Ker f = Im f = Im f2.

13
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2. (a) Démontrer que : Im f = Im f2 <= Ker f = Ker f2.
(b) Démontrer que : Im f = Im f2 = E = Im f @ Ker f.

Solution de ’exercice [13|

1. Supposons E = Im f & Ker f.
Indépendamment de I’hypothése, on a toujours que Im f2 C Im f (x).
Montrons que Im f C Im f2.
Soit y € Im f. Alors, 3z € E tel que y = f(x).
Or E=1Im f @ Ker f, donc 3(a,b) € E x Ker f tel que z = f(a) +b.
On a alors y = f2(a) € Im f2.
Ainsi Im f C Im 2 (*x)
D’aprés (*) et (+*),Im f = Im f2.
2. (a) On a toujours Im f2 C Im f et Ker f C Ker f2.
On en déduit que Im f? = Im f <= 1g f2 = 1g f et Ker f = Ker f? <= dimKer f = dim Ker f2.
Alors, en utilisant le théoréme du rang,
Imf=Imf?ergf=rgf?sdimKer f =dimKer f?2 < Ker f = Ker f2.
(b) Supposons Im f = Im f2.
Soit x € Im f N Ker f.
Jda € E tel que z = f(a) et f(x) =0g.
On en déduit que f?(a) = 0p c’est-a-dire a € Ker f2.
Or, d’aprés 'hypothése et 2.(a), Ker f2 = Ker f donc a € Ker f c’est-a-dire f(a) = Op.
C’est-a-dire z = 0.
Ainsi Im f NKer f={0g}. (x*x%)
De plus, d’apres le théoréme du rang, dimIm f +dimKer f =dim E.  (k  *x)
Donc, d’aprés (x * x) et (x % *x), E =Im f @ Ker f.

Exercice 14 Exercice 71 de la banque CCINP

Soit P le plan d’équation x 4+ y + z = 0 et D la droite d’équation z = % = g

1. Vérifier que R* = P @ D.
2. Soit p la projection vectorielle de R? sur P parallélement & D.
Soit u = (z,vy,2) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Solution de l’exercice [14]

1. D = Vect((1,2,3)).
(1,2,3) ¢ P car les coordonnées du vecteur (1,2, 3) ne vérifient pas 'équation de P.
Donc DN P = {0} ().
De plus, dim D +dim P = 142 = dimR3. (%)
D’aprés (%) et (x%), R3 = P @ D.
2. Soit u = (z,y,2) € R3.
Par définition d’une projection, p(u) € P et u — p(u) € D
14
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u — p(u) € D signifie que Ja € R tel que u — p(u) = (1,2, 3).
On en déduit que p(u) = (x — a,y — 2a, z — 3av). (* * %)

1
Or p(u) € P donc (z — ) + (y — 2a) + (2 — 3a) = 0, cest-a-dire o = 6(3: +y+2).

1
Et donc, d’aprés (* * ), p(u) = 6(595 —y—z,—2x+ 4y — 2z, -3z — 3y + 32).

Soit e = (e1, €2, e3) la base canonique de R3.
1 5 -1 -1
Soit A la matrice de p dans la basee. Ona A=~ -2 4 -2
6
-3 -3 3
3. On pose €] = (1,2,3),e5, = (1,—1,0) et e = (0,1, —1).
e} est une base de D et (eh, e5) est une base de P.

Or R® = P® D donc €' = (e}, e}, €}) est une base de R3.
De plus €} € D donc p(€]) =0. e, € P et €5 € P donc p(e)) = €} et p(eh) = €.

0 00
Ainsi, Mate/(p) = 0 1 0 | et c’est une matrice diagonale.
0 01

Exercice 15 Exercice 90 de la banque CCINP
K désigne le corps des réels ou celui des complexes.

Soient a1, as, ag trois scalaires distincts donnés de K.

Ky[X] — K3
. Montrer que ®: est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

—_

P — (P (al),P(ag),P(ag))
2. On note (e1, ez, e3) la base canonique de K3 et on pose Vk € {1,2,3}, L = &1 (eg).

(a) Justifier que (L1, La, L3) est une base de Ka[X].
(b) Exprimer les polynémes Li, Ly et Lz en fonction de aq,as et as.

3. Soit P € Ka[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, La, L3).

4. Application : on se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les trois points A(0, 1),
B(1,3), C(2,1).

Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.

Solution de ’exercice [15]

1. Par linéarité de I’évaluation P — P(a) (ol a est un scalaire fixé¢), ® est linéaire.
Soit P € Ka[X] tel que ®(P) = 0.
Alors P (a1) = P (a2) = P (a3) = 0, donc P admet trois racines distinctes.
Or P est de degré inférieur ou égal & 2; donc P est nul.
Ainsi, Ker (®) = {0} i.e. ® est injective.
Enfin, dim (Ko[X]) = dim (K?®) = 3 donc ® est bijective.
Par conséquent, ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels de Ky[X] dans K3.
2. (a) ® est un isomorphisme donc l'image réciproque d’une base est une base.
Ainsi, (L1, Lo, L3) est une base de Ko[X].
(b) Ly € Ro[X] et vérifie ® (Ly) = (1,0,0) i.e. (L1 (a1), L1 (a2), L (a3)) = (1,0,0).
Donc, comme ag et az sont distincts, (X — a2) (X —a3) | L1.
15
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Or deg L; < 2, donc 3k € K tel que L1 = k(X — a2) (X — a3).
1

(a1 — az) (a1 —a3)’

La valeur L (a;) = 1 donne k =

(X — CLQ) (X — a3)
(a1 — az) (a1 — a3)’

Donc L =

(X —a1) (X —a3) B (X —a1) (X —ag)
et L3 = .

(a2 — a1) (a2 — a3) (a3 — a1) (a3 — az)
3. (L1, Lo, L3) base de Ko[X] donc 3 (A1, A2, A3) € K3 tel que P = ALy + A\oLo + A3L3.

Par construction, V(i,j) € {1,2,3}2, L; (a;) = &;; donc P (a;) = ).

Ainsi, P =P (al) L1+ P (ag) Lo+ P (ag) Ls.
4. On pose a1 = 0,a9 = 1 et ag = 2. Ces trois réels sont bien distincts.

On cherche P € Ry[X] tel que (P (a1), P (a2), P (a3)) = (1,3,1).

Par bijectivité de ® et d’aprés 3., 'unique solution est le polynéme P = 1.L; + 3.Lo + 1.L3.
X-1DH)(X -2 X(X -2 X(X -1
(K-DX=2) | XX XX 1)

2 —1 2

Donc P = —2X? +4X +1.

Un raisonnement analogue donne Lo =

OnaL1:

II.2 Algébre bilinéaire

Exercice 16 Exercice 63 de la banque CCINP

Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté (-|-).

On pose Vz € E, ||z| = /(x|z).

Pour tout endomorphisme u de F, on note u* ’adjoint de w.

1. Un endomorphisme u de E vérifiant Vo € E, (u(z)|r) = 0 est-il nécessairement 1’endomorphisme nul ?
2. Soit u € L(E).

Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i) uou* =u*ou.

i) V(,y) € B2 (u(a)[u(y) = (u* (@) u*(y))-
it}) Vo € B, [|u(@)|| = u* ()]

Solution de l’exercice 16

1. On se place sur £ = R? muni du produit scalaire canonique.

-1
On considére u la rotation d’angle T dont la matrice dans la base canonique de R? est A = < (1] 0 >

On a bien Vx € E, (u(z) | ) = 0 mais u n’est pas 'endomorphisme nul.
2. e Prouvons que i. <= ii. Procédons par double implication.

e Supposons que u o u* = u* o u. Prouvons que V(z,y) € E%, (u(z) | u(y)) = (u*(z) | u*(y)).
Soit (x,y) € E2.
Par définition de adjoint, (u(z) | u(y)) = (z | u* o u(y)).
Or, par hypothése, u o u* = u* o u.
Done (u(x),u(y)) = (@ | uou (1)
Or, par définition de l'adjoint, (z | uo u*(y)) = (u*(x) | u*(y)).

Donc (u(z) [ u(y)) = (u*(x) | u*(y)).
16
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e Supposons que V(x,y) € E?, (u(x) | u(y)) = (u*(z) | u*(y)). Prouvons que u o u* = u* o w.

Soit x € E.

Prouvons que u o u*(z) — u* o u(z) € E+.

Soit y € E.

Or, par définition de I'adjoint, (u o u*(x) |
Donc (uou*(z) — u* ou(z) | y) = (u*(z) |
Or, par hypotheése, (u*(z) | u*(y)) = (u(zx)
Done (uou*(x) —u* ou(z) [ y) = (u(x) [ u(y)) — (u(z) [ u(y)) = 0.
Donc u o u*(z) — u* ou(z) € E+.

Or E+ = {0}
Donc uou*(z) —u* ou(z) = 0.

e Prouvons que ii. <= iii. Procédons par double implication.

e On suppose que V(z,y) € E2, (u(z) | u(y)) = (u*(z) | u*(y)).
Donc, en prenant y = z, on obtient : Va € E, |lu(z)|? = |Ju*(z)||*.
Or, Vx € E,||Ju(z) |= 0 et ||[u*(z)] = 0.
Donc Va € E, ||u(z)|| = [Ju*(x)].
e Onsuppose queVr € E, ||lu(z)|| = ||u*(x)||. Prouvons que V(z,y) € E?, (u(z) | u(y)) = (u*(z) | u*(y)).
Soit (x,y) € E2.

D’aprés une identité de polarisation, (u(z) | u(y)) = = ([lu(z) + u(y)||* — [Ju(@)]]* — Ju(y)|?). Or,

N | —

u est linéaire donc |lu(z) + u(y)||? = ||u(z + y)|>.
De plus par hypothese, [[u(z +y)|| = [[u"(z + y)[|, [[u(@)] = [[u* (@) et [u(y)ll = [lu*(y)]

Done (u(a) | u)) = 5 (" + )1 @) ~ o ()]
Or u* est linéaire donc ||u*(z + y)|| = |[u*(x) + u*(y)]|-
Donc(u(x) | u(y)) = 5 (lu* (@) +u*(y)) ||| w*(z) 2| u*<y>||2).

Or, d’aprés une identité de polarisation,

(W (@) [ w*(y) = 5 (lu (@) +u* @) [P~ o @) [P~ [ «* @)])

N | —

Donc (u(z) | u(y)) = (u*(z) | u*(y))

Exercice 17 Exercice 76 de la banque CCINP

Soit E' un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (-|-).
On pose Vz € E, ||z|| = v/(z|x).

1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.
2. Soit E={fe€C([a;b],R),Vz € [a;b] f(x)>0}.

b b
1
Prouver que 'ensemble { / f(t)dt x / mdt, fek } admet une borne inférieure m et déterminer la valeur
a a

de m.

17
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Solution de ’exercice [I7]

1. (a) Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (|).
On pose Vz € E, ||lz]| = /(z | 2).
Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(z,y) € E?,|(x | y)| < ||lz|||v|l
Preuve : Soit (z,y) € E?. Posons VA € R, P(\) = ||z + \y||%.
On remarque que YA € R, P(\) > 0.
De plus, P(\) = (z+ Ay | x + Ay).
Donc, par bilinéarité et symétrie de (|), P(A) = ||ly||?A? + 2X(z | v) + ||z||%.

On remarque que P()\) est un trindme en \ si et seulement si ||y||? # 0.

e Premier cas :siy =10

Alors |(z | y)| =0 et ||z||||y|| = 0 donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
e Deuxiéme cas: y #0

Alors |yl = +/(y | y) # 0 car y # 0 et (|) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Donc, P est un trindéme du second degré en A qui est positif ou nul.
On en déduit que le discriminant réduit A est négatif ou nul.
Or A = (2] y)* = [lz[?ly]l? done (z | y)? < [|l=]*[lyl]*.
Et donc, [(z | y)| < [[=]/[y]l
(b) On reprend les notations précédentes.

Prouvons que V(x,y) € E%|(x | y)| = ||z||||y|| <= = et y sont colinéaires.
e Supposons que |(z [ y)| = [[z[|[[y]-

e Premier cas : si y = 0, alors x et y sont colinéaires.

e Deuxiéme cas : si y # 0, alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double
Ao-

C’est-a-dire P (A\g) = 0 et comme (|) est définie positive, alors x + \gy = 0.

Donc x et y sont colinéaires.

e Supposons que x et y soient colinéaires.
Alors Ja € R tel que z = ay ou y = ax.

Supposons par exemple que z = ay (raisonnement similaire pour I'autre cas).

(@ )l =lal -1y )] = lallyl? et [zllyll = /(@ [ D)yl = Va2 (y [ 9)lyll = |l - [lyl*

Donc, on a bien I'égalité.

2. On consideére le produit scalaire classique sur ¢ ([a;b],R) défini par :

b
V(f.9) € €([a;b].R), (f | g) = / F(Dg(t)dt

On poseA—{/bf(t)dtx/bfgt)dt,fEE}.
ACR

A # () car (b—a)? € A (valeur obtenue pour la fonction t — 1 de F).

b b
1
De plus, Vf € E,/ f(t)dt x / mdt > 0 donc A est minorée par 0 .

On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m = inf A.
18
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Soit f € F.

b
On considére la quantité ( / V f(t)

! dt)Z
VIR )
2

D’une part, (/ab m\/%dt>2 = (/abl dt> = (b—a)2.

D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire ( | ) on obtient :

([ Vi) = s [ i

On en déduit que Vf € E / f(t dt/ —dt (b—a)?.

Donc m > (b — a)?.
Et, si on considére la fonction f :¢t+—— 1 de E, alors/ f(t dt/ —dt (b—a)’.

Donc m = (b — a)?.

Exercice 18 Exercice 77 de la banque CCINP

Soit E un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de F.
Démontrer que (AJ-)J‘ = A.

2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

(a) Démontrer que (F + G)* = F-nG*+.
(b) Démontrer que (FNG)*+ = F+ + G*.

Solution de I’exercice [18|
1. Ona AcC (AN (%)
En effet, Vo € A,Vy € A (z | y) = 0.
C’est-a-dire, Vo € A, x € (AL)J'
Comme E est un espace euclidien, E = A @® At doncdim A = n — dim A+,
De méme, E = AL @ (AL)L donc dim (/H)L =n—dim A+
Donc dim (AL)L =dimA ().
D’apreés (k) et (xx), (AL)J' = A.
2. (a) Procédons par double inclusion.

e Prouvons que F- NG+ C (F+G)*.
Soit z € F- NG*. Soit y € F+ G. Alors 3(f,g) € F x G tel que y = f +g.

(zly)= (@[f) + (z]g) =0
—— ——

-0 —0
carfeF et cargeG et
zeFt zeGt

Donc Vy € (F 4+ G), (z |y) =0.

Donc z € (F + G)*.
19
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e Prouvons que (F +G)*+ c F-nG*.

Soit x € (F + G)*.
Vyc F,ona (z|y)=0cary € F C F+G.Doncxc F*.
De méme, Vz € G,ona (x| 2)=0car z€ G C F+G. Donc z € G*.
On en déduit que z € F-NG*.

Finalement, par double inclusion, (F + G)* = F- nG*.

(b) D’aprés 2.(a), appliquée & F* et & G+, on a (F*© + Gl)L = (FJ-)L N (GH)
Donc, d’aprés 1., (Fl + GJ-)L =FNQG.

€1

Done ((F*+ Gl)L)l = (FNG)~.

C’est-a-dire, en utilisant 1. & nouveau, F* + G+ = (FNG)*.

Exercice 19 Exercice 78 de la banque CCINP

Soit F un espace euclidien de dimension n et v un endomorphisme de E.

On note (z]y) le produit scalaire de = et de y et || - || la norme euclidienne associée.
1. Soit u un endomorphisme de E, tel que : Vz € E, ||u(z)|| = |||
(a) Démontrer que : V(z,y) € E? (u(z)u(y)) = (z|y).
(b) Démontrer que u est bijectif.

2. Démontrer que I'ensemble O(E) des isométries vectorielles de E, muni de la loi o, est un groupe.
3. Soit u € L(E). Soit e = (eq, €2, ..., e,) une base orthonormée de E.

Prouver que : u € O(F) <= (u(e1),u(e2),...,u(e,)) est une base orthonormée de E.

Solution de I’exercice [19]
1. Soit u € L(E) tel que Y(z,y) € E2, ||lu(z)|| = ||z|.
(a) Soit (x,y) € E2.
On a, d’une part, [[u(z +y)[* = |z +y|* = ||zl + 2(z [ y) + [y]?. ()
D’autre part,
lu(z+y)[1? = [lulz) +u@)]* = llu(@)]* +2(u(@) | uy)) + lu@)]® = [2]*+2(u(@) | u@y) +lyI> (o).
On en déduit, d’apres (x) et (xx), que (u(z) | u(y)) = (= | y).
(b) Soit z € Ker u.
Par hypothése, 0 = ||u(x)||? = ||z||?>. Donc x = 0.
Donc Ker u = {0g} et u est injectif.
Puisque F est de dimension finie, on peut conclure que ’endomorphisme u est bijectif.
2. Montrons que I'ensemble O(FE) des endomorphismes orthogonaux est un sous-groupe du groupe linéaire
(GL(E),©).

e On a O(F) C GL(E) en vertu de ce qui précéde.
e On a aussi, évidemment, Idg € O(E). Donc O(E) # 0.
e Soit (u,v) € (O(E))>.
Vo € E,||[uovHz)|| = ||u(v™(2))| = ||v7 (2)|| car u € O(E).
Et [[v=2)|| = ||v (v (2))]| = ||| car v € O(E).
Donc Vx € E, Hu o v_l(x)H = ||z]|.
On en déduit, d’aprés 1. (a), que uov™t € O(E).
20
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Donc O(FE) des endomorphismes orthogonaux est un sous-groupe du groupe linéaire (GL(E), o).
3. Soit u € L(FE). Soit e = (e1, e, ..., e,) une base orthonormée de E.

e Supposons que u € O(FE).
Soit (4,7) € ([1; n])>
u € O(F) donc (u(e;) | u(ej)) = (ei | e5).
Or e est une base orthonormée de E donc (e; | ej) = 5? ol 63 désigne le symbole de Kronecker.
On en déduit que V(i,5) € ([1; n])?, (u(e:) | u(e;)) = 55
C’est-a-dire (u(e1),u(e2),...,u(ey)) est une famille orthonormée de E.

Donc, c’est une famille libre a n éléments de E avec dim E = n.

Donc (u(e1),u(e2),...,u(ey)) est une base orthonormée de E.
e Réciproquement, supposons que (u(e1),u(e2),...,u(e,)) est une base orthonormée de E.
Soit x € E.
n

Comme e est une base orthonormée de F, x = g xie;. Alors,

=1
n n n n
2 = | D wiei | Y wje; | =D D wiwj(ei| €))
i=1 j=1 i=1 j=1

Or e est une base orthonormée de E donc ||z||* = g 7 (%)
De méme, par linéarité de u,

u(z)|® = sz e;) ng (e5) —ZZmJ (ed) | u(e;))

=1 j=1

Or (u(e1),u(e),...,u(e,)) est une base orthonormée de E, donc |lu(z)||* = Z:L’Q (k).

D’apreés (x) et (xx), Vo € E, [[u(z)|] = ||z||.
Donc, d’aprés 1.(a), u € O(E).

Exercice 20 Exercice 79 de la banque CCINP

Soit a et b deux réels tels que a < b.
1. Soit h une fonction continue et positive de [a;b] dans R.
b
Démontrer que / hz)de =0= h=0
a

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a;b] dans R.

b
On pose : ¥(f,g) € E2, {flg) = / f(2)g(x)de

Démontrer que 'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer / Vae ™ dx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Solution de l’exercice
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b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a;b] dans R telle que / h(z)dz = 0.
a

On pose Vz € [a;b], F(z) = / h(t)dt.

La fonction h est continue sur [a;b] donc F' est dérivable sur [a;b].
De plus, Vz € [a;b], F'(z) = h(z).

Or h est positive sur [a;b] donc F' est croissante sur [a;b]. (*)

Or F(a) = 0 et, par hypothése, F'(b) = 0. C’est-a-dire F(a) = F(b). (**)
D’aprés (x) et (xx), F' est constante sur [a;b].

Donc Vx € [a;b], F'(x) = 0. C’est-a-dire, V € [a;b], h(z) = 0.

b
2. On pose Y(f.g) € B2, ( | g) = / f(2)g(z)d.

Par linéarité de l'intégrale, (+|-) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.

On en déduit que (|) est une forme bilinéaire symétrique. ()

b
Soit f € E. (| f) :/ A (z)dx

Or z — f2(x) est positive sur [a;b] et a < b donc (f | f) > 0.

Donc (]) est positive. (s:)

Soit f € E telle que (f | f) =0.

Alors ff f2(x)dr =0

Or z — f?(x) est positive et continue sur [a;b].

Donc, d’aprés 1., f est nulle sur [a;b]. On en déduit que (]) est définie. ( * )

D’aprés (x), (%) et (x ), (|) est un produit scalaire sur E.

3. On a [(flg)] < |Ifllllg]l si f et g sont continues sur [a;b] en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz associée
au produit scalaire défini en 2.

Aveca=0,b=1, f:x+— ret g:z— e " lafonction fg est positive sur [0;1] et on a donc

1 1 1
/ Vre Pdx < \// mdx\// e 2rdy
0 0 0

1 1 —2z71 -2
1 1-—
Or,/wdx:et/e%dx: {e ] = °c
0 2 Jo -2 |, 2

V1—e—2
5 .

1
On a donc / Vre *dx <
0

Exercice 21 Exercice 80 de la banque CCINP

Soit F l'espace vectoriel des applications continues et 2w-périodiques de R dans R.

1 2
1. Démontrer que (f|g) = Py f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sur E.
TJo

2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x — cosz et g : & — cos(2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F' de la fonction u : & — sin® z.

Solution de D’exercice [21]
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1

2m
1. On pose V(f,9) € E%,(f | 9) = 5~ ; f(t)g(t)de

Par linéarité de l'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (| ) est symétrique.

On en déduit que ( | ) est une forme bilinéaire symétrique. (x)
1 2m

Soit fe E. (f| f)=—=—{ f*t)dt.
21 0

Or t —> f2(t) est positive sur [0,27] et 0 < 27, donc (f | f) > 0.

Donc ( | ) est positive. ()
2w

Soit f € E telle que (f | f) = 0. Alors fA(t)dt =0
0

Or t — f2(t) est positive et continue sur [0, 27].
Donc, f est nulle sur [0, 27].

Or f est 2w-périodique donc f = 0.

Donc (| ) est définie. (x * *)

D’aprés (x), (%) et (x* ), ( | ) est un produit scalaire sur E.

2. On a Vr € R,sin?z =

i cos(2x).

1 1
Or la fonction x — —5 cos(2x) € F. De plus, si on note h l'application x — ok

1 2m 1 27
(h|f):/ cosz dr =0 et (h]g):/ cos(2x)dx = 0 donc h € F+ (car F = Vect(f, g)).
47 0 4 0

1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F' est z — —3 cos(2x).

Exercice 22 Exercice 81 de la banque CCINP
On définit dans Mo(R) x My(R) Dapplication ¢ par : ¢ (4, A') = tr (ATA4'), ou tr (AT A’) désigne la trace du
produit de la matrice AT par la matrice A’.

On admet que ¢ est un produit scalaire sur Ma(R).

— a b 2
Onnote]-'—{(_b a>,(a,b)6R}

. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de Ma(R).

1
2. Déterminer une base de FL.
3. Déterminer le projeté orthogonal de J = G i) sur FL.
4. Calculer la distance de J a F.
Solution de I’exercice
. L 0 1

1. On a immédiatement F = Vect (I, K) avec K = < 10 )

On peut donc affirmer que F est un sous-espace vectoriel de Mo (R).

F = Vect (Iz, K) donc (Iz, K) est une famille génératrice de F.

De plus, I et K sont non colinéaires donc la famille (Iz, K) est libre.

On en déduit que (I3, K) est une base de F.

. a b
2. Soit M = ( ¢ d > GMQ(R).

23
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Comme (I3, K) est une base de F,
MeFte o(MI)=0ect p(M,K)=0<=>a+d=0ctb—c=0<=>d=—actc=b.

On en déduit que F* = Vect(A, B) avec A = < (1) _01 > et B = < (1) (1) )

(A, B) est une famille libre et génératrice de F+ donc (A, B) est une base de F+.
3. On peut écrire J =1s + B avec Iy € F et B € Ft.

Donc le projeté orthogonal de J sur FL est B = < (1) (1) >

4. On note d(J, F) la distance de J & F.
D’apreés le cours, d(J, F) = ||J — pr(J)|| ot pr(J) désigne le projeté orthogonal de J sur F.
On peut écrire a nouveau que J = Iy + B avec Iy € F et B € FL.
Donc pg(J) = Ia.
On en déduit que d(J,F) = ||J —pr(J)|| = ||J — 12| = | B|| = V2.

Exercice 23 Exercice 82 de la banque CCINP

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de F de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € FE, il existe un élément unique yg de F' tel que x — yo soit orthogonal a F' et que la
distance de z & F soit égale a ||z — yo|.

a b

Pour A = (c d J

!/ /
)etA’z(CCL, b),onpose (A A")=ad +bV +cc +dd'.
1. Démontrer que (. | .) est un produit scalaire sur Mo (R).

1 0 : . . .
au sous-espace vectoriel F' des matrices triangulaires

2. Calculer la distance de la matrice A = (_ 1 9

supérieures.

Solution de ’exercice 23]

1. On pose E = Ms(R).

/ /
PourAz(Z Z)GEetA’z(Z, Z,)EE,onpose(A|A’):aa’+bb’+cc’+dd’.
: a b a v a v :
SmtA:(c d>eE,A’:<c, d,)eE,B:<C,, d,,)eE.SowaeR.

, B at+ad b+ a' v
(A+A ‘B)_(<C+CI d+d/ ‘ c// dl/

Donc (A+ A" | B) = (ad” + bb" 4+ ¢’ +dd") + (d'a” + 0'b" + " +d'd") = (A| B)+ (A" | B).

" /!
mAU%:<<ZZgZ>]<§ ;)>:am"+ww+amwﬁmwzam¢3)

On en déduit que (. |.) est linéaire par rapport a sa premiére variable.

)) =(a+d)d"+(b+V)V" 4+ (c+)"+(d+d)d".

De plus, par commutativité du produit sur R, (+|-) est symétrique.

Donc (+|-) est une forme bilinéaire et symétrique. (x).

%ﬁA:(Zb>6E

d
(A|A) =a?+b*+c*+d* > 0. Donc (+]-) est positive. ()
Soit A = (Z Z) € E telle que (A| A) =0
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I1.3

Alors a? +b? + 2+ d%? = 0.
Comme il s’agit d’'une somme de termes tous positifs, on en déduit que a =b=c=d =0 donc A =0.
Donc (+|-) est définie. (* x )

D’aprés (), (xx), (%% %), (-|-) est un produit scalaire sur E.

1 0
A_<_12).
10 0 0
OnaA—<02>+<_10>.
10 0 0 . L ([ 0 0 a b\
<0 2>€Fet<_1 O)EF,CarV(a,b,d)GR,<(_1 0>’<O d))-().

1
On en déduit que le projeté orthogonal, noté pp(A), de A sur F' est la matrice < 0 g )

o 0 0
Ainsi, d(4, F) = || A~ pp(4)] = H< -1 0 )H -

Complexes et polyndmes

Exercice 24 Exercice 84 de la banque CCINP

. Donner la définition d’'un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande ni l'interprétation géo-

métrique, ni la démonstration de l'existence d’un tel nombre).
Soit n € N*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I’équation z™ = 1 et préciser leur nombre.

En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de I’équation (z 4+1)” = (# —1)" et démontrer que ce sont des
nombres réels.

Solution de D’exercice [24]

. Soit z un complexe non nul. Posons z = x + iy avec x et y réels.

z .
Un argument de z est un réel 6 tel que B = el avec |z| = /22 + y2.
z

. z =0 n’est pas solution de I’équation 2" = 1.

Les complexes solutions s’écriront donc sous la forme z = re'? avec r > 0 et 6 € R.
rt =1 r=1
Onaz'=1<«<= et = ok et
nf = 0 mod 27 Gz—ﬂaveckeZ
n

2k 2k
Les réels —W, pour k € [0; n— 1], sont deux & deux distincts et Vk € [0; n — 1], ALy [0;27 .
n n

De plus, si £ € Z, alors en faisant la division euclidienne de ¢ par n, il existe ¢ € Z et k € [0; n— 1], tel que
2247 s 2k

20 2k
{=nqg+ k. Alors, —W:2q7r+—7rete‘T:el no.
n n

On en déduit que les solutions de I’équation 2" = 1 sont exactement les e i avec k € [0;n—1]etquily

€n a n.

Remarque : on peut aussi utiliser 'argument suivant. Kes solutions de l’équation z"™ = 1 étant également
racines du polynome X™ — 1, il ne peut y en avoir d’autres et il y en a au plus n. C’est donc l’ensemble
déterminé.

Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation 2" =1 est S = {e% aveck € [0; n — 1]]}
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3. z =i n’étant pas solution de 'équation (z +1)" = (z —1)",

n n z+1\"
(z4+1)"=(:z-1)"<= -] =1
z—1
+1 2k
- =€ n
—1i

<= Jk € [0; n— 1]t tel que :
z

— Jk € [[O;n—l]]telquez(l—em:w> :—i<1+e12§w)

En remarquant que z (1 —e i2§ﬂ) = —i (1 + e%> n’admet pas de solution pour k = 0, on en déduit que :

s 2km

Y41
(z4+1)"=(z-1)" <= EIkE[[1;n—l]]telquez:iei%ﬁ+1

e'n —

s 2km
. . e'n +1  cos(kn/n ) )
En utilisant la méthode de I’angle moitié, on a i—g— = — (km/n) et on voit que les solutions sont des
i 1 sin(kw/n)

réels.

) ) cos(km/n) km
(z+1) (z—1)"<= Fke[l;n—1]tel que z sin(kr /n) cotan ( - )

La fonction cotan est bijective de ] 0;7 [ dans R. L’équation admet donc n — 1 solutions réelles.

On pouvait aussi voir que si z est solution de l'équation (z +1)" = (z — i)™ alors |z +1i| = |z — i] et donc
le point d’affixe z appartient a la médiatrice de [A, B], A et B étant les points d’affixes respectives i et —i,
c’est-a-dire a la droite des réels.

Exercice 25 Exercice 85 de la banque CCINP

1. Soient n € N*, P € R,[X] et a € R.

(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X) dans la base
(1, X —a,(X —a)?,-- , (X —a)").

(b) Soit r € N*. En déduire que :
a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si P(")(a) # 0 et Vk € [0;7 — 1],
P®)(a) =0

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X° + aX? + bX et factoriser
alors ce polyndome dans R[X].

Solution de l’exercice

n pE)(q
1. (a) P(X)= > P )(X—a)k.

k!
k=0
(b) a est une racine d’ordre r de P <= 3Q € R,,_,[X] tel que Q(a) #0 et P = (X —a)"Q

n—r
<~ 3(qo,. - Gn_r) ER" ™ tel que g #0 et P = (X —a)" Zqi(X —a)
i=0

n—r

<~ 3(qo, ., Gn_r) ER" " tel que qp #0 et P = Z%‘(X —a)"
i=0

n
= 3(q0; - gnr) ER" M tel que g £0 et P =Y gp_y(X — )"
k=r
26
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D’aprés la formule de Taylor (rappelée ci-dessus) et 'unicité de la décomposition de P dans la base
(1,(X —a),...,(X —a)") de R,[X] il vient enfin :

a est une racine d’ordre r de P <= Vk € {0,...,r —1} P®(a) =0et P (a) #£0

2. D’aprés la question précédente,

1 est racine double de P = X° +aX? +bX <= P(1) = P'(1) =0et P'(1) #0

l1+a+b=0
<~ < 54+2a+b=0
204+ 2a #0

<~ a=—-4etb=3

On obtient X° —4X2 43X = X(X —1)2 (X2 +2X + 3) et c’est la factorisation cherchée car le discriminant
de X2 +2X + 3 est strictement négatif.

Exercice 26 Exercice 87 de la banque CCINP
Soient ag, a1, -+ ,an, n+ 1 réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si by, by, - -+ , b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant

degP <netVie[0;n],P(a;) =b;
2. Soit k€ [0; n].

Expliciter ce polynéme P, que 'on notera Ly, lorsque :

1 si 1=

Vie[0;n], bi:{o > Z7ék

n
3. Prouver que Vp € [0; n], > afl Ly = XP.
k=0

Solution de ’exercice 77

R,[X] — R°*!
P — (P (ag),P(a1), -, P(an))

Montrons que Ker u = {0}.

1. L’application u : est linéaire.

Si P € Ker u, alors P (ag) = P(a1) = -+ = P(a,) = 0 et le polynéme P, de degré inférieur ou égal a n,
admet n + 1 racines distinctes.
Donc P = 0.
Ainsi u est injective et comme dim R, [X] = n + 1 = dimR™"!, u est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Enfin les conditions recherchées sont équivalentes a : P € R,[X] et uw(P) = (bo, ..., bn).
La bijectivité de u dit que ce probléme admet une unique solution P et on a P = u~! ((bo,...,b,)).
2. Pour ce choix de bg, b1, , by, le polyndéme Lj vérifie les conditions :
. 0 si 1#£k
< ; ) =

deg Ly, <netVie[0;n], L (a;) { 1 s ik

Comme ag, . ..,05—1,0k+1,- - -, Gy sont n racines distinctes de Ly, qui est de degré < n, il existe nécessairement

A € K tel que
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1
La condition supplémentaire Ly (a;) = 1 donne A = ————— et finalement :

3. Soit pe [0; n].

n
Les polynémes Y a} Ly et XP vérifient les mémes conditions d’interpolation :
k=0

degP <netVie{0,---,n} Pla;)=ad"

n
Par l'unicité vue en premiére question, on a aiLk = XP,
k=0

Exercice 27 Exercice 89 de la banque CCINP
Soit n € N tel que n > 2. On pose z = i

1. On suppose k € [1;n—1].

Déterminer le module et un argument du complexe z¥ — 1.
2

tan —
an —
2n

n—1
2. On pose S = > |2z¥ — 1|. Montrer que S =
k=0

Solution de l’exercice

1. On pose Z = zF — 1.

(k2w kx [ km ik kx . (kT
Z=e"n —1=¢e'n (eln—e 1n):eln21sm<>
n

k M ™ us
c’est-a-dire Z = 2sin <7r> el(%+§)

k k
Pourke[[l;n—l]],ona0<—7r<7r, doncsin<ﬂ> > 0.
n n

k k
Donc le module de Z est 2sin <7T> et un argument de Z est il + g
n n

k
2. On remarque que pour k = 0, ‘zk — 1‘ =0 et sin <7r> =0.
n

n—1
km
Donc d’aprés la question précédente, on a S = 2 Z sin ()
k=0 n
n—1 -
S est donc la partie imaginaire de T' = 2 Z e'
k=0
1—e™ 4
1—en 1—en
28
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Or, comme e'n %1, onal =2
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T . T i s Lo . T
Orl—e'n =e'2n <e 20 — e12n> = —2je'2n sin (2—)

n
de ~izn 2 . 2
On en déduit que T = © — = —ie 7l = — (Sjn <£> +icos (i))
—2isin —  sin —— sin — 2n 2n
2n 2n 2n
2
En isolant la partie imaginaire de T, et comme cos (21> #0 (n > 2), on en déduit que S = ——.
" tan —
2n

Exercice 28 Exercice 92 de la banque CCINP

Soit n € N*. On considére E' = .#,,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose : Y(A, B) € E?, (A, B) = tr (ATB) ou tr désigne la trace et AT désigne la transposée de la matrice A.
1. Prouver que (-,-) est un produit scalaire sur E.
2. On note S, (R) I'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque A7 = —A.
On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.
(a) Prouver que E = S,(R) & A,(R).
(b) Prouver que A,(R)*+ = S, (R).
3. Soit F' I'ensemble des matrices diagonales de E.

Déterminer F*.

Solution de D’exercice 28

1. (, ) est linéaire par rapport a sa premiére variable par linéarité de la trace, de la transposition et par
distributivité de la multiplication par rapport & I’addition dans F.

De plus, une matrice et sa transposée ayant la méme trace, on a :

V(A, B) € E? (A, B) = tr (ATB) = tr ((ATB)") = tr (BT 4) = (B, A).
Donc (, ) est symétrique.

On en déduit que (, ) est bilinéaire et symétrique. (1)

Soit A = (Ai;j)1<; jcn € E-

n n n

(A A) =tr (ATA) =) ( ATA => Ak = Z Zn:Aiﬂ.
=1

i=1 k= i=1 k=1
Donc (A, A) > 0et (, ) est positive. (2)
Soit A = (Ai;j)1<; j<n € E telle que (A, A) = 0.

Alors >y A7, =0.0r, Vi€ [1;n],Vk € [1;n], A7, >0.
i=1 k=1
Donc Vi€ [1; n],Vk € [1;n],Ar; =0. Donc A=0et (, ) est définie. (3)

D’apres (1),(2) et (3), (, ) est un produit scalaire sur E.

Remarque importante : Soit (A, B) € E2.
On pose A = (Aij)i¢; i<y 6 B = (Bij)i¢; jp Alors

n n n

(A,B) =t (ATB) =) (A"B),, =D > (A"),, Bri=Y_ > AriBu,

i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
29
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Donc (, ) est le produit scalaire canonique sur F.
2. (a) Soit M € S,(R) N A,(R).
alors MT = M et MT = —M donc M = —M et M = 0.
Donc S, (R) N 4, (R) = {0}. (1)
Soit M € E.
M+ M7 M—MT

P = - A =
osons S 5 et 5

OnaM=S+A

M+ M\
() -
AT —

E = S,(R) + An(R).
D’aprés (1) et (2), E = Su(R) & An(R).

- % (MT - (MT)T) = % (MT - M) = —A,donc A € A,(R). On en déduit que

Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthése pour prouver que E = S,(R) @
An(R).
(b) Prouvons que S, (R) C A,(R)*.
Soit S € S, (R). Prouvons que VA € A,(R), (S, A) =0.
Soit A € A,(R).

(S, A) = tr (STA) = tr(SA) = tr(AS) = tr (—ATS) = —tr (A79) = — (4, S) = —(S, A)

Donc 2(S, A) = 0 soit (S, A) = 0.
On en déduit que S, (R) C A,(R)*
De plus, dim A, (R)* = n? — dim 4,,(R).
Or, d’aprés 2.(a), E = S, (R) @ A, (R). Par conséquent, dim S,,(R) = n? — dim A,,(R).
On en déduit que dim S, (R) = dim A, (R)*.
D’aprés (1) et (2),5,(R) = A,(R)*.
3. On introduit la base canonique de M,,(R) en posant :
Vie[1;n],Vie[l;n],Eij = (eri)icp e AVEC €p1 = {1 S? k=ietl=]
SN 0 sinon
On a alors F' = Vect (E11,E29,...,Ep ).
Soit M = (m; ;) € L.
Alors, en utilisant la remarque importante de la question 1.,
MeFt«Vie[l;n],(M,E;;)=0<=VYic[1l;n],m; =0
Donc F+ = Vect (E; ; telles que (i,5) € [1; n]? et i # j).

En d’autres termes, F- est I’ensemble des matrices comprenant des zéros sur la diagonale.

1<i,5<n

I1.4 Arithmétique

Exercice 29 Exercice 86 de la banque CCINP

1. Soit (a,b,p) € Z3. Prouver que : sipAa=1et pAb=1, alors p A (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.

30



Année 2025-2026 — MP/MPI — Lycée La Fayette — Exercices de la banque CCINP de sup

(a) Prouver que Vk € [1; p—1],p divise < Z ) k! puis en déduire que p divise ( ]I:: )
(b) Prouver que : Vn € N,n” = n mod p.

Indication : procéder par récurrence.
(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que : p ne divise pas n = n?~! = 1 mod p.

Solution de D’exercice 29

1. On suppose pAa=1etpAb=1.
D’aprés le théoréme de Bézout,
3 (uy,v1) € Z2 tel que urp +via = 1. (1)
3 (ug,v2) € Z? tel que ugp + v2b = 1. (2)
)

En multipliant les équations (1) et (2), on obtient :

(ugugp + uv2b + ugvia) p + (vive)(ab) = 1.
——
€L €L
Donc, d’apreés le théoréme de Bézout, p A (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.

(a) Soitke[[l;p—u].(Z>:k!(ppik)! :p(]?—l)..].g!(p—k—i—l).

Donc(i)k!:p(p—l)...(p—k—I—l).

donc p | (i >k:!. (3)

Or,Vie[1;k],pAi=1 (car p est premier) donc, d’aprés 1.,p A k! = 1.

Donc, d’apreés le lemme de Gauss, (3) = p | ( z >

(b) On montre par récurrence que la propriété (P,) : nP =n mod p est vraie pour tout n € N.

e Pour n =0 et pour n = 1, la propriété est vérifiée.
e Soit n € N. Supposons que la propriété (P,) : n? = n mod p soit vérifiée.

p—1
Alors, d’aprés la formule du binoéme de Newton, (n + 1)P = nP + Z < z > nk+1. (4)
k=1

p—1
OrvVke[l;p—1],p]| <i>doncpz<i)nk
k=1

Donc d’aprés (4) et (P,),(n+ 1)’ =n+ 1 mod p et (P,+1) est vraie.
e Par principe de récurrence P, est vraie pour tout n € N.
(¢) Soit n € N tel que p ne divise pas n.
Comme p est premier, alors p An = 1.
La question précédente donne p divise n”? —n =n (np*1 — 1).
Or comme p est premier avec n, on en déduit, d’aprés le lemme de Gauss, que p divise nP~1 — 1.

Ce qui signifie que n?~! = 1 mod p. (petit théoréme de Fermat).

Exercice 30 Exercice 94 de la banque CCINP

1. Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.
31
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2. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € N.

Prouver que : (a|cet b|c) < ab]|c.
x
x

6 [17]
4 [15]

dans lequel I'inconnue x appartient a Z.

3. On considére le systéme (S) : {

(a) Déterminer une solution particuliére g de (S) dans Z.
(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (.5).

Solution de 1’exercice

1. Théoréme de Bézout : Soit (a,b) € Z2.

aANb=1+= I(u,v) € Z*/au+bv =1
2. Soit (a,b) € N2. On suppose que a Ab = 1.
Soit ¢ € N.

e Prouvons que ablc = alcet b | c.
Siab| c alors 3k € Z/c = kab.

Alors, ¢ = (kb)a donc a | ¢ et ¢ = (ka)b donc b | c.
e Prouvons que (a|cet b|c) = ab]|c.

aAb=1donc I(u,v) € Z*/au +bv = 1. (1)

De plus a | ¢ donc k1 € Z/c = kra. (2)

De méme, b | ¢ donc kg € Z/c = kab. (3)

On multiplie (1) par ¢ et on obtient cau + cbv = c.

Alors, d’aprés (2) et (3), (k2b) au + (k1a) bv = ¢, donc (kau + k1v) (ab) = c et donc ab | c.

On a donc prouvé que (a | cet b|c) <= ab|c.
3. (a) e Premiére méthode (méthode générale) :

Soit x € Z.
' ) ) =6+ 17k
x solution de(S) < H(k;k) € Z7 tel que { x =4+ 15k

! 2
<:>E|(k‘,k:)€Z tel que { 6+ 17k — 4 + 15K

Or 6+ 17k =4+ 15k’ <= 15k" — 17k = 2.

Pour déterminer une solution particuliére g de (.9), il suffit donc de trouver une solution particuliére
(ko, k) de I'équation 15" — 17k = 2.

Pour cela, cherchons d’abord, une solution de ’équation 15u + 17v = 1.

17 et 15 sont premiers entre eux.

Déterminons alors un couple (ug, vg) d’entiers relatifs tel que 15ug + 17vy = 1.
Ona:17=15x1+2puis 15 =7x2+1.

Alors 1=15-7Tx2=15—-7Tx (17—=15x1)=15—-17Tx7+15x7=15x8—-17Tx 7
Donc 8 x 15+ (—=7) x 17 =1

Ainsi, 16 x 15+ (—14) x 17 =2.

On peut prendre alors k| = 16 et ko = 14.

Ainsi, xg = 6 + 17 X kg = 6 + 17 x 14 = 244 est une solution particuliére de (.5)
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II1

Soit

e Deuxiéme méthode :
En observant le systéme (), on peut remarquer que zg = —11 est une solution particuliére.

Cette méthode est évidemment plus rapide mais ne fonctionne pas toujours.
xg = 6[17]

zo = 4[15]

x = x[17]
x = xmo|[15]
Or 17 A 15 =1 donc d’aprés 2.,z solution de (S) <= (17 x 15) | z — xo.

Donc 'ensemble des solutions de () est {zg + 17 x 15k, k € Z} = {244 + 255k, k € Z}.

(b) zo solution particuliére de (S) donc {

On a alors z solution de (S5) < { < (17| z —zo et 15|z — zp).

Dénombrement

Exercice 31 Exercice 112 de la banque CCINP

n € N* et ¥ un ensemble possédant n éléments.

On désigne par P(FE) l'ensemble des parties de E.

1
2
3

[a—

. Déterminer le nombre a de couples (A, B) € (P(E))? tels que A C B.

. Déterminer le nombre b de couples (4, B) € (P(E))? tels que AN B = ().

. Déterminer le nombre ¢ de triplets (A, B,C) € (P(E))? tels que A, B et C soient deux & deux disjoints et
vérifient AUBUC = E.

Solution de ’exercice [31]

. On note F = {(A,B) € (P(E))?/A C B}.
Soit p € [1;n]. On pose F, = {(A,B) € (P(E))?>/ACB et cardB = p}.
Pour une partie B a p éléments donnée, le nombre de parties A de E telles que A C B est card P(B) = 2P.

De plus, on a <z> possibilités pour choisir une partie B de E a p éléments.
On en déduit que : Vp € [0; n], Card F), = (Z) 2P,

n
Or F = U F, avec Fy, Fh, ..., F, deux a deux disjoints.
p=0
n n n

Donc a = card F' = Z card F, = Z < ) 2P = 3" d’aprés le binéme de Newton.

p=0 p=0 p
Conclusion : a = 3™.
Autre méthode :
Le raisonnement suivant (corrigé non détaillé) permet également de répondre & la question 1.
Notons encore F = {(A, B) € (P(E))*/A C B}.

A tout couple (A, B) de F, on peut associer I’application pa,p définie par :

E—»{1,2,3)
oAB: 1 S? reA
r— < 2 si x¢AetxeB
3 =i x¢ B

On note A(F,{1,2,3}) 'ensemble des applications de E dans {1, 2, 3}.
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{ F  — A(E{1,2,3})
Alors 'application O: est bijective.
(A,B) — YAB
Le résultat en découle.
2. {(A,B) e (P(E))?/AnB =0} ={(A,B) € (P(E))*/A C B}.
Or card {(A, B) € (P(E))*/A C B} = card {(A, B) € (P(E))*/A C B}
= card {(4,C) € (P(E))*/AcC C}
Donc b = a.

3. Compter tous les triplets (A, B, C) tels que A, B et C soient deux & deux disjoints et tels que AUBUC = E
revient & compter tous les couples (A, B) tels que AN B = () car, alors, C est obligatoirement égal & AU B.

En d’autres termes, ¢ = card {(4, B) € (P(E))?/ANB =0} =b=3".
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