
Année 2025-2026 – MP/MPI – Lycée La Fayette Interro 3 –

– Interro n°03 – Sujet A –
– Vendredi 26 septembre 2025 –

1. Donner le développement limité à l’ordre 2n+ 1 en 0 de la fonction x 7→ 1

1 + x2
.

2. Calculer pour q ̸= 1 et n ⩾ 1,
n+1∑
k=1

qk.

3. Calculer :

∫ π
2

0
ex sin(2x)dx

4. Montrer l’existence et calculer : lim
x→+∞

(
1− cos

(
1

x2

))
ln(x)

5. Déterminer la nature des séries de terme général :

un =
n− 1

n3 − 3n2 + 2n
vn =

sinn

3n
wn =

en

n3 + lnn+ 1

6. On pose pour (x, y) ∈ R2, N(x, y) =
∣∣x3 + y3

∣∣. N est-elle une norme sur R2 ? Justifier.

7. On pose pour (x, y) ∈ R2, N(x, y) =
√

x2 + y4. N est-elle une norme sur R2 ? Justifier.

8. On pose pour (x, y) ∈ R2, N(x, y) = (
√

|x|+
√
|y|)2. N est-elle une norme ? Justifier.

9. Calculer pour θ ∈ R \ 2πZ, et N ∈ N,
N∑

n=0
cos(nθ)
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1. Donner le développement limité à l’ordre 2n+ 1 en 0 de la fonction x 7→ 1

1− x2
.

2. Calculer pour q ̸= 1 et n ⩾ 2,
n+1∑
k=2

qk.

3. Calculer :

∫ π
2

0
ex cos(2x)dx

4. Montrer l’existence et calculer : lim
x→+∞

(1− cos(1/x)) ln(x)

5. Déterminer la nature des séries de terme général :

un =
n− 1

n4 − 3n3 + 2n
vn =

cosn

2n
wn =

e 2n

n5 + lnn+ 2

6. On pose pour (x, y) ∈ R2, N(x, y) =
∣∣x5 + y5

∣∣. N est-elle une norme sur R2 ? Justifier.

7. On pose pour (x, y) ∈ R2, N(x, y) =
√

x4 + y2. N est-elle une norme sur R2 ? Justifier.

8. On pose pour (x, y) ∈ R2, N(x, y) = (
√

|x|+
√
|y|)2. N est-elle une norme ? Justifier.

9. Calculer pour θ ∈ R \ 2πZ, et N ∈ N,
N∑

n=0
sin(nθ)
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1.
1

1 + x2
=

n∑
k=0

(−1)kx2k + o(x2n+1).

2. Pour q ̸= 1 et n ⩾ 1,

n+1∑
k=1

qk = q
1− qn+1

1− q
.

3.

∫ π
2

0
ex sin(2x)dx = Im

(∫ π/2

0
e (1+2i)xdx

)
= Im

(
1

1 + 2i

(
−eπ/2 − 1

))
= 2

eπ/2 + 1

5
.

4. 1− cos(1/x2) ∼
x→+∞

1

2x4
et lnx

(
1− cos(1/x2)

)
∼x→+∞

lnx

2x4
−−−−→
x→+∞

0.

5. un ∼ 1

n2
.
∑ 1

n2
converge donc par théorème de comparaison pour les séries à termes positifs, la série de t g

un converge.

|vn| ⩽
1

3n
. La série de terme général

1

3n
est une série géométrique convergente. Par TCPSTP, la série

∑
|vn|

converge. La série
∑

vn est alors absolument convergente donc convergente.

wn ∼ enn3

−−−−−→
n→+∞

+∞. La série
∑

wn diverge grossièrement.

6. On constate que N(1,−1) = 0 mais (1,−1) n’est pas le vecteur nul. N n’est donc pas une norme sur R2.

7. On constate que N(0, 1) = 1 mais N(0, 2) = 4. Ainsi N(2 · (0, 1)) ̸= 2N(0, 1), ce qui contredit l’homogéné̂ıte.
N n’est donc pas une norme sur R2.

8. N(1, 0) = N(0, 1) = 1 mais N(1, 1) = 4. Ainsi N(1, 1) > N((1, 0) + (0, 1)). N n’est donc pas une norme sur
R2.

9.

SN = Re

(
N∑

n=0
e inθ

)

Or, TN =
N∑

n=0
e inθ =

e i(N+1)θ − 1

e iθ − 1
car e iθ ̸= 1.

Alors, TN =
e i

N+1
2

θ

e i
θ
2

2i sin

(
(N + 1)

2
θ

)
2i sin

θ

2

= e i
N
2
θ

sin

(
N + 1

2
θ

)
sin

θ

2

. D’où SN = cos

(
N

2
θ

) sin

(
N + 1

2
θ

)
sin

θ

2

.
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1.
1

1− x2
=

n∑
k=0

x2k + o(x2n+1).

2. Pour q ̸= 1 et n ⩾ 1,
n+1∑
k=2

qk = q2
1− qn

1− q
.

3.

∫ π
2

0
ex sin(2x)dx = ℜ

(∫ π/2

0
e (1+2i)xdx

)
= ℜ

(
1

1 + 2i

(
−eπ/2 − 1

))
= −eπ/2 + 1

5
.

4. 1− cos(1/x) ∼
x→+∞

1

2x2
et lnx (1− cos(1/x)) ∼x→+∞

lnx

2x2
−−−−→
x→+∞

0.

5. un ∼ 1

n3
.
∑ 1

n3
converge donc par théorème de comparaison pour les séries à termes positifs, la série de t g

un converge.

|vn| ⩽
1

3n
. La série de terme général

1

3n
est une série géométrique convergente. Par TCPSTP, la série

∑
|vn|

converge. La série
∑

vn est alors absolument convergente donc convergente.

wn ∼ e 2nn5

−−−−−→
n→+∞

+∞. La série
∑

wn diverge grossièrement.

6. On constate que N(1,−1) = 0 mais (1,−1) n’est pas le vecteur nul. N n’est donc pas une norme sur R2.

7. On constate que N(1, 0) = 1 mais N(2, 0) = 4. Ainsi N(2 · (1, 0)) ̸= 2N(1, 0), ce qui contredit l’homogéné̂ıte.
N n’est donc pas une norme sur R2.

8. N(1, 0) = N(0, 1) = 1 mais N(1, 1) = 4. Ainsi N(1, 1) > N((1, 0) + (0, 1)). N n’est donc pas une norme sur
R2.

9.

SN = Im

(
N∑

n=0
e inθ

)

Or, TN =
N∑

n=0
e inθ =

e i(N+1)θ − 1

e iθ − 1
car e iθ ̸= 1.

Alors, TN =
e i

N+1
2

θ

e i
θ
2

2i sin

(
(N + 1)

2
θ

)
2i sin

θ

2

= e i
N
2
θ

sin

(
N + 1

2
θ

)
sin

θ

2

. D’où SN = sin

(
N

2
θ

) sin

(
N + 1

2
θ

)
sin

θ

2

.
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