MP Devoir surveillé n°3 — Physigue - Chimie le 21/11/25

Durée 4h

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le
signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.
RAPPEL DES CONSIGNES

e Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effag¢able pour la rédaction de votre composition ;
d’autres couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise
en évidence des résultats.

e Ne pas utiliser de correcteur.

e Numéroter les copies : “i/nombre total”.

e Respecter les notations de I'énoncé et préciser, dans chaque cas, la numérotation de la question
posée.

e Ecrire le mot FIN a la fin de votre composition.
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Ex 1: Le protoxyde d’azote

Le protoxyde d’azote de formule brute N2O est aussi connu sous le nom de gaz hilarant. C'est un
gaz aux nombreux usages : il est utilisé dans les cartouches pour siphon 4 chantilly, dans certains
aérosols, dans les kits NOS qui augmentent la puissance des moteurs a combustion interne, ou
encore en chirurgie comme agent antalgique et anesthésique. Mais détourné de ces usages courants,
il est parfois inhalé comme produit euphorisant, ¢ce qui lui vaut une surveillance accrue par
'observatoire francais des drogues et des toxicomanies. Cette pratique dangereuse et addictive,
touchant souvent un public jeune et insouciant, est 4 proscrire absolument. Cette partie traite de
quelques aspects de la chimie de cette molécule.

IV.1 - La molécule N20O

Q34. a) Donner la structure de Lewis des trois formes mésoméres de la molécule N2O (I'atome
central est un atome d'azote). Indiquer celle qui met en défaut la régle de l'octet.
b) Justifier par un argument simple si les deux autres formes sont équiprobables. Expliquer si
on peut conclure a l'existence d'un moment dipolaire pour la molécule N2O.

IV.2 - Obtention de N2:0O

Données thermodynamiques 4 298 K
Constante molaire des gaz parfaits : R=8,31J-K™' - mol™

NHiNOs 5 | H20 g N20 Nz () Oz
Enthalpie standard de formation
Ad® (K -mol™) —365,6 - 285,1 82,05 X X
Entropie standard
S° (J.K~'-mol) 151,1 69,91 219,9 191,3 204,8
NH4NO; H.0
Enthalpie standard de fusion
AnsH® (kJ-mol™) >.86 X
Température de fusion Trs (K) 443 X
Enthalpie standard de vaporisation
.ﬂvap[la (k.] ‘le-l) X 40:8
Température de vaporisation Ty (K) X 373

Q35. Le protoxyde d'azote est préparé par décomposition du nitrate d'ammonium fondu a 520 K
selon la réaction bilan suivante :
NH4NO; (y =2 H20 (g + N20 (g (1)

On suppose les grandeurs Ad1° et S° indépendantes de la température dans tout domaine délimité
par deux changements d'états successifs.

a) Calculer l'enthalpie standard de la réaction (1) (on fera attention aux phases des
constituants réactionnels). Cette réaction est-elle thermodynamiquement favorisée a basse
ou 4 haute température ? Justifier votre réponse.

b) Calculer les entropies standards de NHsNO; ) et de H20 ().

¢) En déduire l'entropie standard de la réaction (1). Justifier son signe.

d) Exprimer I'enthalpie libre standard de réaction A.G®°((7).

e) Calculer la constante d'équilibre de la réaction (1) 4 520 K. Commenter.
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Q36. Dans cette question, on considére un domaine de température tel que la réaction (1) est un
équilibre chimique.
Quelle est alors l'influence sur cet équilibre :
a) de I'ajout de vapeur d'eau a température et volume constants ?
b) de I'ajout d'un gaz inerte a température et pression constantes 7
On justifiera les réponses a 'aide de la notion de quotient réactionnel.

IV.3 - Aspect cinétique de la décomposition de N20

Soit la réaction de décomposition de N2O suivante, supposée totale dans le domaine de température
T considéré :
N0 ) =N2 g+ (112) Oz 2)

A I’instant initial ¢ = 0, on introduit dans un réacteur thermostaté a la température 7, de volume
constant V, préalablement vidé, une quantité n; de protoxyde d'azote i la pression initiale Py. Soit
n(f) la quantité de matiére en protoxyde d'azote a une date ultérieure ¢ quelconque. On suit
'évolution de la réaction en mesurant la pression totale P(f) en fonction du temps. Les résultats
obtenus a 873 K sont reportés dans le tableau ci-dessous.

t (5) 0 23 45 90
P(O/Py 1,000 1,120 1,196 1314

Tableau - Valeurs du rapport P/Py en fonction du temps

Q37. Etablir I'expression de P(r}—%f’l en fonction de n(A, R, Tet'V.

Q38. En déduire l'expression de la vitesse volumique de la réaction v= —%% en fonction de R, T

aP
et —.
dt

La réaction est d'ordre 1 par rapport & N2O avec k la constante de vitesse a 1a température T.

Q39. Etablir I'4quation différentielle vérifiée par P(f). On la mettra sous la formz :
4P kp=3kR.
dt 2

Q40. Donner l'expression de P(f) et 'allure du graphe correspondant.

Q41. La figure 7 est la représentation graphique de ]r{B—Zg] en fonction du temps, tracée 4
1
l'aide des données du tableau ci-dessus.
En tirer la valeur de £.
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Q42. On rappelle que le temps de demi-réaction est défini comme la durée au bout de laquelle
l'avancement est égal a la moitié de I'avancement final (¢'est-a-dire quand t— <0 ) et qu’il vaut

2 - H 3 N .
tyy = HT pour une réaction d’ordre 1. Caleuler ty2 pour la réaction (2).

Q43. Rappeler la loi d'Arrhenius. L'énergie d'activation de la réaction est E, =280 KJ-mol ™.
Calculer le temps de demi-réaction a la température 7> =1 200 K.

Q44. Dans un moteur automobile & combustion interne, la durée de I'étape de compression est
typiquement de l'ordre de quelques dizaines de millisecondes et la température atteinte en fin
de compression est de 1'ordre de 1 200 K. Conclure quant & l'utilisation du protoxyde d'azote
dans les kits "nitro" pour moteur automobile.
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Ex 2 : Boussole, champ géomagnétique et dipdle central

Les notations, valeurs des constantes fondamentales et les autres données numériques nécessaires a la
résolution de cet exercice ainsi qu’un formulaire sont regroupés a la fin de I’énoncé.

Les applications numériques comporteront au plus 2 chiffres significatifs.

Les poles géographiques sont assez proches des poles magnétiques; dans tout ce qui suit,
on pourra confondre les deux axes reliant les poles opposés de chaque type. La recherche
des poles magnétiques s’est d’abord appuyée sur la mesure du champ magnétique terrestre
(ou champ géomagnétique), et en particulier de sa direction. L’intensité croissante du champ
géomagnétique a I’approche des poles contribue enfin a expliquer un phénomeéne optique spec-
taculaire : les aurores polaires.

Cet exercice est consacré a la description dipolaire du champ géomagnétique (le dipdle disposé au
centre de la Terre et modélisant des courants électriques dans le noyau de la planéte).

Une boussole est formée d’'un
aimant permanent, solide en
forme d’aiguille équivalente a
un petit dipdle magnétique N<
m de norme constante m, la
direction du vecteur m étant
supposée indiquer le nord.
Cette aiguille aimantée peut
librement tourner autour d’un
axe vertical (A) dirigé par le
vecteur €, local et formant un pivot a faible frottement (cf. fig. 1).

~—
.
m

F1GURE 1 - Boussole de navigation

(4 1 — Pourquoi la boussole a 'équilibre indique-t-elle le nord ? Cet équilibre est-il stable ?

On note I le moment d’inertie de l'aiguille aimantée relativement & son axe de rotation (A);
légerement écartée de sa position d’équilibre (cf. fig. 1), aiguille aimantée oscille avec une
pseudo-période Tye.

(A 2 — Montrer que la connaissance de m, 7osc €t I permet de déterminer une des composantes
du champ géomagnétique. Laquelle ?

On étudie un modele de champ géomagnétique créé par un dipole magnétique M = Myé, disposé
au centre O de la Terre (assimilée & une sphere de rayon Rr), 'axe (Oz) étant 'axe polaire
géographique dirigé du pole sud de cet axe vers son péle nord (cf. fig. 7). On rappelle d'une part
qu'un point de la surface est caractérisé par ses coordonnées géographiques ¢ (longitude) et
A = 5 —0 (latitude) et d’autre part qu’a I'équateur le champ magnétique terrestre est horizontal,
dirigé vers le pole nord géographique et y a pour intensité Bg.

A 3 — Exprimer, en un point de la surface de la Terre et en coordonnées sphériques, le champ
géomagnétique en fonction de g (perméabilité du vide), My et Ry.

A 4 — Préciser le signe de M, puis estimer sa valeur numérique. Quelles sont la direction et
Iintensité du champ géomagnétique aux poles magnétiques nord et sud?

En un point P de la sgrface terrestre, on appelle nord magnétique local la direction €y du
champ géomagnétique B, projeté dans le plan horizontal, et déclinaison magnétique I'angle D
formé par B avec le nord magnétique local; la déclinaison magnétique est positive si B est
dirigé vers le haut (vers le ciel) et négative s’il est dirigé vers le bas (vers le sol).
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A 5 — Dans 'hémisphere nord, quel est le signe de D7 Calculer tan(D) en fonction de la
latitude A puis tracer ’allure de la courbe donnant D en fonction de A pour toutes les valeurs de
A du pdle sud au pdle nord. Pourquoi lisait-on parfois que les boussoles « s’affolent a proximité
des poles » 7 Peut-on déterminer, au moyen d’une boussole, si on se trouve dans I’hémisphere
nord ou dans I’hémisphere sud ?

Données numériques et constantes fondamentales

Champ magnétique terrestre & I’équateur Bg = 3,0 x 107°T

Charge élémentaire e=1,6x10"*C
Durée du jour solaire moyen To=24h = 8,6 x 10*s
Intensité du champ de pesanteur go = 9,8m x 572
Perméabilité magnétique du vide po =47 x107"H -m™?
Rayon terrestre Ry = 6,4 x 10°km
Logarithme népérien du nombre 20 In(20) ~ 3,0

Coordonnées sphériques et géographiques
On notera (Ozyz) les axes cartésiens associés a la base orthonormée et directe (€, €, €;). Les
coordonnées sphériques d’un point P sont notées (r, 8, ) avec la base locale associée (&, €y, €,),
cf. fig. 7 & gauche. On note aussi ¢ (longitude) et A la latitude d'un point P de la surface
terrestre ; le point A est situé sur 'équateur dans le méridien origine (¢ = 0) ; celui-ci passe par
Pobservatoire de Greenwich G, cf. fig. 7 & droite.

Pole Nord
géographique

) Equateur

z . géographique
FI1GURE 7 — Coordonnées sphériques et géographiques

Données et formules relatives aux dipoles magnétiques

Le champ magnétique créé par un dipdle de moment, dipolaire M placé a Torigine O des
coordonnées est donné au point P par :

3R(M-E) —R2M

Ho o5 = -
P ou R = (ﬁ’ et R=|R
B(py =22 — I
Les interactions d’un dipdle magnétique rigide de moment d1p01a1re m _soumis a un champ
magnétique extérieur B sont décrites par 'énergie potentielle £, = —ni - B et par le couple des

actions électromagnétiques T'=mAB.

DS3_CCS 6/16 MP La Fayette



Ex 3 : A propos des araighées

Formulaire

Détail de la représentation graphique de la fonction logarithme népérien

In(z

a2 /
//
—052 /
—1),40} //
/
/
1,00 '
/ z
036 038 040 042

FIGURE 9 — Graphe de la fonction lnx pour x € [0,36;0,42].

Opérateur gradient en coordonnées cylindriques :

— _of. 19f.  Of.
gTrHi(f) = a—rf:‘..i.- + ;ﬁf’g + af‘lz
Rayon terrestre R, = 6400 km

-----

=259 x 10712 ~ —

T x 107°F . m™!

Accélération de pesanteur terrestre

g=10m 572

Masse volumique de I'eau

po= 1,0 x 10° kg - m™*
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Les araignées ou Aranéides sont des prédateurs invertébrés arthropodes. A ce jour, plus de
47000 espéces subdivisées en 117 familles sont repertoriées et 1700 d’entre elles vivent en
France. Les araignées produisent des fils de soie constitués d'un entrelacement de nombreuses
fibrilles élémentaires. Le diamétre de ces fils varient typiquement de 1 jusqu’a 70 pm. A diamétre
équivalent, ces fils sont plus résistants que 'acier et possédent de nombreuses autres propriétés
qui les rendent intéressants pour l'industrie, pour la confection par exemple de nouveaux tex-
tiles, de gilets pare-balles ou encore de cordes d’instruments de musique. Dans la nature, 1'usage
que les araignées en font est multiple et dépend des espéces considérées : fil de sécurité pendant
un saut pour fuir ou pour se déplacer (fil d’Ariane), tissage de toile pour piéger des proies,
moyen de s'élever dans les airs et de voyager an gré des courants aériens pour les araignées
montgolfiéres (fil de la Vierge), confection de catapultes pour la chasse, création de démes pour
le stockage d’air sous I'eau douce pour les espéces subaquatiques . ..

Nous proposons d’aborder quelques problémes de physique relatifs aux araignées et plus par-
ticuliérement aux trois especes représentées dans la figure ci-dessous (Fig. 1). Les applications
numeériques seront données avec un chiffre significatif. Les vecteurs sont indiqués par des flaches

(¥) sauf s'ils sont unitaires et sont alors surmontés d'un chapeau (||e;|| = 1). Les nombres
complexes sont soulignés i Pexception de j tel que j°2 = —1. Un formulaire est fourni en fin
d’énonceé,

Les 3 parties de ce probléme sont indépendantes.

1 mmy,

Xysticus J
=

1 ﬁm' Hyptiote
5§ 1  cavatus

FIGURE 1 — Xysticus sp. est une araignée-crabe volante. Hyptiote cavatus est une araignée
catapulte, tisseuse de toiles triangulaires. Les araignées Nephila pilipes fabriquent des fils dont
les propriétés mécaniques rivalisent avec les meilleures fibres artificielles : ils peuvent étre as-
semblés pour former des cordes de violon produisant un son au timbre exceptionnel. Source des
images : Wikipédia.

I Des araignées volantes

Certaines araignées volantes dont la taille est comprise entre 2 et 7mm parviennent, en tirant
profit des forces électrostatiques, a décoller et & s’envoler. Elles arrivent ainsi & parcourir, au
gré des vents, des distances considérables (plusieurs centaines de kilométres) comme I'a observé
pour la premiére fois, Charles Darwin, lors de son grand voyage 4 bord du Beagle de 1831 4 18306.
Dans cette partie du probléme, nous nous intéressons # la physique permettant d’expliquer un
tel phénomeéne.

J — 1. En utilisant une schématisation sphérique rudimentaire pour modéliser ces araignées,
estimer un ordre de grandeur m, pour leur masse.
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Par temps clair, le champ électrique, en tout point de la surface de la Terre est radial uniforme,
dirigé vers le centre de la Terre et sa valeur moyenne vaut £, = 120V - m~'. En premiére
approximation on assimile localement I'atimosphére terrestre 4 un condensateur plan dont les
deux armatures sont le sol terrestre et la couche de 'ionosphére située a I'altitude z; = 60 km
de celui-ci.

O — 2. Evaluer la valeur de la densité surfacique moyenne de charge au niveau du sol, notée o.
Des mesures ont permis de montrer qu’il existe une différence de 360kV entre l'ionosphére
et le sol. Que pouvez vous coneclure quant a la validité du modéle électrique atmosphérique
proposé 7

Les araignées volantes positionnent leurs corps de maniére a prendre le vent, en éectant vers
le ciel des fils de soie, qui grace aux courants d’air et au champ électrique leur permettent de
s'élever. Darwin nota que ces araignées décollent en présence au niveau du sol de légers courants
d’air ascendants ayant des vitesses I/ de I'ordre de 0,1 m-s~! et que le nombre de fils fabriqués
par celles-ci peut atteindre quelques dizaines.

On peut montrer que les forces hydrodynamiques sont insuffisantes pour permettre a elles seules
de faire s'élever les araignées.

Darwin remarqua que les différents fils tissés par une méme araignée s’'écartent en éventail du
fait d'une répulsion électrostatique. Pour corroborer cette hypothése, on modélise chaque fil de
soic comme un fil rigide isolant, de longueur L que 'on supposera inextensible dans un premier
temps, possédant en son extrémité libre, une charge g. Ces charges placées dans le champ
électrique terrestre interagissent entre elles. On suppose qu'il y a 2n fils et que les charpges
correspondantes se répartissent régulierement sur le cercle formant la base d'un céne d'angle cv
en son sommet S (lequel correspond a 'extrémité commune des soies) avec la verticale (Fig. 2).

_A_? -4

Vue de dessus

FIGURE 2 — Représentation schématique d'une araignée préte a décoller.
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Q-3

Montrer que le potentiel électrique créé sur une charge par les 2n — 1 autres charges
g'exprime comme :

n—1 n—1
q 1 1 2
V=—"——G(n) avec G(n) — 1= =N
prepLosin e (r) avec Gin) ; cos (Z£) T o (Z%) g sin (2)

On précisera la valeur de Ientier p. On pourra éventuellement considérer les points dia-
métralement opposés Ag et Apy, avec 1 € £ < n.

En déduire I'énergie d'interaction électrostatique du systéme total constitué des 2n charges
en 'absence de champ électrique extérieur.

Sl n'est soumis qu'a ce potentiel, quelle est alors la forme de I'éventail a 1'équilibre ?

On étudie le mouvement de cet éventail autour de sa position d’équilibre en supposant qu’éa
I'instant ¢ tous les fils forment le méme angle a(t) avec la verticale. On simplifie le systéme
en considérant, d'une part, que la masse m de chaque fil est ponctuelle, située en leur milicu
et, d’autre part, on néglige I'énergie potentielle de pesanteur et celle de déformation élastique
devant 'électrostatique. On suppose finalement que S est fixe.

I

Déterminer I'équation différentielle régissant ce mouvement. Discuter la stabilité de 1'équi-
libre et établir 'expression de la période T, du mouvement an voisinage de la position
d’équilibre en fonction de €y, m, L, ¢ et G(n).

. Déterminer 'expression de I'énergie électrostatique du systéme lorsque celui-ci est main-

tenant immergé dans le champ électrique terrestre By existant au niveau du sol ainsi que
I’équation permettant de déterminer la valeur de 'angle « a 1'équilibre. Expliquer quali-
tativement comment varie 'ouverture d’équilibre de ’éventail en fonction respectivement
de g, n, L et Ey. On observe un angle a = 30° pour un éventail constitué de 2n = 6 soies
longues de 1 métre. Que vaut alors la charge g7 On donne G(3) =~ 38/(3v/3).

. Calculer le module de la force électrique s’exercant sur 'araignée au niveau du sol pour

une charge dont le module est de 'ordre du nanocoulomb. Par temps clair et uniquement
par la force électrique, combien de fils sont-ils nécessaires pour soulever les plus petites
araignées 7 Commenter ce résultat.

DS3_CCS
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II Propriétés mécaniques des fils d’araignée

L’élongation relative d'un fil de sole de longueur initiale £ de section S soumis A une force de

traction d’intensité F' est donnée, dans le régime des faibles élongations, par la loi de Hooke :
of 1F

& ES
O — 9. Quelle est la dimension de F7?

Montrer que, dans ce régime, le comportement mécanique du fil peut étre assimilé a celui
d'un ressort de constante de raideur & que 'on exprimera en fonction des données du
probléme.

ot £ est le module de Young du matériau constituant le fil.

Pour mesurer le module de Young d’un fil d’araignée,
on procéde a une expérience simple. Le fil de longueur
£y est attaché en deux points fixes A et B distants
de £, et situés sur une méme horizontale. Une masse
m est suspendue au point ¢ milieu du fil. Sous 'effet
du poids de cette masse, le fil adopte a I'équilibre une
forme en V, dans laquelle les deux segments formant
le fil ont la méme longueur £.

On mesure alors la hauteur i dont le milieu du fil s'est déplacé par rapport & I'horizontale.
Cette configuration d’équilibre est représentée sur la figure 4.

F1GURE 4 — Extension d'un fil.

O — 10. Etablir, lorsque la masse m est suffisament faible, la loi de puissance qui relie & 4 m et
aux autres variables du probléme,

La figure 5 ci-contre reproduit les résultats de cette
expérience réalisée avec un fil de longueur £y = 5em de 0.8
rayon @ = 5 pum et différentes masses m suspendues.

4 ! I In(h/lem)

Q — 11. Vérifier que la loi obtenue a la question 10 est

. . . . 4
compatible avec 'expérience. 0,
Déterminer la constante de raideur % du ressort
équivalent au fil ; en déduire une estimation de la 0 PR

— régression linéaire

valeur numérique du module de Young du fil. On
pourra utiliser la figure 9 du formulaire.

In(m/1mg)
L’araignée Hypliote cavalus, qui posséde une masse ‘U=’10 1 o 3
d’environ 7mg, utilise ses muscles pour enrouler 'un
des fils afin de tendre la toile, comme on utilise son FIGURE 5 — Mesures de h{m).
bras pour tendre la corde d'un arc.

Elle garde alors cette position jusqu’d ce qu’une proie entre en contact avec la toile. Quand
elle relache la tension, la toile subit alors une trés forte accélération puis s’emméle autour de
I'insecte proie, ce qui marque le début du processus de capture.

La vitesse de 'araignée qui reste accrochée 4 la toile atteint alors une valeur maximale d'environ

Umax = 31 - 571 en ayant subi une accélération maximale prodigicuse @, = 300m -s72.
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il de pitgeage )
piegeag Fils de capture

sous tension

|6o-AL 44+ AC

Toile d’araignée
triangulaire

(a) (b)

FIGURE 6 — (a) Organisation spatiale schématique de la toile triangulaire servant de piége —
(b) Modéle mécanique équivalent au repos et sous tension

Q-—-12.

En modélisant la toile par un simple fil de soie dont on négligera la masse devant celle de
I'araignée, estimer, en fonction de v, et dpay, Pallongement maximum Af du fil avant
que l'araignée ne relache la tension (Fig. 6), ainsi que sa raideur & en fonction de m, tyay
Et ﬂl’l'lh‘-'l}l:'

Evaluer, en fonction de m, ¥max €t Gmax, la puissance mécanique instantanée maximale
Proax développée pendant le processus de capture.

Sachant que la puissance massique musculaire maximale que peuvent fournir les arthro-
podes est d’environ 2 = 326 W - kg~ par kilo de muscle, estimer la masse de muscle
nécessaire qu’il faudrait & notre araignée pour réaliser ce processus de capture sans aide
extéricure. Conclure.
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Ex 4 : Fonctions spéciales
Bon nombre de problémes rencontrés en physique peuvent &tre résolus a 'aide de « fonctions
spéciales » . Ces fonctions définies mathématiquement sont implémentées dans de nombreuses
bibliothéques informatiques (comme scipy) et peuvent étre utilisées aussi simplement qu'une
fonction sinus ou racine carrée qui sont elles aussi d’une certaine maniére des fonctions spéciales
et tout aussi analytiques ...
On rencontre bien souvent des résolutions numériques de problémes physiques alors que 1'utili-
sation de ces fonetions spéciales permet une résolution compléte et analytique. Ce probléme se
propose d’illustrer 'intérét de ces « fonctions spéciales » .

I La fonction de W de LAMBERT

I.LA Tir d’un projectile sans frottements

Un projectile assimilé & un point matériel de masse m est lancé a partir Au, gl
du sol en O avec une vitesse initiale #y € (O,,,1,) et faisant un angle
8y avec I'horizontale dans le référentiel terrestre supposé galiléen. —

1 — 1. Rappeler la définition d'un référentiel galiléen. Dans quelle me-

sure le référentiel terrestre peut-il étre supposé galiléen ? | o Sl
= o)
|

Ou, @
@, U

FIGURE 1 — Tir d’un
projectile

O — 2. Etablir les équations horaires du mouvement.
Montrer que le mouvement est plan.

O — 3. Etablir 'équation de la trajectoire. Quelle est la forme de la
trajectoire ? Est-elle symétrique ?

1 — 4. Déterminer les coordonnées du sommet S de la trajectoire. Définir la portée £ du tir et
établir son expression. Quel est I'angle 6 assurant un tir de portée maximale?

I.B Tir d’un projectile avec frottements

On considére maintenant que le projectile est soumis & une force de frottements proportionnelle
a la vitesse : f = —at avec a > 0.
O — 5. Quelle est la dimension du coeflicient « 7 Définir & partir de o un temps caractéristique
7. Le mouvement reste-t-il plan ?

0 — 6. Etablir, en fonction g, 7, v9 = ||T]|, 6o et ¢, les nouvelles équations horaires du mouvement.

1 — 7. Dans la situation ol ¢ < 7, simplifier les équations horaires de la trajectoire et donner
I'allure du mouvement.

(d — 8. Dans la situation oul ¢ > 7, simplifier les équations horaires du mouvement en faisant
apparaitre une vitesse limite vs.

Ot retombe le projectile 7

1 — 9. Déduire des résultats précédents, I'allure globale de la trajectoire dans une situation ou
le temps de vol est grand devant 7, en séparant la trajectoire en trois phases.

(d — 10. Tracer I'allure de la trajectoire pour un temps de vol de 'ordre de 7.
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I.C La portée maximale d’un tir avec frottement

J — 11. Dresser le tableau de variation de la fonction T : x — T'(x) = xeX et déterminer la valeur
B de son minimum global.
La fonction W de LAMBERT est définie comme étant la fonction réciproque de T sur
|3, + oo[. Reproduire le graphe de T représenté sur la partie gauche de la figure 2 et
expliquer comment en déduire I'allure de W représenté sur la partie droite.

8 2
O //
/ 1
T(x) 4 / Wix) "‘_,/‘
, / A
/ 0 /
4
0 /
T L [
fi
: |
) -2 -1 0 1 2 1 g 0 1 2
X X

FIGURE 2 — Représentations graphiques de T'(x) (& gauche) et W(x) (& droite)

d — 12. On peut montrer que : (x + exp [W(x)]) W (x) = 1. Quelle est la valeur de W(0)?
On souhaite appliquer le schéma d’EULER explicite avec un pas h = 0.0001 pour résoudre
cette équation différentielle. Donner le code python permettant d’obtenir une représenta-
tion graphique de W(x) sur I'intervalle [0; 2,5[.

La fonction W(y) est implémentée dans scipy. On peut 'appeler avec : from scipy.special
import lambertw.
On montre que si ad # 0, la solution de 'équation at 4+ b+ ce® = 0 pour I'inconnue ¢ est donnée

par I'expression
= h (S ()
a d a a

[ — 13. En déduire a quel instant t* > 0 le projectile touche le sol. On posera u = — (1 + ”"Z‘—fao)

J — 14. On rappelle que par définition W exp(W) = Id ou Id est la fonction identité : x — x.
En déduire que la portée est donnée par £ = Ty cos by (1 — W(ue*)/u).

En posant v = vg/vs, on montre que ’angle initial donnant la portée maximale est :

( 2_1
. € .
arcsin 1 sioy#1
2-1-W
Hmax = 9 " ( e )
: 1 o :
arcsin T ~ 35,6 sio y=1
{ —

O — 15. A Paide de la figure 2, déterminer la valeur numérique de l'angle assurant la portée
maximale pour vg = 10m-s7!,g=98m- s 2 et 7 =0,4s.
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II L’intégrale elliptique de premiére espéce

Dans toute cette partie on néglige les frottements de 'air.

On étudie un pendule simple constitué d’'une masse ponctuelle m
et d'une tige rigide de longueur £ et de masse négligeable, astreint
a évoluer dans un plan vertical (O,u,,1,).

On repére sa position par I'angle 8(t). A t = 0 on lache le pendule
sans vitesse initiale avec 8(t = 0) = 6y €]0,7/2].

[ — 16. Etablir 'équation différentielle du mouvement vérifiée par la
fonction 6(t). FIGURE 3 - Pendule
simple

d — 17. On fait 'approximation des petits angles tels que sin8 ~ 6.
Etablir dans ces conditions la période T, des oscillations.
de
[ — 18. Déterminer I'expression générale de F sans faire 'approximation des petits angles.
En déduire que la période T' des oscillations du pendule est donnée par :
2T, [ de

T .
™ Jo  /2(cos@ — costh)

En effectuant le changement de variable sing = sin ¢ sin %0, on montre que :

2Ty ( = 90) / d¢
T=—K|sin®— avec K = —_—
T 2 &) 0 /11— xsin®¢

On souhaite calculer l'intégrale K(x) par la méthode des rectangles médians pour un angle
9() =T / 3.

0 — 19. Aprés avoir tracé le graphe de la fonction x — 1+ ,/x pour x € [0;9], illustrer le principe
de la méthode des rectangles médians pour calculer le réel 1 = fog(\/i +1)dx en utilisant
9 rectangles.
Si on double le nombre de rectangles utilisés qu’en est-il de la différence entre la valeur
exacte de I et la valeur approchée numériquement par la méthode des rectangles médians 7

J — 20. Recopier et compléter le code suivant permettant de calculer C(x) par la méthode des
rectangles médians.

import math as m
def f(x,phi):

BEEUBI: s o o o so s i it e
S = 0,
N = 100
a=0.
b = m.pi/2
9B 2 500000500000

theta_0 = m.pi/3.

x = m.sin(theta_0) **2

for i in range(N):
il = s ccooao0c000

print(pas * S)
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La fonction x — K(x) est nommée intégrale elliptique compléte de premiére espéce. La com-
mande from scipy.special import ellipk permet de I'appeler directement dans scipy.

(1 — 21. En utilisant la figure 4, pour un pendule tel que 7 = 15, 1,2
évaluer T lorsque 8y = 50°. Quel est le décalage temporel 1
induit par la prise en compte de l'approximation des T/Ty

[ | |
BB |
Nl L] | ||
petits angles si 'on envisage de mesurer une heure ? . ENEEEEEEEEEE _i_,/“
Au xXvII® siécle les puissances maritimes désiraient posséder , —{— —-}— - —}»— —}— - /4 —;v— -
des instruments précis pour la mesure du temps afin de facili- N | // BE
ter la navigation (notamment pour déterminer la longitude). Lol gl O[]

Les rois de FRANCE et I’ANGLETERRE avaient offert des prix
importants & qui serait capable de réaliser un chronométre
précis, fiable et utilisable en mer. FIGURE 4 - 6 — T'(60) /Ty
Christiaan HUYGENS (1629-1695) motivé par ce probléme étudia le pendule conique et le pen-
dule oscillant entre deux lames courbes. Il parvint & démontrer que des lames en forme de
cycloide assurent I'isochronisme rigoureux des oscillations.

0 20 40 60 80

d — 22. Dans quelle situation courante rencontre-t-on la cycloide ?

-- FIN DE L'ENONCE —
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