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1. Soit n € N tel que n > 2. On pose z =e'n .
Soit k € [1; n — 1]. Déterminer le module et un argument du complexe z¥ — 1.

2. Soit A = <5 3

1 3). Déterminer les éléments propres de A.

1 1
3. Déterminer la nature de la série de terme général : (—1)" (tan — —sin )

vnoooy/n

2 -1 -1
4. Lamatrice A=| 2 1 —2 | est-elle diagonalisable ? Justifier.
3 -1 =2

Vi+x2-—1
Vita2+1

5. Calculer la dérivée de la fonction suivante : f: x +— In
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1. Soit n € N tel que n > 2. On pose z = e'n.
Soit k € [1; n — 1]. Déterminer le module et un argument du complexe z¥ — 1.

2. Soi‘5A:<4 1

9 1>. Déterminer les éléments propres de A.

1 1
3. Déterminer la nature de la série de terme général : (—1)" (sin — —tan )

vn vn

0 0 4
4. Lamatrice A= | 1 0 —8 | est-elle diagonalisable ? Justifier.
01 5

V2+ax2-—1
V2t 2241

5. Calculer la dérivée de la fonction suivante : f: x +— In
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2km

1. Soit ke [1;n—1]. 2F -1 =¢e'"n —1:eik7ﬂ2isin<kﬁ). On a ‘zk—l‘ =2
n
donc sin (k‘z) >0 et ‘zk — 1| = 2sin <l<:z)

sin (kzﬂ Or, 0 < k—ﬁ <,
n n

n n
k
On en déduit qu’un argument est g + e
n
: 5 3 , . .
2. Soit A = 1 3) Déterminer les éléments propres de A.

On commence par calculer le polynéme caractéristique de A.

xA=(X=5)(X—-3)—3=X?-8X +12=(X —2)(X —6)
A a 2 valeurs propres distinctes. On en déduit que A est diagonalisable (méme si ce n’était pas demandé.
De plus, dim Ey(A) = dim Eg(A) = 1.

A—2I, = <z1)) ?1)> On a alors (A — 21) (_11) = (8) Alors, E2(A) = Vect (_11>

A—6I, = <_11 _33> On a alors (A — 315) (i’) = (8) Alors, Eg(A) = Vect <i’>

1 1
3. Déterminer la nature de la série de terme général : (—1)" (tan — —sin )

Vi n

Au voisinage de 0,

3 3
tan(z) = x + 3 + o(z%) et sinz = x — G + o(z%)
3
N . 3 1 .1 1
D’ou tan(z) — sinz = 5 + o(x”) et tan Tn sin i 0o 232"

Comme 3/2 > 1, la série de terme général u,,

1 1
_ (_1\n G ~ -
En posant u, = (—1) <tan S n—to0 2n3/2"

i)

est absolument convergente, donc convergente.

2 -1 -1
4. Lamatrice A=| 2 1 —2 | est-elle diagonalisable ? Justifier.
3 -1 =2
X -2 1 1 1 1 1
aX)=| -2 x-1 2 |99 (x_nlo x-1 2
-3 1 X +2 1 1 X+2
CQ — 02 — Cl
Cs« C3—C1 10 0

(X-1)[0 X—-1 2
1 0 X+1

On a en développant par rapport & la premiere ligne y4(X) = (X — 1)3(X +1).
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On détermine dim(Ker (A — I3)). On a déja dim(Ker (A — I3)) > 1 car 1 est valeur propre. De plus,

1 -1 -1
A-Is3=1[2 0 -2
3 -1 =3

Les deux premieres colonnes sont linéairement indépendantes. Donc rg (A—1I3) > 2 et dim(Ker (A—I3)) < 1.
On a donc dim(Ker (A — I3)) = 1 < 2. La matrice A n’est donc pas diagonalisable.

V1i+22 -1
VIita?+1
Pour tout z € R*, 1 + 22 > 1 donc v/1 4+ 22 > 1. La fonction f est dérivable sur R*. Pour tout = # 0,

5. Calculer la dérivée de la fonction suivante : f: 2 +— In

2x 2x
) = (VI+a22+ D= - (VI+a2 - o= o A

(V1+22-1)(V1+22+1) T Vit 22 a/lta?
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sin (klﬂ Or,0< kir < g,

1 Soit k€ [15n—1]. 28 —1 =™ — 1= 'S 2isin (k7). Ona |2k~ 1] =2
oitkel;n—1]. 2 e e’z 2isin ( ko~ nalz | o o

donc sin <k£> >0 et ‘zk — 1‘ = 2sin (l{:l)
2n

n
k
On en déduit qu’un argument est g + 2—7T
n
4 1
2. Soit A = < 9 1>. Déterminer les éléments propres de A.

On commence par calculer le polynoéme caractéristique de A.

xa=(X-4(X-1)+2=X>-5X+6=(X—2)(X -3)

A a 2 valeurs propres distinctes. On en déduit que A est diagonalisable (méme si ce n’était pas demandé.
De plus, dim E3(A) = dim E3(A) = 1.

A-—2I, = (_22 _11> On a alors (A — 215) (_12> = <8> Alors, E2(A) = Vect (_12>

A—3I, = (_12 _12> On a alors (A — 315) (_11> = <8) Alors, E3(A) = Vect (_11>

1 1
Déterminer la nature de la série de terme général : (—1)" (Sin — —tan )

vn Vn

Au voisinage de 0,

x> 3
tan(z) =z + 3 + o(x?) et sinx =z — 5 + o(z?)
Dot si . 7P (29) et 1 o 1 1
ou sinx — anx——2+o e sm\/ﬁ— an \/ﬁn—>+oo2n3/2
1 1
IV S 1 oo . [

En posant u,, = (—1) <sm NG tan \/ﬁ>’ [t | o loo 232 Comme 3/2 > 1, la série de terme général u,,
est absolument convergente, donc convergente.

0 0 4

3. Lamatrice A= 1 0 —8 | est-elle diagonalisable ? Justifier.
01 5

On a en développant par rapport a la premieére colonne
X 0 —4
xaX)=|-1 X 8 |=X '
0 -1 X-5

8

+O —4
-1 X-5

-1 X-5

Donc xA(X) = X(X%2 -5X +8) —4=X3-5X? 48X —4= (X —1)(X?—4X +4) = (X - 1)(X —2)%
On détermine dim(Ker (A — 213)). On a déja dlm(Ker (A— 2[3)) > 1 car 2 est valeur propre. De plus,

4
A—2I3= 1
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Les deux premieres colonnes sont linéairement indépendantes. Donc rg (A —213) > 2 et dim(Ker (4 —213)) <
1. On a donc dim(Ker (A — 2I3)) = 1 < 2. La matrice A n’est donc pas diagonalisable.

V2+a22 -1
V2+ 2241
Pour tout z € R, 2 + 22 > 1 donc v/2 + 22 > 1. La fonction f est dérivable sur R. Pour tout x € R,

4. Calculer la dérivée de la fonction suivante : f: z +— In

2z 2z
oy WTEIES RS,
(V2+22-1)(V2+22+1) (2 4+ 1)vV2+ 22




