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CCINP MP 2016 — Etude thermique d’un batiment

Avec les nouvelles normes environnementales et les diagnostics de performance énergétique des
bitiments, la cartographie thermique permet de localiser les zones de déperdition thermique les plus
importantes.

On peut ensuite cibler les travaux d’isolation a effectuer en toute connaissance de cause. L'isolation
peut s’effectuer par 'intérieur ou I’extérieur avec des matériaux adéquats.

On pourra alors vérifier, & réception des travaux, I'efficacité de ces derniers.
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FIGURE 1 - Thermographie infrarouge.
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FIGURE 2 - Isolation a) par I'intérieur ou b) par I'extérieur.
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Préambule

I.1. Modélisation de la piece

On étudie une piéce parallépipédique de longueur @ = 8 m, de largeur » =5 m, de hauteur 4= 2,5m
et possédant un radiateur électrique de puissance maximale P = 2 kW. Dans I’ensemble du probléme,
la piece sera supposée parfaitement isolée au niveau du sol et du plafond. La capacité thermique
volumique de Iair est C, = 1,25 - 10% SI. On suppose ici que la piéce est parfaitement calorifugée.

I.1.a. Quelle est I'unité de la capacité thermique volumique ?
Quelle est la valeur de la capacité thermique C de la pigce ?

I.1.b. A I'aide d’un bilan d’énergie thermique appliqué i la pigce, établir I'équation différenticlle
régissant I’évolution de la température T'(r) dans la piéce en fonction de C et de P.

I.1.c. Résoudre I"équation sachant que la température initiale de la pi¢ce est Ty = 10 °C.
Tracer T'(¢).
Déterminer la durée nécessaire pour atteindre la température finale Ty = 20 °C.

I.1.d. Proposer un modgéle électrique simple conduisant & une équation différentielle du méme
type.
Préciser quelles sont les grandeurs électriques associées aux grandeurs thermodynamiques que sont
T(t),CetP.
Dessiner le montage €lectrique analogue.

1.2, Influence des murs

La piéce est constituée d’une enceinte en béton d’épaisseur L = 15 cm et de masse volumique
p=2,2-10° kg.m™3. On note ¢ = 1,0 -10° J.kg7'.K~! sa capacité thermique massique et A sa
conductivité thermique (4 = 1,5 SI).

1.2.a. Exprimer 'aire §,, de 1a surface en contact avec la piéce en fonction de a, b et h, en négligeant
p
1’ épaisseur des murs. Faire 1'application numérique.

L.2.b. Exprimer le volume de béton V}, et la capacité thermique G, de 'enceinte en béton en
fonction de S, L, p et c.
Comparer numériquement Cy,,, & 1a capacité thermique de la piece C.
Par rapport a ces premiers résultats, quels commentaires pouvez-vous faire sur la durée de montée en
température de la piéce en prenant en considération I'influence de 1a capacité thermique du mur ?

Premiére partie : équation de la chaleur

On étudie la conduction thermique dans le mur modélisé par une barre de section S, de longueur L en
contact avec deux thermostats de températures Ty, et Ty (voir figure 3, page 4).

On note ;: J = Jj(x, )€, le vecteur densité de flux thermique.
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FIGURE 3 — Modélisation du mur.

I.3. Généralités

L.3.a. Rappeler la loi de Fourier. Interpréter son signe. Donner une signification physique de j(x,t)
et préciser son unité. Quelle est la dimension de la conductivité thermique ? En déduire son unité dans
le systéme internationnal.

I.3.b. A I'aide d’un bilan d’énergie thermique sur la tranche comprise entre les abscisses x et
X +dx du mur, établir I'équation de diffusion thermique c’est-i-dire 1’ équation différentielle régissant
I’évolution de la température T(x,t) & I'intérieur du mur en fonction de p, ¢, et A.

I.4. Etude du régime stationnaire
I.4.a. Rappeler la signification de “régime stationnaire”.

L.4.b. Les températures de surface seront prises égales i celles des thermostats. Résoudre I’ équation
de la diffusion thermique et déterminer alors T(x) la température & I’ intérieur du mur a I’abscisse x.
Tracer T(x).

L4.c. Définir et exprimer la température moyenne du mur notée T, y.
Indiquer la position particuliere x, o la température est égale a la température moyenne.
1.4.d. Exprimer la densité de flux j(x) qui traverse le mur. Que remarquez-vous ?

I.4.e. Calculer la puissance P que le radiateur doit fournir afin de maintenir la température intérieure
a4 20 °C pour une température extérieure de 10 °C. Commenter ce résultat par rapport au radiateur ins-
tallé.

L5. Résistance thermique

- - . . . AV
On définit en électricité la résistance d un conducteur ohmique en convention récepteur par R = —

ol AV est la différence de potentiels aux bormes de la résistance et I I'intensité du courant électrique
qui traverse le conducteur (figure 4).
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FIGURE 4 — Résistance.
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L.5.a. Rappeler ’expression de la loi d’ Ohm locale pour un conducteur de conductivité électrique y.
En faisant I'analogie entre 1a loi d’Ohm et la loi de Fourier, indiquer & quelles grandeurs thermo-
dynamiques sont analogues la conductivité électrique, la densité de courant électrique, le potentiel
électrique et 1’intensité du courant. Donner cette réponse sous la forme d’un tableau récapitulatif.

L.5.b. Par analogie, donner I'expression de la résistance thermique Ry, du mur étudié. Préciser
son unité et calculer sa valeur.

Deuxieme partie : modélisation électrique

Dans cette partie, on travaillera avec la température moyenne du mur. On modélise 1’ensemble du
systeme, composé de la piéce, du mur et du radiateur, par un réseau électrique. Le but est d’étudier le
comportement dynamique de ce systéme via sa fonction de transfert.

L.6. Circuit ¢lectrique

Dans 1’ approche électrique, la modélisation du systéme conduit au circuit électrique donné figure 5.

R Rs
. 1 1
i(1) y c,
u (t) uz(t)

FIGURE 5 — Modg¢le électrique.

I.6.a. Justifier cette modélisation électrique par rapport i notre étude thermique de la premiére
partie. Expliciter les valeurs de I,R|,R;,C),Cz,u(t) et uz(r), en fonction des grandeurs P, Ry,
C, Cur, 1a température de la piece T'(t), la température moyenne du mur 7T,,,,(t) et la température
extérieure T,y.

L.6.b. Que devient ce circuit électrique en régime permanent continu ? Exprimer alors la tension
uz(t — o). Quelle valeur attribueriez-vous a R| et 2 R; en fonction de R, ?

1.7. Etablissement de ’expression d’une impédance

Afin d’étudier le comportement du circuit en régime variable, on se place en régime sinusoidal forcé
x(t) de pulsation @ dont la grandeur complexe associée est notée x(¢t) et I’amplitude complexe est X
avec :

x(t) = Xo cos(@t + @) = Re(x(1)) ,

x(t) = X /@9 = x oH@) |

X=X, /)

Laréférence de phase sera prise sur la grandeur i(t) délivrée par le générateur de courant :

i(t) = Iy cos(wt) .
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L7.a. Exprimer I'impédance Z; relative a I’association de la résistance R; avec le condensateur de
capacité Cs.

L7.b. Exprimer I'impédance Z, relative a I’association de la résistance R avec I'impédance Z;.
L.7.c. Exprimer le lien i(t), u; (t), Z;, C) et .

1.7.d. En déduire que la relation reliant U (j®) a Iy est donnée par :

- RyR>
1 +‘jR|+R3CZm

1+ j((R1 + R2)C) + R2Ca) 0 — R R\ Cr00?

Ui(jw) = (R\+R)Iy . (1)

L.8. Exploitation

I.8.a. Vérifier la cohérence entre la fonction donnée par (1) et les comportements du circuit pour
les hautes et basses fréquences.

Exprimer en fonction des données, Usg, la valeur de U, (j@) pour @ = 0.

L.8.b. Vérifier les comportements limites lorsque C> tend vers zéro puis vers 1'infini.

Ui(jw)
Ui

I.8.c. On appelle fonction de transfert H( jow) = . Quelle est la nature du filtre ?

1.8.d. Exprimer la fonction de transfert H( jw) dans le cas ol Rj = R, = +Ret G = aC) = C.
1.9, Diagramme de Bode

1.9.a. Etablir les expressions des asymptotes de H(jw) en basse fréquence et haute fréquence.
Tracer le diagramme de Bode asymptotique en précisant bien le point d’intersection.

L.9.b. En pratique, pour ¢ = 200, on obtient le diagramme de Bode de la figure 10 du document
réponse. Mettre clairement en évidence, sur le diagramme de 1a figure 10 du document réponse, des
zones rectilignes. Interpréter ces zones et placer trois pulsations particulidres @y < a; < 5.

L.9.c. Sous quelle forme pourrait-on mettre H( j@) en fonction de @, @y, @ ef @ ?
1.9.d. Définir la pulsation de coupure du filtre et donner sa valeur. Estimer la durée 7 du régime
transitoire.

Troisieme partie : isolation

Afin de limiter sa consommation énergétique, le propriétaire décide d’isoler la piece.
1.10. Importance de I’isolation

Le propriétaire peut disposer I'isolant a I'intérieur ou a I’extérieur du mur. Pour cela, il recouvre les
murs d’un isolant de faible capacité thermique, de conductance thermique A; = 0,05 SI et d’épaisseur
e=3cm.

I.10.a. Calculer la résistance thermique R; relative & I'isolation de 1a pi¢ce. Comparer cette valeur
& Ry Par 1a suite, on prendra R; = B Ry, avec B = 10.
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L.10.b. Modifier le schéma électrique de la figure 5 (p. 4) et proposer les deux montages cor-
respondants.

L.10.c. Déterminer la puissance nécessaire Pmr'n afin de maintenir une température dans la piece de
20°C pour une température extérieure de 10 °C.

I.11, Isolation intérieure ou extérieure

I.11.a. Choisir un type d’isolation intérieure ou extérieure en précisant clairement votre choix sur
la copie.

L.11.b. Déterminer, en régime permanent, les différents tensions @ et @ en fonction de 3, R
et f.

I.11.c. Donner la nouvelle expression de H( jw) en fonctionde «, B, R, C et I.

1.11.d.On obtient, comme diagrammes de Bode, les figures 11a) et 11b) du document réponse p.7.

Relever la pulsation de coupure qui correspond a votre choix d’isolation et en déduire le temps de
réponse t; de votre systeme.

Commenter ce resultat par rapport au cas sans isolation et analyser votre choix sur le placement de
I’isolant.

Quatriéme partie : prise en compte des échanges a la surface

On prend en considération les échanges thermiques i la surface en contact avec I’air extérieur par la
loi de Newton. On prendra pour le coefficient de transfert thermique de surface & = 10 SI.

I.12.a. Rappeler 1a loi de Newton. Quelle peut €tre 'unité du coefficient & ?

I.12.b. Etablir la relation en x = L entre le flux sortant de I’habitation < et les données k, S, Toy et
T(L).

I.12.c. Modéliser 1’échange thermique en x = L par une résistance thermique notée R,. Comparer
numériquement R, & Ry, €t 3 R;.

L.12.d. Quelle est la conséquence principale de R, sur I'installation? Calculer la nouvelle puis-
sance a délivrer afin de maintenir la température intérieure & 20 °C pour une température extérieure
de 10 °C.

I.12.e. Comment modéliser la prise en considération du sol de la pigce ?
Comment traduire I'influence de la présence d’une fenétre dans la piece ?
Elaborer un modgle électrique plus complet de la pigce.

I.12.f. En revenant sur les photographies de la figure 1, page 1, quel phénoméne avons nous
négligé?

Annales transferts thermiques 6/10 MP/MPI La Fayette



Document réponse

Question 1.9.b
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FIGURE 10 - Diagramme de Bode sans isolation
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FIGURE 11 - Diagrammes de Bode avec isolation.
A gauche : isolation intérieure et a droite : isolation extérieure

CCMP2 MP 2024 — Thermodynamique des supraconducteurs
Repérage sphérique d’un point M

Le point M de coordonnées cartésiennes (z,y,z) peut aussi étre repéré par ses coordonnées
sphérigques r, 8 et v rappelées sur le schéma ci-aprés :

(0z)

Formulaire en coordonnées sphériques

Gradient :

. 13f 1 af.
g,rﬁf u,. r g +rsir198_¢u"g

Laplacien scalaire :

- O 1 af\ 1 &
Af= [a; (’ E’)r) +si11989< 11889)+si11208f—p2}
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Les vecteurs sont surmontés d’une fléche (), & exception des vecteurs unitaires notés avec un
chapeau (4). Les applications numériques seront réalisées avec senlement deux chiffres significa-
tifs. Les données numérigues nécessaires et un formulaire, relatif en particulier aux coordonnées
sphériques, figurent en fin d’énoncé.

Parmi les applications importantes des basses températures, on compte la supraconductivité :
certains métaux ou oxydes métalliques acquiérent, en dessous d’une certaine température cri-
tique (7' < Ti.) un caractére supraconducteur, le matériau pouvant conduire un courant élec-
trique permanent sans aucune dissipation d’énergie. Cette propriété est par exemple mise a
profit pour la production de champs magnétiques intenses.

Dans tout ce qui suit, le matériau supraconducteur cst assimilé & un conducteur thermique de
conductivité thermique A de la loi de FOURIER, de masse volumique p et de capacité thermique
massique e. On rappelle que, dans ce cas, ’évolution de la température A I'intéricur du matérian
conducteur est donnée par I'équation de diffusion thermique :

aT .
ch = AT ol A est 'opérateur laplacien.
Les échanges thermiques entre ce matériau ot le fluide qui 'entoure scront, dans tous les cas,
décrits par la loi de NEWTON : le transfert thermique pariétal (a la surface ou sur les bords)
du solide de température T' vers le fluide de température Ty, par unité de temps et par unité
d’aire, est jp.r = k(T — T¥) on k est une constante. Les études menées en I.A et I.B sont

totalement indépendantes.

I.A  Refroidissement progressif d’un supraconducteur

Le matériau (supraconducteur) étudié dans cette partie LA a la forme d’une boule de rayon
R, de température uniforme T'(£). Il est entiérement plongé dans un liquide réfrigérant qui
maintient, 4 grande distance du matériau, la température uniforme et constante Ty < T (cf.

figure 1).

Liquide de refroidissemnent
Fi1curE 1 — Boule de supraconducteur en cours de refroidissement

0 — 1. Donner, en les justifiant, les unités (ou les dimensions) de & et A.
Etablir, dans le cas unidimensionnel, I’équation de diffusion thermique rappelée ci-dessus.
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[ — 2. Rappeler 'expression de la diffusivité thermique Dy, d’un matériau.
A quelle condition, portant sur la durée At du refroidissement, ’hypothése consistant a
considérer la température du matériau comme uniforme est-elle légitime ? On se placera
dans ce cas dans la suite.

1 — 3. Exprimer en fonction des données la capacité thermique Cyy, de la boule solide, ainsi que la
résistance thermique d’isolement Ry, associée aux échanges pariétaux convecto-conductils
a sa surface.

Pour I'étude du refroidissement, il faut aussi tenir compte des transferts thermiques au sein
du liquide réfrigérant. On admet que la température Ty cn un point M du liquide supposc
immobile ne dépend que de la distance r au centre O de la boule (figure 1). On néglige la
capacité thermique massique du liquide réfrigérant ; sa conductivité thermique est notée \'.

0 — 4. Montrer que T5(rt) = To + [T5(t) — To) R/r
1 — 5. Pourquoi est-il licite de décrire les transferts & travers le fluide en termes de résistance
thermique ?

Exprimer la résistance thermique 12, associée au refroidissement conductif, en fonction
de X ct IR

On suppose pour finir que ) > Rk.
0 — 6. Déterminer I'équation d’évolution de la température T(t) de la boule solide; on posera
_ plc
C O3k
O — 7. On notera 7; = T(t = 0) la température initiale du matériau. Tracer I'allure de la

courbe T'(t) et exprimer la durée At au bout de laquelle le matériau débute la transition
conducteur — supraconducteur.

I.B Refroidissement stationnaire d’un fil supraconducteur

L’absence de résistivité dans les matériaux supraconducteurs n’empéche pas, notamment dans
le cadre de régimes transitoires électromagnétiques, I'existence de dissipations de puissance
dues au champ électrique induit. Il s’ensuit un chauffage local du matériau supraconducteur.
Le passage éventuel de celui-ci au-dessus de la température critique Ty, a alors un effet catas-
trophique : 'effet Joule apparait, la température augmente de plus en plus et la surchauffe du
bobinage peut détruire celui-ci : ¢’cst le phénoméne de quench (voir figure 2).

FIGURE 2 — Fuite d’hélium suite & la destruction (quench) d’un aimant supraconducteur utilisé
pour la RMN. Département de Chimie de I'université de I’Alberta
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On va dans ce qui suit s’intéresser aux conditions de refroidissement propres & éviter le phéno-
méne de quench.

Le matériau supraconducteur étudié a la forme d'un fil eylindrique de rayon R, de trés grande
longucur (figurc 3). Il est entiérement plongé dans un liquide réfrigérant qui mainticnt une tem-
pératurce uniforme Ty < T}, avee lequel les échanges thermiques se font sclon la loi de NEWTON.
La totalité du fil cylindrique est le siége d'une production de puissance électromagnétique avec
la densité volumique supposée uniforme et constante p,,.

JUIWISSSIPIOTDI 9p opmbIT

Vue de dessus

FiGuRrE 3 — Fil supraconducteur en régime stationnaire

U — 8. Exprimer la puissance totale P,(r) évacuée par une hauteur H de la partie du fil située
au plus a la distance r de 'axe avec 0 < r < R, cf. figure 3.
U — 9. En déduire, en régime permanent, U'intensité j,(r) de la densité volumique de flux ther-
mique conductif dans le fil.
( — 10. Déterminer expression de la température de surface T, en fonction de Ty, k&, p, et R .
@ — 11. A quel endroit dans le fil la température est-elle maximale ?
Déterminer I’expression de la valeur Ti,., correspondante.

Montrer que le phénoméne de quench ne se produit pas si p, est inférieur 4 une valeur
critique Pra, que 'on exprimera.
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