Chapitre 33

Déterminants
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Dans ce chapitre, nous présentons la théorie des déterminants. Cet outil fondamental va nous étre trés utile
pour détecter si une matrice carrée est inversible, a orienter les espaces vectoriels réels, & inverser de maniére
théorique les matrices carrées.

Il a fallu plus de 100 ans aux mathématiciens pour réussir & établir une théorie satisfaisante des déterminants. Il
n’est pas étonnant que cette théorie puisse sembler en premiére approche délicate.

Un peu d’histoire

e En 1750, Cramer donne des régles générales permettant de calculer les solutions d’un systéme a n équations & n inconnues.
Ces résultats s’appuient sur des calculs de déterminants, mais restent sans preuve.

e En 1764, Bézout reprend les travaux de Cramer et effectue les premiers développement d’un déterminant par rapport & une
colonne.

e Vers 1770, Vandermonde et Laplace donnent les propriétés usuelles des déterminants (multilinéarité, développement par
rapport a une ligne ou & une colonne).

e En 1801, Gauss utilise pour la premiére fois le mot "déterminant". Cette dénomination est repris en 1812 par Cauchy qui
donne d’autres propriétés des déterminants (déterminant d’un produit de deux matrices carrées, invariance du déterminant
par la transposition).

e Cayley introduit la notation du déterminant avec les barres verticales et établit la formule de la comatrice.



33.1 Formes multilinéaires

Définition 1
Soit p € N*. Soit F', E1, ..., E, des espaces vectoriels sur K. Soit f: Ey x --- x F, — F une application.
On dit que I'application f est p-linéaire si, et seulement si,
pour tout k € [1,p], pour tout (z1,...2k_1,Tk41,-..,2p) € E1 X --- X Ex_1 X Epyq1 % ... E,, Papplication
xp — f(z1,...,Tk—1, Tk, Tht1, - . -, Tp) €st linéaire.

,O Explication :
Soit k € [1,p], I'application f est linéaire par rapport la k¢ variable aprés avoir figé toutes les autres. Pour
tout z, z) € Ej, pour tout \, u € K;

fl@r, .. Tty AT+ Ul Tt 1y oy Tp) = Af(T1, ooy Tty Ty Tht 1y -+ Tp) + pf (T1, 0o, T, Th, Tht1s - - - Tp)

Remarques : Soit f : By x --- x E, — I une application p-linéaire.
e S5i F'=Kondit que f: Fy x--- x E, = K est une forme p-linéaire.
e Lorsque p =1, on dit que f : E1 — F est linéaire.
e Lorsque p =2, on dit que f: F1 X Ey — F est bilinéaire.
e Lorsque p = 3, on dit que f: E1 X Fy X 3 — F est trilinéaire.

Ezxemples :

Kx FE

1. Soit E un espace vectoriel sur K. La loi de multiplication externe - : { (A 2) f

— e L.
est bilinéaire
—> €T
d’aprés 1 i érifié iel K
aprés les axiomes vérifiés par un espaces vectoriels sur K.

. . R3 xR® — R3 e
2. Le produit vectoriel A : { (?’ 7) A 7 est bilinéaire.

3. Tout produit scalaire sur un espace vectoriel E est une forme bilinéaire sur E.

M, »(K) x M, ,(K) — M,,(K)

4. Le produit matriciel { est une application bilinéaire.

(A, B) — AB
RE x RR — RR
5. Le produit de deux fonctions est une application bilinéaire.
P { (fr9) = fg PP

Exercice Al :

1. Montrer que ’application :

{Mn(K)an(K)an(K) —  M,(K)
(A,B,C) — ABC

est trilinéaire
2. Soit p € N*. Soit E un espace vectoriel sur K. Soit fi, ..., f, € L(E,K). Montrer que :

EP — K
p

7 @rom) = [ o)
k=1

est une forme p-linéaire.



33.1.1 Formes p-linéaires

Nous allons nous intéresser en particulier au cas des formes p-linéaires ot By = Fp = --- = E, et F' =K.

,—[Déﬁnition 2 (Forme p-linéaire symétrique, antisymétrique)} \

Soit E un espace vectoriel sur K. Soit f : EP — K une forme p-linéaire.

1. On dit que f est symétrique si, et seulement si, la valeur de f ne change pas lorsque 'on intervertit
deux de ces vecteurs. En d’autres termes :

Y(i,7) € [1,p]? avec i < j, flxi, .o @iy myy o xp) = f@1, .0 Ty Ty oo, Xp).

2. On dit que f est antisymétrique ou alternée si, et seulement si, la valeur de f est changé en son
opposé lorsque 'on intervertit deux de ces vecteurs. En d’autres termes :

V(i,5) € [1,p]? avec i < 7, fl@e, .o iy oz, xp) = —fo, .0, 25,0, Ty o, Tp).

Exemples :
1. Tout produit scalaire sur F est une forme bilinéaire symétrique.

2. Considérons une forme trilinéaire alternée ¢ : E3 — K. On a donc pour tout z,y,z € E :

gO(i‘,Z,y) = _So(xaya Z)a QO(Z,y,JZ‘) = _SO(.’I?,y,Z), QO(y,l‘,Z) = —QO(.T,y,Z).

Par contre,

@(Z,xvy) = —go(:c,z,y) = +g0(x,y, Z) et QD(y,Z,fL’) = —w(m,z,y) = +(10(xaya Z)‘

Ezxemples : Considérons une forme 5-linéaire alternée ¢ : E® — K. Pour tout (z1,22,23,24,%5) € EP,

o(x3, T5, 4,1, 22) = —p(T1,T5, 24, T3, 22) = +(x1, T2, T4, X3, T5) = —p(T1, T2, T3, T4, T5).

90(9347905,901,952@3) = —¢(9517335,964,!E2,$3) = +30(56179327$4,935,953) = —90(1?1,962,56375657564)

- +cp(x1,x2,:z3,l‘4,$5)

Changer l'ordre des arguments de ¢ correspond & appliquer une permutation sur les indices de (x1, 2, 3, 4, T5).
Par exemple :
()0(3:3’ Is, Tq,T1, $2) = (p(xo(l)a Lo(2)) Lo(3)s Lo(4) $0(5))

(123 45
aveca—35412.

,O Explication :
Changer l'ordre des arguments d’une forme p-linéaire ¢ : EP — R revient & appliquer une permutation sur
les indices de (x1,...,2)) € EP en considérant ¢(z4(1), ..., T(p)) avec o € &).




Avec cette remarque, reformulons la définition précédente.

,—[Déﬁnition 3 (Reformulation)} .

Soit E un espace vectoriel sur K. Soit f : EP — K une forme p-linéaire.

1. On dit que f est symétrique si, et seulement si, pour toute transposition 7 = (i, j) € 6,
f@rys - Trp)) = f(T1,- 00 p)

2. On dit que f est antisymétrique ou alternée si, et seulement si, pour toute transposition 7 = (4, j) € 6,

f(mT(1)7’ o 'Jxr(p)) - _f(xl,. . .,.pr)

,—[Proposition 4} <
Soit E un espace vectoriel sur K. Soit f : EP — K une forme p-linéaire. On a les équivalences suivantes :

1. L’application f est symétrique si, et seulement si,
Vo € Gp, f(.xg(l),...,ﬂjg(p)) = f(xl,...,xp)
2. On dit que f est antisymétrique ou alternée si, et seulement si,

Vo €6y, f(Toq)s - »To@p)) = (o) f(21,...,7p)

\ 7
Preuve : Soit o € &5. On sait que o se décompose comme une composée de transpositions. En d’autres termes, il existe s € N* et 71,72 ..., 7s
des transpositions telles que :
O=T10720---0Tg.
Rappelons que la signature de o est alors e(o) = (—1)%.
1. Supposons que f une forme p-linéaire symétrique, évaluons pour tout (z1,...,xp) € EP :
f(x0(1)7“'7x0(p)) = f(x(’rlOTQO---OTS)(l)z'">a:(710720---073)(p))
= f@@i((ra00r) (] -+ Try[(r20--070) (0)])
= f(x(‘r20~~07‘5)(1)7"'7x(T20~“O7‘5)(p))

= f(x‘rs(l)v"':x‘rs(p)):f(mlw"vxp)'

2. Supposons que f une forme p-linéaire alternée, évaluons pour tout (z1,...,zp) € EP :
f(xa(l)7"'7xa(p)) = f(x('rlomo---OTs)(l)""7x(71072°"'073)(p))
= f@@i((ra0-0r) (] -+ Try[(r20--07s) (0)])
= 7f(z(7—2o~~o7—s)(1)7~~-7z(720~~»ors)(p))

() @0y Bra) = (1T 2p)
= e(o)f(z1,...,xp)

~— Théoréme 5 N

Soit E un espace vectoriel sur K. Soit f : EP — K une forme p-linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. L’application f est antisymétrique ou alternée

2. L’application f s’annule sur toute famille de vecteurs de EPcontenant au moins deux vecteurs égaux. En
d’autres termes :
V(21,...,2p) € EP, V(i j) € [1,p]*, aveci<j

Ti=Tj; —> f(acl,...,xi,...,xj,...,xp):0.




Preuve : Montrons que (1) = (2). Supposons que f une forme p-linéaire alternée. Soit (z1,...,xp) € EP. Soit (4,j) € [1,p] avec ¢ < j, par
définition de ’antisymétrie, on a :

f@y, @i @y, wp) = —fon, .2, T, Tp)
Supposons que x; = = , on a alors :

flry, .. mj, . mg,.mp) = —f(1, .. T, ., T, ., Tp)
2f(x1, ..., xj, ..., xj,...,xp) = 0.
Donc

flxy,...,zj,...,xj,...,xp) =0.

Montrons la réciproque. Supposons que (2) est vraie. Montrons que f est alternée.
Soit (z1,...,zp) € E™. Soit (4,5) € [1,p] avec i < j. Comme (2) est vraie, on a :

flzr, ..z 4z, .z +ay,..,xp) = 0
En utilisant la linéarité par rapport a la i€ variable, puis par rapport a la j€ variable, on a :
0 = flzr,...,mi+xj,...,x+x4,...,2p)
= flz1,... @i @i+ xy, ., xp) + f(T, ., T Ty, Tp)
= flz1,.. @@y xp) Hf (X1, T, mg, e mp) (R, X, @ X)) F (X, T, Ty, Tp)
-0 =0
= flz1,... @i x5, xp) + f(@1, ., Ty Ty, Tp)

On en déduit que :
floy, .o @iy, xp) = —f(@1, X Ty Tp)
Donc f est bien alternée.
O

Remarque : On notera AP(E) I’ensemble des formes p-linéaires alternées définies sur EP. On peut prouver que

AP(E) est un espace vectoriel sur K.

Théoréme 6 (Les formes p-linéaires alternées détectent les familles lices de p Vecteurs)]

Soit E un espace vectoriel sur K. Soit f : EP — K une forme p-linéaire alternée. Soit (x1,...,x,) € EP.
Si la famille (27 ...,x,) est une famille liée, alors f(z1,...,2zp) =0.
Preuve : Supposons que (1 ...,Zp) est une famille liée. Ainsi I'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres. Supposons qu'il s’agit de ¢

vecteur z;. Il existe (Ax)re[1,p]\fi} tel que :

P
T = E AkTk
k=1

ki
Evaluons désormais :
Explications :
p
flz,.. @iy yzp) = f ..., E AkTks -5 Tp
k=1
k#1
- (
_ On utilise la p-linéarité de f (plus précisément la linéarité par rapport
- Z)\kf(xl""’xk""’zp) a la variable )
k=1
ki
p
= E )‘kf (ml, ey Ty e ,.’I?p) Le vecteur xj, apparait deux fois.
k=1 Vv K
k#i x ), apparait deux fois
P
= E )‘k x 0=0. Il s’agit du théoréme précédent.
k=1
k#i

Théoréme 7

Soit E un espace vectoriel sur K. Soit f : EP — K une forme p-linéaire alternée. On ne change pas la valeur de f
quand on ajoute & 'une des variables une combinaison linéaire des autres.




33.1.2 A la recherche des formes p-linéaires alternées

On suppose désormais que ’espace vectoriel ‘E est de dimension finie n. ‘
Premier cas : Si p > n. On sait que tout famille de vecteurs (z1,...,x,) € EP est liée. Le théoréme précédent
assure que toute forme p-linéaire alternée f : EP — K est nulle sur EP.

Deuxiéme cas : Nous allons nous placer dans le cas intéressant ou Soit B = (eq,...,ey,) une base de E.

Soit f : E™ — K une forme n-linéaire alternée. Soit (z1,...,x,) € E™ une famille de vecteurs. En décomposant
ces vecteurs dans la base (z1,...,zy),
n
Vj e [[1,71]], EI!(am-) e K", Tj = Zai,jei-
i=1
Nous allons expliciter f(z1,...,zy).

n n
fl@1, .. zn) = f (Z iy 1€y s Zain,nein>

11=1 in=1
n n
= ...Zail,l...aimnf(eil,...,ein)
i1=1 in=1
= Z Qir1 - Qign f(€0ys- o €5,)

(ilv-uyin)e[[l,n}]"

Dans la somme intervenant ci-dessus, f (e;,,...,¢€;,) = 0 dés que deux indices parmi iy, ..., %, sont égaux. Nous
pouvons ainsi seulement conserver dans cette somme les termes dont les n-uplets (iy,...,4,) de [1,n]™ constitués

d’éléments deux a deux distincts. Il s’agit donc des n-arrangements de [1,n].
n!

(n—mn)!
(i1, ...,4n) de [1,n] est équivalente a la donnée d’une permutation o de &,, telle que :

Dans ce cas particulier, on a exactement = n! arrangements de [1,n]. La donnée d’un n-arrangement

in=o0(1), dia=0(2)...,ip =0(n).

flxy,... xn) = Z @iy 1 Qi €0y, €60)

(4150 sin)E[1,0]™
(il,...,in) arrangement de [1, n]

= Z Ao (1),1 -+ - Ao(n),n / (ea(l)a SR ea(n))

floy, .. an) = [Z E(U)Haa(k),k]f(el,...,en)
ceS,




33.2 Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

~— Définition 8
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n. Soit B une base de F.

1. Soit F une famille de n vecteurs de E. Soit A = MBat}' = (@i j)1<i,j<n- On appelle déterminant de F dans
la base B, le scalaire noté dgt(]: ) défini par :

det(F) = > e0) [ aom -
k=1

ceS,

2. L’application dgt : E™ — K est une forme n-linéaire alternée sur E™ vérifiant dgt(B) =

\.

Remarques :

1. La matrice A consiste a ranger en colonnes les coordonnées des vecteurs de la famille F décomposée dans

la base B.
2. On a défini le déterminant d’une famille de issue d’un espace vectoriel de dimension

Preuve : La multilinéarité de dgt ne pose pas de probléme, il suffit de I’écrire soigneusement.

Montrons que dgt est alternée. Soit (z1,...,z,) € E™. Soit ¢ € &), montrons que :

dgt(xw(l), c Tpn)) = () dBet(:rfl7 ceyTn).

Remarquons que M;t(xvu% < Tp(n)) = (@4,5(5))1<i,j<n- Utilisons la définition :
Explication :
n
On effectue le changement de variable j = ¢(k), ce qui revient k =
det(@p(1), -3 Tp(n)) >~ @) [T aoryotm ety *)
o€6y k=1 Remarquons que ’application :
n
= 2 @]l are104, Sn o Sn
cEGS, k=1 o = ocop
n
— Z E(O’) H a(o‘ocp_l)(j)),j est une bijection.
cEG, k=1
n 1
_ o On effectue le changement de variable § = o o0 ¢~ *.
= E e(0 o) H @9(5)),4 Ainsi o = 00 ¢
0cS, k=1
n
= E 8(0)5(@) H ag(5)),5 Propriété de la signature.
0cS, k=1
n
= € (0 an(i\y 5 e(p) ne dépend pas de 0, on peut le sortir de la somme.
(SO) GGZG ( )klill 0(5)).3 La variable 6 étant muette, on reconnait :
n =
= s(cp)dgt(xh,..,mn). det(w1,. s @n)-

On en déduit que dgt est une forme n-linéaire alternée.

Calculons dgt(l’)’). On remarque que A = MBat(B) = In. Soit o € &y, tel que o # Id[y 7. Alors il existe i € [1,n], o(i) # 4. Ainsi: ag; = 0.
n
Nécessairement H @ (k),k = 0. En appliquant la formule du déterminant :
k=1

det(8) = 37 <o) [] aoqmyu-
k=1

eSS,y
n n
= Z e(o) H Qo (k),k T H Ddpy,pg (k) R
ceG, k=1 k=1
o‘;éld[[lﬁn]] N——

=0

n n
= Jlawr=]]1=1
k=1 k=1

7



,—[Théoréme 9 (Toute forme n-linéaire alternée est proportionnelle au déterminant dans une base donnée)}

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n avec n € N*. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Soit f une
forme n-linéaire alternée sur E". Alors :

f :f(ela"',en)dgt
Ainsi 'espace vectoriel A"(E) formes n-linéaires alternées sur E" est de dimension 1.

A" (E) = Vect(dgt).

Preuve : On a prouvé dans le paragraphe "a la recherche des formes p-linéaires alternées" dans le cas ot n = p et E est un espace vectoriel sur
K de dimension n que si f € A"(FE), alors pour tout (z1,...,2n) € E™ :

far, o m) = | > ) [] aomyr| fler, - en)
ceG, k=1

on A = (a;;) = MBat(zl, ce sy Tn).

On constate que pour tout (z1,...,zn) € E™ :

flz1,...,zn) = dg,t(ccl,...,zn)f(el,...,en).

On a bien : | f = f(e1,...,en)det.

Ainsi f € Vect (dgt). Donc A™(E) C Vect (dgt). Réciproquement, on a vu que dgt € A"(FE). Donc Vect(dgt) C A"(E). Finalement :

A" (E) = Vect (dgt) .

Remarquons que detp n’est pas nulle puisque dgt(B) = 1. Donc :

dim(A™(E)) = Vect (dgt) =1.

O
33.2.1 Déterminants en dimension 2 et 3
,—[Théoréme 10 (Déterminants en dimension 2)] \
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension 2. Soit B une base de F. Soit x,y € F tels que
a1l a12
Mat(z,y) = .
B () <6121 a22>
On a alors 'égalité :
dgt(x, y) = a11a2 — az1a12.
On note cette quantité il Gy
a1 a2




,—[Théoréme 11 (Déterminants en dimension 3)} \

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension 3. Soit B une base de E. Soit x,y, 2z € E tels que

ail ai2 ais
MBat(x, y,z) = [ a1 age a3
az1 asz2 as3

On a alors 'égalité :
dgt(x, Y, Z) = (11022033 + G12023031 + 13021032 — (13022031 — (11023032 — 412021033.
ai; a1z @13

On note cette quantité |ao; a9s ass
aszy a32 a33

\.

-@'— Moyen mnémotechnique : Régle de Sarrus

+ o+ 4+
ail a12 a13 ail a12

AN

a21 a22

B8

-
-
-

N
a1 a2

asi as2 ass asi as2

a23

Remarque : Nous verrons d’autres maniéres plus pratiques de calculer un déterminant de taille 3 sans
utiliser la régle de Sarrus.

33.2.2 Changement de bases et caractérisation des bases

,—[Théoréme 12 (Formule de changement de bases)] N

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n avec n € N*. Soit B et B’ des bases de E. On a alors 1’égalité
suivante, pour tout famille F de n vecteurs de E :

dgt(]:) = dgt(B') dé)/t(]-").

,—[Théoréme 13 (Caractérisation des bases)] N
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n avec n € N*. Soit B une base de E. Soit F une famille de n

vecteurs de .
La famille F est une base de E si, et seulement si, dgt(]:) # 0.

Dans ce cas : dgt(]:) = dJ(_e_t(B)'

\.

Ezercice A2 : Montrer & I'aide d’un calcul de déterminant que la famille (X2 4+ 1, X 4+ 1,2X2 — X) est une base
de Ro[X].

Ezxercice A3 : Soit A € R. Donner a 'aide d’un calcul de déterminant, une condition nécessaire et suffisante pour
que la famille de R? ((1,1,1),(0,,1),(0,0,4)) soit une base de R3.



33.3 Déterminant d’une matrice carrée

,—[Déﬁnition 14 (Déterminant d’une matrice caurlrée)w

)
Soit A = (a; j)1<ij<n € My(K). On appelle déterminant de A le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la
air ... Q1n

base canonique de M, 1(K). On le note det(A) ou

an,1 --- Gnpn
Par définition, on a :
n
det(A4) = Y (o) [ ] togrr-
occ6, k=1

Théoréme 15 (Lien entre déterminant d’une matrice carrée et déterminant d’une famille de vecteurs)

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n avec n € N*. Soit B une base de E et F une famille de n
vecteurs de E. On a ’égalité :
dgt(?) = det(I\/IBat(F)).

Remarque : Soit A € M, (K). Notons C1, ..., C, les vecteurs colonnes de la matrice A. Soit B, la base canonique

de M, 1(K). On a l\/llgat(C’l7 ..., Cp) = A. Ainsi :

det(A) = det(l\/l[j,at(C'l, L Cp) = dBet(Cl, o Ch).

,—[Théoréme 16 (Regles de calculs)] \

1. VA € K, VA € M, (K), det(AA) =[\"|det(A).
2. VA, B € M, (K), det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).
3. Soit A € M, (K). La matrice A est inversible si, et seulement si, det(A) # 0. Dans ce cas :

1

EHE)= det(A)

4. Deux matrices semblables ont méme déterminant.
5. VA € M, (K), det(tA) = det(A).

P\ Attention
| Le déterminant n’est pas linéaire. En général, det(AA + pB) # Adet(A) 4 pdet(B).

Exercice A4 : Soit A € My (Z). Montrer que det(A) € Z.
Ezxercice A5 : Soit A une matrice antisymétrique de taille impaire. Montrer que A est non inversible.

FExercice A6 : Soit A = (ai,j)lgm'gn € Mn(K) Soit A’ = ((_1)i+jai,j)1<i,j<n~
n

1. Soit 0 € &,,. Calculer Za(k:).
k=1
2. Exprimer det(A’) en fonction de det(A).
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LEzercice E7 :
1. Soit A € M,(C). On note A la matrice dont les coefficients sont les conjugués de A. Montrer que

det(A) = det(A).
2. Soit A, B € M,(R) telles que AB = BA. Montrer que det(A% + B?) > 0.

. . 11 -1 .
3. En considérant les matrices A = < 1 1) et B= <(1) 0 ) Montrer que ’hypothése de commutation est

nécessaire.

Ezercice C8 : Soit A, B € M, (R). On suppose que A et B sont semblables dans M,,(C). Montrer qu’elles sont
semblables dans R.

33.4 Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs

,—[Théoréme 17 (Matrice triangulaire supérieure ou inférieure)] N
a1,1 <. Q1n

Soit A € M, (K) triangulaire supérieure avec A = ..t |. Le déterminant de A est le produit des
(0) @n,n

éléments diagonaux :
det(A) = a11...ann-

r—[Théoréme 18] N

Soit M une matrice triangulaire par blocs :

A ( A B>
OMpp(®) C

ou A € My(K), Be Mp,—»(K) et C € My_pn—p(K). On a alors I’égalité suivante :

det(M) = det(A) det(C).

Attention

SiM = <é g) ou A, B,C, D sont des matrices carrées. On a : det(M) # det(A) det(D) —det(B) det(C).

L’égalité serait trop belle pour étre vraie...

,—[Théoréme 19 (Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs)} \
A x %
Soit p1,...,pr € N*. Soit M = .« | avec Ay € My, (K),..., A, € M, (K). On a l'égalité :
Ay

det(M) = det(A;) ... det(A,).
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FExercice A9 : Calculer les déterminants suivants :

" 2 3 0 0 0 0
* * 3 5 0 0 0 0
0 22 : -3 1 8 0 0 O
Ar= i M=y g 37 2 -2
0 0 on 3 6 1 7 0 =2
4 1 1 3 -5 -1
FEzercice A10 : Soit n € [2,+00[. On considére I'application :
[ M,(R) - R
det { A o det(A)
Cette application est-elle injective 7 Surjective ?
33.5 Reégles de calculs des déterminants
33.5.1 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes
~—{Théoréme 20} .

Soit A € M,,(K). On note C1,...,C, les vecteurs colonnes de la matrice A. Soit (i,7) € [1,n]? avec i # j. Soit
rek

1. Soit A’ la matrice obtenue aprés avoir effectué sur A 'opération de transvection C; < C; + AC;. On a
alors :

det(A") = det(A).

2. Soit A’ la matrice obtenue aprés avoir effectué sur A lopération de dilatation C; < A\C;. On a alors :
det(A’) = Adet(A).

3. Soit A’ la matrice obtenue aprés avoir effectué sur A opération de permutation C; <+ Cj. On a alors :

det(A") = — det(A).

r—[Théoréme 21] \
Soit A € M, (K). On note Ly, ..., Ly les lignes de la matrices A. Soit (4,7) € [1,n]* avec i # j. Soit A € K.

1. Soit A’ la matrice obtenue apreés avoir effectué sur A 'opération de transvection L; < L; + AL;. On a
alors :

det(A") = det(A).

2. Soit A’ la matrice obtenue aprés avoir effectué sur A lopération de dilatation L; <— AL;. On a alors :
det(A") = Adet(A).

3. Soit A’ la matrice obtenue aprés avoir effectué sur A Popération de permutation L; <+ L;. On a alors :

det(A") = — det(A).

1
Exercice A11 : Calculer |—1
2

W N =
=

12



33.5.2 Développement par rapport a une ligne ou & une colonne

Soit A = (ai7j)1<i7j<n S Mn(K) Notons (1, ..

., Cy, les colonnes de A. Soit B, = (Eq,. ..

de M, 1(K).
det(4) = det(Cl,...,C’n):det(...,Cj,l,Cj,CjH,...)
Be Be
n
= det ..,Cj_l, E ai,]‘Ei,C]’+1,...
BC .
i=1
n
= E ai’jdiiet(.”’Cj717Ei7Cj+l7“.)
i=1 ©
a1 ai,j—1 0  aijt1 ain
n ai—1,1 ai—1,5-1 0 a;—1,j4+1 ai—1,n
= g aij| ai Qg j—1 1 Qg j+1 QAin
i=1 aiy1,1 ait1-1 0 aiy1j41 @itl,n
an,1 an,j—1 0 anj+1 an,n
ai,1 0 aij-1 ai j+1 ain
n a;i—1,1 0 a;—15-1 aj—1,5+1 ai—1,n
= > aig(-1)]| an Loaij-1 aijr i,n
i=1 ai+1,1 0 ait1,j-1  @it1,5+1 Ait1n
an,1 0 anj -1 An,j+1 an,n
0 a1 aj—1 ai,j+1 al,n
n - 0 aj-1;1 Ai—1,5-1 Qi—1,j+1 Ai—1,n
= Dai (=171 aq @ij-1 @i, j+1 @in
i=1 0 ajt1,1 Qit1,j—1  @ifl,5+1 Ait1,n
0 an,1 Qn,j—1 an,j+1 an,n
0 a1 ai,j—1 a1,j+1 ain
n - 1 a1 Qi j—1 Qi j+1 Qi,n
= D ai (17N (=10 a1 @im1,5-1 Gi—1j+1 ai—1,n
i=1 0 a;j41,1 Aif1,5—1  Qi41,5+1 Ait1,n
0 an,1 An,5—1 An,j+1 an,n
1 a;1 Qi j—1 i j+1 Qin
0 a1 ai,j—1 ai,j+1 ain
n .
i—1 i—1
= D> ai; (1) (=)0 aiiin @im1j-1  @i-1j+1 @i—1n
i=1 —~—— |0 a; a; i— a; i a;
7 :(71)i+j i+1,1 i+1,7—1 i+1,5+1 i+1,n
0 anj an,j—1 An,j+1 an,n
a1 ai,j—1 a1, j+1 ain
n
i | Qg — Qg — - Qq;— 5 a;—
det(A) = D ai (-1 [T A o
= ai41,1 Ai41,5—1  Qi41,5+1 Ai+1,n
an,1 An,j—1 An,j+1 an,n

, Ey,) la base canonique

Explications :

Par définition d’une matrice carrée.
On s’intéresse a la colonne j.

On décompose C; dans la base canonique.

Linéarité du déterminant par rapport a la j¢
variable.

On réécrit le déterminant avec les coefficients

On intervertit C;_1 et Cj, d’ou I’apparition
du signe —

On effectue de proche en proche

Cj1+ Cj_2,...,02 & C,

Ceci fait apparaitre (—1) x (—1)
—————

=(—1)i—-1

On fait la méme chose avec les lignes afin de
remonter le "1". On effectue L; <> L;_1 d’ou
I’apparition du (—1).

On effectue de proche en proche :

Li_1 > Li_2,...,La <> Lo

Ce qui fait apparaitre (71)7;714
On remarque d’autre part que :

TN ED T = T T = (-

On tombe sur un déterminant triangulaire su-
périeure par bloc.

Les déterminants apparaissant dans la somme
sont en fait issues du déterminant d’origine
auquel on a supprimé la ligne 7 et la colonne j.
Des définitions s’imposent.

En partant d’'un déterminant de taille n, on I'exprime comme une combinaison linéaire de déterminant de taille

n—1.
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r—[Déﬁnition 22] \
Soit A € M,(K). Soit 4,5 € [1,n].

1. On appelle mineur de A d’indice (i, j) le déterminant de la matrice obtenue & partir de A aprés y avoir
supprimé la ligne i et la colonne j. Nous noterons ce déterminant A; ;(A).

2. On appelle cofacteur de A d’indice (i, j) le scalaire (—1)"7A; ;(A).

3. On appelle comatrice de A, notée Com(A), la matrice des cofacteurs de A :

Com(A) = ((—=1)""A; ;(A))

1<i,j<n”

I, - .
-@- A retenir
Les mineurs et les cofacteurs d’une matrices sont égaux au signe prés. Pour se souvenir de la répartition
des signes des cofacteurs, il suffit de retenir que cette distribution :

Exercice A12 : Calculer les comatrices des matrices suivantes :

0 b 1 0 0
A= < d) et B=[2 -1 0
¢ 0 1 1
,—[Théoréme 23 (Formule de développement par rapport a une ligne ou & une Colonne)] <
Soit A € M,(K).
1. On peut développer le déterminant par rapport & 'une de ses lignes :
n . .
Vi € [[1, n]], det(A) = Z(_l)H]ai,in,j(A)-
j=1
2. On peut développer le déterminant par rapport a I'une de ses colonnes :
n . .
VJ S [[1,71]], det(A) = Z(_l)ﬁ_]ai,in,j(A)-
i=1

Ezemples :

1. Calculons le déterminant suivant en développement par rapport & la premiére colonne :

5 8
6 9

4 7
6 9

4 7

1 4 7
2 5 8:1‘ ‘—2‘ '+3' ‘:O
3 69 b8

2. Calculons le déterminant suivant en développement par rapport a la deuxiéme colonne :

1
-1
1

1 2)_3'1 1’:(_2)(_3)_9:_3.

1 1 -1 2

W O N

1
2 :—2’
1

14




5 Conseil
Il est fortement conseillé de développer un déterminant suivant une ligne (ou une colonne) contenant
beaucoup de 0.

— Meth 24 N

Pour développer un déterminant, on peut mélanger :
e les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes pour faire apparaitre des zéros sur une ligne ou
une colonne de zéros.
e Puis développer par rapport a cette ligne ou colonne.
e On peut essayer de se ramener & un déterminant diagonale par blocs.
On continue ainsi de suite jusqu’a finaliser le calcul ou on peut obtenir une formule de récurrence.

\ J

FExercice A13 : Calculer les déterminants des matrices suivantes :

0110 10 2
1 0 0 1
) 3 45
11 01 56 T
1 1 10
ai; as ... Gn
Ezercice E14 : Soit (a1, asz,...,a,) € K. Calculer le déterminant : A = @@
az
a ... Qa1 al
1 n n n
n 2 n n
FExercice E15 : Calculer le déterminant : ([n n 3 n

n n n n n

FExercice E16 : Soit n € N*. Calculer les déterminants des matrices :
Ap = (maX(i,j))Ki’jgn et B, = (min(i,j))1<i7j<n

33.5.3 Déterminants tridiagonaux

Ezercice C17 : |CCP| Soit n € N*. Soit A,, € M, (R) :

2 -1 0 0
-1 2 -1
An=1| 0 -1 0 et Dp(z)=det(4,)
.20 1
0 0o -1 2

1. Démontrer que pour tout n € N*, D10 =2D, 1 — D,,.

2. Déterminer 'expression de D,, en fonction de n.
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FExercice E18 : Soit n € N*. Soit € R. Calculer le déterminant :

14 22 T 0 0
T 1422 =
A = 0
r 1422 x
0 0 T 1+ a2

8

—_
]
o

0 et Dp(z)=det(My,(x))

Ezxercice C19 : On pose pour tout n € N* : M, (z) = |
: .. . o1
0O ... 0 1 =z

1. Pour |z| < 2, on pose x = 2cos(f). Trouver une relation de récurrence linéaire permettant de calculer
sin((n 4+ 1)6)

D,,(x) et montrer que D, (z) = sin(0)

2. Que valent D, (2) et D,(—2)7

2a a

FExercice E20 : Soit a € K*. Calculer le déterminant suivant : A,, = “

33.5.4 Formule de la comatrice

,—[Théoréme 25 (Formule de la Comatrice)}

Soit A € M,,(K). On a toujours 1’égalité :
A Com(A) =" Com(A)A = det(A)I,.

1
S oA t
Dans le cas ot A € GL,(K),ona: A" = det(4) Com(A).

\.

Remarques :

b

1. Soit A = <‘CL y

> € M5(K). On suppose que det(A) = ad — bc # 0. Alors la matrice A est inversible :

a1, 1 d —b
A ~ det(A) Com(A)_ad—bc —c a

2. Il est fortement déconseillé d’utiliser la formule de la comatrice pour inverser une matrice trop grande,
car cette formule met en jeux beaucoup trop de calculs. On 'utilisera pour répondre & des questions
théoriques.

FEzercice C21 : Soit A € My (Z). Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La matrice A est inversible et A~! € M, (7).
2. det(A) = £1
Montrer que GL,(Z) = {A € M,(Z)|A € GL,(R) et A=t € M, (Z)} est un sous-groupe de G L, (R).
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33.6 Déterminant d’un endomorphisme

Définition 26
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n avec n € N*. Soit B une base de E. Soit f € L(E). Le scalaire

det <l\/|é31t( f )) ne dépend pas de la base B choisie. On lappelle déterminant de f et on le notera det(f).

Preuve : Soit B et B’ deux bases de E. On sait que I'on a I'égalité :
N ’
Mat(f) = (P§ )~ ' Mat(f)P§
B B
En prenant le déterminant de chaque membre, on en déduit que :

det (l\/zlgalat( f))
det I\/)ggt(f))

det ((P{;')*l MBat(f)Pg’>

det ((Pg')*l) det (MBat(f)) det (PS')

TEE ((11—",?’)) det (MBat(f)) det (PE")

)
det l\/éz/at(f)) = det (Mé:at(f))

(
det (l\ggt(f
(

Ezemple : Considérons A € M, (K) I'application canoniquement associée a A :

L Mya(K) — Mpa(K)
wa - X — AX

Soit B, la base canonique de M, 1(K). Rappelons que I\/llgat(@ A) est en fait égale & A. On en déduit que :

det(pa) = det (I\/Bl:jt(apA)> = det(A).

r—[Théoréme 27] N
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n avec n € N*,
1. Soit f € L(E). Soit B une base de E. Soit F = (z1,...,%,) une famille de vecteurs de E. On a I’égalité :

det(f(@1),- . [ (@n)) = det(f) dgt(F).

2. Soit f,g € L(F), on a 'égalité : det(f o g) = det(f)det(g) = det(g) det(f) = det(go f).
3. Soit f € L(E). Soit A € K, on a : det(A\f) =| A" |det(f).
4. Soit f € L(FE). L’endomorphisme f est un automorphisme si, et seulement si, det(f) # 0. Dans ce cas :

1

det(f™1) = et ()

\. J

Erercice A22 : Déterminer tous les endomorphismes f € L(R%) tels que f2 + ldgs = 0 L(R5)-

Exercice E23 : Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n € N*. Soit f € L(E) et B = (e1,...,e,) une
base de F.
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E" —» K

n c .. 2
1. Montrer que ¢ : (T1,...,2n) Z dgt(il‘l, o f(:l?j), ) est une forme n-linéaire alternée.
j=1

2. En déduire que pour tout (z1,...,x,) € E™,

ngt(ml, o f(xg), - xn) = Tr(f) dgt(ml, cey T
j=1

Ezercice E24 :
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n € N*. soit u € L(F). On suppose que F' et G sont deux
sous-espaces vectoriels de E supplémentaires stables par u. Calculer det(u) en fonction de det(u|r) et det(u|q).
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33.7 Exemples classiques

33.7.1 Le déterminant de Vandermonde

,—[Théoréme 28 (Le déterminant de Vatndermonde)w

)
Soit (z1,...,2,) € K" On considére le déterminant de Vandermonde défini par :
1z 22 2
1 9 3:% wg_l
V(xla . 73771) = . . .
1 z, 22 zn1

1. On a alors I'égalité :

V(zl,...,2n) = H (@35 = 225}

2. En particulier, V' (z1,...,x,) # 0 si, et seulement si, les nombres z1, ..., z, sont deux a deux distincts.

Nous allons calculer de plusieurs maniéres ce déterminant.

Prewve : Soit n € [2, +oo[. Etablissons une relation de récurrence entre V (w1, ...,2,) et V(21,...,Tn_1).
Considérons le polynéome P défini par P(X) = H (X — z;). En développant ce polynéme, on peut écrire :

1<i<n—1

P(X) :a0+a1X+...+an_2Xn—2+Xn_1

ol aop, a1,...,an—2 € K. Effectuons 'opération élémentaire sur les colonnes : C,, < Cp, + an—2Cpn—1+---+a1C2 +aoCi. On obtient
alors :
1 = 2 - P(x1)
1 To z2 P(x2)
V(z1,...,xn) = : : ) :
1 Tn—1 m?z—l o P(mnfl)
1 =z, z2 o P(za)
Or remarquons que par construction P(z1) = P(x2) =+ = P(xn-1) =0
1 T x3 0
1 To x% 0
V(gy,...,zn) =] SN : = (=1)""P(za)V (@1, .. zn1) = [[ (@i —2)V(z1,...,200).
1 Tn—1 $3171 ce 0 1<i<n—1
1 Tn 2 <o P(xp)
Nous avons mis en évidence une relation entre V(x1,...,2n) et V(21,...,Tn-1).

Pour achever la preuve, effectuons une récurrence sur n € [2,+oo[. Notons pour tout n € [2, +oo[,
Hn: V(ri,...,zn) = H (zi — x5).
1<j<ign

Initialisation : On vérifie que Hz est vraie. En effet

:(1’2—1’1): H (xt_mj)

1<j<i<2

1
Vi(wr,22) = ‘1 2

Hérédité : Supposons que la propriété H,, soit vraie pour un entier n de [2, +oo[ fixe mais quelconque. Montrons alors que Hp41 est
vraie. On sait déja que :

V(fEl, ey Ty xn+1) = I I (xn+l — -’Ei)v(mh - 7xn) D’aprés la relation que nous avons établie
1<i<n
= | | (1'n,+1 - Iv) | | (171 - 13]') Car H.,, est vraie
1<i<n 1<y<isn
= [[ @i—=).
1< <i<n+1 Il faut s’en convaincre!!!
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Ainsi Hn+1 est vraie. La récurrence est ainsi faite. On en déduit que :

Vn € [2,+oo], V(zi,...,zn)= H (zi — ;).

1< <i<n
Le second point découle de la formule précédente. Le déterminant V (z1,...,2z,) est nul si, et seulement si, il existe (¢, 5) € [1,n]
avec ¢ > j tel que z; = ;.
Ainsi, V(z1,...,2,) # 0 si, et seulement si, les nombres z1, ..., z, sont deux & deux distincts.

(]
Preuve : Pour établir une relation de récurrence entre V(z1,...,Tn, Tnt1) et V(z1,...,2n). On peut effectuer d’autres opérations sur les

colonnes. Le calcul est un peu plus technique, mais permet de mettre en pratique les propriétés des déterminants. Soit n € [2,+oo[. Partons de :

1 1 x% :L‘IHl x
1 o :c% w§71 xh
V(x1,...,&n, Tnt1) =
1 zn z2 ... ogiTl o gm
2 n—1 n
L @nt1 240 - Tpin Tngg

Pour ¢ variant de n 4+ 1 & 2, effectuons les opérations élémentaires sur les colonnes C; < C; — z,,+1C;—1, on obtient :

2 n—1 n—2 n—1
1 T1 — Tyl ] — Tpy1T1 o Ty — Tp+1T] ! — Tpy17]
2 n—1 n—2 n—
1 T2 — Tyl T5 — Tp41T2 T — Tp+1Ty TH — Tp4+1T5
On détaille bien le contenu du déterminant
pour ne pas faire de faute de calcul.
2 n—1 n—2 n—1
1 Tpn — Tp+1 Ty — TnilTn -0 Ty = — Tptlp Ty — Tpil1Tn
2 2 n—1 n—1 n n
1 zZpp1 =@y o —254q 0 o Tht1 ~ Tpta Tnt1 — Tnta
n—2 n—1
1 21 —2p41 (21 —Tpy)zr - (21— Tpg1)z] (1 — Tpy1)zy
1 @y —zpy1 (T2 —Tpgp1)z2 -0 (T2 —Tpp1)zy 0 (T2 — Tpp1)Ty
On factorise dans la premiére ligne par (z1 —
Zp4+1), dans la deuxiéme ligne par (z2 —
= Zyp41)... dés que I'on peut.
—92 _
1 zp—2pt1 (Tn—Tnt1)Tn -+ (Tn — Tpt1)Tn (Tn — Tnt1)Tn
1 0 0 0 0
n—2 n—1
1 —Tpt1 (T —@Tpp1)zr o0 (@1 — Tpp)T] (1 — zp41)z]
n—2 n—1
T2 Tntl (1.2 2n+1)332 (:BZ (En+1)12 (w2 l’n+1)I2 On développe par rapport a la derniére ligne.
Le "1" se trouve a la ligne n+ 1 et & la colonne
_ n+1+1
- (_1) 1, ceci explique le (71)"+1Jr1
n—2 n—
Tn =T+l (Tn — Tnt1)Tn 0 (Tn — Toy1)Tn (Tn — Tp+1)zn
1 x% m?—l Ona (—1)"t2 = (—1)"(=1)2 = (=)™
2 n—1
n T 2 Ty ot Ty On factorise par (€1 — ,,41) dans la premiére
= (_1) (xl - $n+1)(5’72 - xn+1) cee (xn - -Z’n+1) . . . . . ligne, par (z2 —x,41) dans la deuxiéme ligne...
1z, 22 - Zn 1
= (=1)"(@1 = 2nt1)(@2 = Tng1) - (@0 — Bnp1) V(21,0 20)
- Rappelons que (21 — p41) = —(Tpt1 — 21)-
= (Znt1 —21)(@nt1 —22) .- (Fnt1 — 20)V (21, ..., Tn) (€3 = Tnp1) = —(Enp1 — 22)-..
n
= H(xn+1 7:171')‘/(.’171,...,112‘77,)
=1
O
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33.7.2 Déterminant de Cauchy

,—[Théoréme 29 (Déterminant de Cauchy)W

)
Soit ai,...,an,b1,...,b, € K tels que pour tout i, j € [1,n], a; + b; # 0. On a alors I’égalité :
ath @b ( 1 ) Vi (a1, an) Vi (b1, ..., by)
i i @i+ 55 / i jyefnp2 T (ai+by)
an+b1 o an+bn (i,j)E[[l,n]]z
Ezxemple : Pour n = 3, on obtient :
1 1 1
D S ol (a3 — a1) (a2 — a1) (a3 — az) (by — b1) (b3 — b1) (b3 — bo)
axfbraxgbe a2 fbs (a1 +b1) (ag + b1) (a3 + b1) (a1 + b2) (a2 + b2) (az + b2) (a1 + b3) (a2 + b3) (a3 + b3)
az+br  az+b2  a3z+bs

1 1
ay+by a1+bn
Preuve : Posons pour tout n € N*, A, = ) :
1 1
an+bi an+bn

Nous allons établir pour tout n € [2, +oo[ une relation de récurrence entre A, et A,_1. On considére la fraction rationelle

(X —b1)... (X —bn_1)

R(X) = (X +a)... (X +an)

Cette fraction rationnelle est de degré —1 et admet pour zéros by, ..
simples, il existe A1,...,An € K tels que :

Ak
R(X) =
( ) et X+ ak

n—1 n-1 ne1
H(ak +b;) H(an +b;) H(aneri)

ot A = (—1)" ' . En particulier \, = (—1)" "' =1 = :ill
[](ai — ax) [](ai —an) I (an — as)

iZ1 i=1

i=1
i#k i#n

Grace a cette décomposition en éléments simples, effectuons 'opération sur les lignes de A, Ly < A1 L1 + AoLa + -+

Cette opération modifie le déterminant puisqu’on a multiplié la ligne L, par A,, on a :

1 1 1 Ly
a1+by ai+bn_1 a1+bn Ly .
A = : . : : _ | o2
" 1 1 1 I An Lin—1
U’n—i“’bl anfl‘l‘rbnfl an—i“rbn n—1 n ML
i L >
an+b1 anTbn_1 an+bn n kk
k=1
1 1 1
a1+ b a1 +bn1 a1+ bn
1 ; g : :
= = 1 1 1
" an—1 +b1 h Qan—1 +bn71 an—1 +bn
n n n
> S Y
= b1+ ax = bnitar = bnt+ak
1 1 1 1 1 1
a1+by a1+by_—1 ai+bn a1+b1 a1+bn_1 a1+bn
! . . . ! : .
T 1 1 1 TN 1 1 1
an—1+b1 ap—1+bn_1 ap—1+bn an—1+b1 ap—1+bp_1 ap—1+bn
R(b1) R(bn-1) R(bn) 0 R(bn)
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., bn. On peut décomposer cette fraction rationnelle en éléments

+ AnLn.




En développant par rapport a la derniére ligne, on obtient :

3
|
—
3
|
—

(b, — bs) (an — ai)
— A1 =R(bn)—A =2 .
)\n n 1 n An n 1

Il
=
o
Il

An - (_1)n+nR(bn) A'rL71~

3
,L»—t

(bn +a;) | | (an +b;)

2

) E 3
N
[
A

k3

Pour finir le calcul de A,, effectuons un raisonnement par récurrence sur n € N*,

Notons pour tout n € N*,
Vn (al,...,an)Vn (b1,...,bn)

I (a+0))

(4,4)€[1,n]?

Hp: A, =

Initialisation : On vérifie que H; est vraie. En effet
| 1 ’ _ Vi(a1)Vi(by)
ah I (ai+0))

i=j=1

A =

Héreédité : Supposons que la propriété H,, soit vraie pour un entier naturel n € N* fixe mais quelconque. Montrons alors que H,+1
est vraie. On sait déja que :

H n+1 — b H an+1
o =1 i=1
A'n,+1 - - 1 n An
H n+1 +CL'L Han+1+b
=1 =1
(bnt1 = bi) | | (ant1 — ai) :
_ E E Vn (a17~~~7an)Vn (b17~~~7bn) car Hp est vraie
= n+1 n H (ai +b )
J
H (bn+1 + az) H(an+1 + bz) (1) elLn]2
=1 =1
[[®n1 =) [ [(ans1 — a) I (@-a) [ @ —b)
_ i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<n par définition des déterminants de Vandermonde.
= n+1 n H (a_ + b)
i j
H (bnt1 + as) H(a7L+1 + b;) (i) e[Ln]?
i=1 i=1
II @-a) JI -0
o Ii<gsntl 1<i<jsn+1
= H (ai n b]) En étes-vous vraiment convaincu(e) ?
(i,5)€[1,n+1]2
_ Vn+1 (al,...,an,an+1)Vn+1 (bl,...,bn,bn+1)
11 (ai +b;)
(i,5)€[1,n+1]2
Ainsi H,+1 est vraie. La récurrence est ainsi faite. O

Donnons une autre technique (plus calculatoire) a I’aide d’opérations sur les lignes et les colonnes pour établir la
relation de récurrence entre A, 11 et A,,.

Preuve : a partir de

1 1 1
a1 + b1 a1 + bo o m
1 1 1
A, = az + by az + b2 az + bny1
1 1 ' 1
An+1+ b1 angy1+b2 T ang1 + by

effectouns pour tout ¢ € [1,n], les opérations C; < C; — Cr11. On obtient :
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Effectuons des opérations sur les lignes suivantes :

A'n,«b»l

bry1 — b1

(a1 4+ b1)(ar + bnt1)
bn+1 — b1

(a2 + b1)(az2 + bns1)

An«!»l =

bn+1 - bl

(ant1 + b1)(@nt1 + bry1)

1

(a1 + brt1)(a2 + bps1) - ..

pour tout ¢ € [1,n], L; < L;

( n4+1 — b1 (an+1 - a1) (bn+1 — b

brost — bo 1
(a1 + b2)(a1 + bpt1) a1 + bnt
b1 — b 1
(a2 4 b2)(az + bny1) az + bpy1
b1 — bo 1
(ant+1 4+ b2)(ant1 + brt1) An+1 + bnt1
bnt1 — b1 bnt1 — b2 1
a1 + bnzl a1 + bn#
n+1 n+1 1
a2 + bnt1 a2 + bpt1 o
(an+1 + bn+l) . .
bny1 — b1 b1 — b2 1
an+1 +bnt1 Gny1 + bng

(an+1 - al)

) )
(a1 +b1)(a1 + bpt1) (a1 + b2)(a1 + bnt1)
(b1 — b1)(ant+1 — a2 nt1 — b2)(ant1 — a2
% (a2 + bl)(a2 +bni1) (a2 + bz)(az +bny1)
H (bn+1 + as) .
=1 bn+1 — b1 bri1 — b2
An+1 + bnt1 An+1 + bnt1
n An+4+1 — a1 An4+1 — A1 0
1_[([)nJrl — b)) ay + by (a1 + b2)
=1 An+4+1 — G2 An4+1 — a2 0
— —~ az + b1 az + b2
H (b1 + as) Han+1+b :
i=1 i=1 1 1 o1
an+4+1 — a1 An4+1 — a1 An+1 — a1
b a1 + b1 a1 + be a1 + by
H n+1 — An41 — G2 An41 — G2 An+1 — a2
J=1 az + by az + ba az + by
n+1 n . .
E( + + “ )E(a + + ) an+1 — Qn CLn-‘—l — Qn an+1 — Qn
an+b1 an+b2 an+bn
1 1 1
. . a1 +0b a1+ b a1+ by
[TGuwer = b)) [J(@nss —ap) [T 21 1
J=1 J=1 az + by az + b2 as + by,
n+1 n . . .
bn + a; an + bz : :
Z:I( +1 )E( +1+bi) H 1 L
an+b1 an+b2 an+bn
H n+1 — b H An+4+1 —
j=1 j=1
n+1 n An
H n+1 + [¢73 H An+1 + b
i=1 i=1
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— Lyp41. On obtient alors :

On a mis les fractions au méme déniminateur
1

On factorise dans le déterminant selon les lignes

puis les colonnes.

On développe par rapport a la derniére colonne

On reconnait le déterminant de Cauchy d’ordre
n.




33.7.3 Un autre déterminant sympathique

Soit n € [2,4+00][, a,b,c € K on cherche a calculer le déterminant suivant de taille n :

a c ... c
b
A(a,b,c) = .
.. c
b b
Premier cas : Supposons que b = c.
a b b
b . .o
A = On remarque que si on additionne les nombres de chaque ligne,
. .. b on obtient a + (n — 1)b
b .- b
a+(n—1)b b b
a
- b . . . . Cl — Cl + C2 + -+ Cn On remplace la colonne 1 par la somme de toutes les colonnes.
: : . a b
a+n—-1)b b ... b
10 b
. a i : On factorise la premiére colonne par (a + (n — 1)b)
= (a+(n=10b):
: b
10 b
1 b b
On élimine tous les 1 de la premiére colonne sauf le premier en
a — b 0 R 0 L2 — L2 _ Ll effectuant des opérations sur les lignes.
= (a+(n-=1)b): 0 . - : Ly« L3 — Ly
. A . On obtient une forme triangulaire supérieure. Le déterminant
. . .. .. 0 . est le produit des éléments diagonaux.
0 0 i 0 a-=0bl Ln<Lp—11
—1
= (a=b)""(a+(n—-1)b)

Deuxiéme cas : Supposons b # c.

N

-@- Astuce
Nous allons introduire une variable z € K et considérer le déterminant A(a + z,b + z, ¢ + x).

1. Nous allons démontrer a l’aide d’opérations sur les colonnes que A(a+x, b+ x, c+ x) est une fonction
affine (un polynéme de degré inférieur a 1) de la forme x — ax + f.

2. Déterminer « et 3.

3. Calculer A(a,b,c) en faisant z = 0.

Pour tout « € K, posons f () = A (a+ z,b+ z,c+ x), montrons que f est une fonction polynémiale de degré
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inférieur a 1 :

a+x c—a c—a -+ C—a
at+x c+x - cH4z b+x a—b c—b c—b
: : 0 a—2b :
f(z) = b—l.—x = . . |Ci+ C; —Cy pour i € [2,n]
: ' c+x : : 0 :
b+x -+ btz atzx : : : c—b
b+« 0 0 a—2>b

En développant suivant la premiére colonne, on obtient I’égalité :
fl@)=(a+2) M+ (b+2) A2+ + (b+ ) Ay,

ol A1, Ag, ..., A, sont des scalaires qu’il n’est pas utile de préciser. On remarque que f est bien une fonction
polynoémiale de degré inférieur a 1. Il existe a, 5 € K tels que :

Ve eK, f(x)=oax+p.

Utilisons deux valeurs de f pour déterminer complétement la fonction. Evaluons par exemple f(—b) et f(—c) :

a—b c—b -+ ¢c—b
F(=b) = 0 T L a—b) = —abt 8
: s ' c—b
0 0 a—2»
(f(=e)=(a—0¢)"=—ac+p

Déterminons « et 8 & l'aide de ces deux équations :

(@—c)" = (a—b)"

o =
—ab+ B = (a—Db)" b—c
n <
—actf=(a~-c) B_b(afc)”fc(afb)”
b—c
bla — )" — —p)\n
En conclusion : A(a,b,c) = f(0) = = (a C)b — Z(a )
,—[Proposition 30}
Soit n € [2, 40, a,b,c € K, le déterminant suivant de taille n vérifie :
@ © ovco @ bla —c)" — c(a — b)" §ibte
U h—
A(a,b,c) = b = ‘
I; b' 2 (a—b"" (a+(n-1)b) sib=c

\.

Remarque : On peut en fait se passer du premier cas oul b = ¢ et le retrouver a partir du second cas.
En effet, on sait que lapplication = +— A(a, b, x) est continue sur R, c’est en effet une fonction polynomiale en la

variable z (il suffit d’utiliser la grosse formule du déterminant d’une matrice).

Or pour tout z € R\ {b}, A(a’bjx):b(a—m)b—x(a—b) :517(“—5) —l;(a—l“) .
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On a par continuité, ’égalité
A(a,b,b) = lim A(a, b, z).
z—b
z(a —b)" —bla — x)"

x—b
fonction ¢ : x +— x(a — b)" — b(a — )™ qui est dérivable sur R et qui s’annule en b. Or

Pour calculer cette limite, on remarque la quantité est un taux d’accroissement en b de la

Ve eR, ¢/(x)=(a—0b)"+nbla—z)""

En conclusion, on retrouve que :

A(a,b,b) = :};E)I}) Ala,b,z) = ¢'(b) = (a — b)" + nb(a —b)" ! = (a —b)" L(a+ (n—1)b).
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33.8 Orientation d’un R-espace vectoriel

La notion d’orientation n’est valable que pour ‘ des espaces vectoriels sur R.

33.8.1 Définition et propriétés

Définition 31 (Orientation d’un espace vectoriel)}

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n avec n € N*. Soit B et B’ des bases de E.
On dit que la base B’ a la méme orientation que B si, et seulement si, dgt(B) > 0.

Théoréme 32]

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n avec n € N*. La relation binaire "avoir la méme orientation
sur ’ensemble des bases de F est une relation d’équivalence.

n

Définition 33
On appelle orientation d’un espace vectoriel le choix arbitraire d’une base de référence. Dans ce cas, une autre

base de E sera dite directe si, et seulement si, elle a la méme orientation que la base de référence. Elle sera dite
indirecte dans le cas contraire.

33.8.2 Effet d’un automorphisme sur ’orientation

z—[Théoréme 34] N
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n avec n € N*. Soit f € GL(F). Rappelons que 'image de toute
base de E par f est encore une base de E.

1. Si det(f) > 0 alors I'image de toute base directe (respectivement indirecte) de E par f est encore une
base directe (respectivement indirecte) de E. On dit que f préserve l'orientation.

2. Sidet(f) < 0 alors 'image de toute base directe (respectivement indirecte) de E par f devient une base
indirecte (respectivement directe) de E. On dit que f renverse l'orientation.
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