Chapitre 5

Espaces vectoriels normés 1
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5.1 Normes

5.1.1 Généralités

,—[Déﬁnition 1 (Norme) } y

Soit E un espace vectoriel sur K. On dit que N est une norme sur E si, et seulement si,

1. N est une application de £ dans RT  (Existence et positivité).
2.Vxe B, (N(x)=0 = z=0g) (Séparation).

3. Vx e B, VA€ K, N(\x)=|A\N(z) (Homogénéité).

4. Ve,y e E, N(zx+y)<N(z)+ N(y) (Inégalité triangulaire).

Lorsque E est muni d’'une norme N, on dit que le couple (E, N) est un espace vectoriel normeé.

\. J

Remarques :

1. Dans les exercices, les normes sont souvent définies comme des bornes supérieures, des sommes de séries
ou des intégrales, il est nécessaire de justifier soigneusement 1’existence de ces quantités.

2. Tl existe d’autres notations pour désigner une norme : ||-||, v, ... avec éventuellement des indices.

,—[Proposition 2} N
Soit (E, N) un espace vectoriel normé. On a alors :

1. N(0g) =0

2. Ve,ye E, |N(z)— N(y)| < N(z+y) (Deuxiéme inégalité triangulaire).

3.VneN, Y(zi,...,z,) €E", Y(\,...,\) €K", N (Z )\kxk) <) [l N (k) (Sous-linéarité).
k=1 k=1
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Preuve :

1. Remarquons que :
N(0g) = N(0.0g) = |0|N(0g) = 0.

2. Soit x,y € E, appliquons l'inégalité triangulaire :
N(x)=N(@+y+(-y) S N +y)+ N(—y) =N +y) +| - 1N(y) = Nz +y) + N(y).

Par conséquent :
N(z) = N(y) <Nz +y) (1)

Les vecteurs x et y jouent des roles symétriques, on a aussi : N(y) — N(z) < N(z + y), ce qui revient a :
—N(z+y) <N(z) - N() (2)

D’aprés (1) et (2), on a bien :
[N(z) = N(y)| < N(z +y).

3. L’inégalité se démontre a l’aide d’un raisonnement par récurrence sur n € N*.

~— Définition 3 \

Soit (F, N) un espace vectoriel normé. On dit qu'un vecteur = de E est unitaire ou normé si, et seulement si,

N(z)=1.




5.1.2 Distance associée a4 une norme

~— Définition 4

Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X toute application
d: X xX >R

vérifiant :
1. Pour tout z,y € X, d(x,y) > 0.
2. Pour tout z,y € X, (d(z,y) =0 < x=y).
3. Pour tout z,y € X, d(z,y) = d(y, x).
4. Pour tout z,y,z € X, d(z,y) < d(z,y) +d(y,z) (Inégalité triangulaire)

On dit que le coupe (X, d) est un espace métrique.

\.

~— Définition 5

Soit (E, N) un espace vectoriel normé. L’application :

ExE—R
-
(z,9) = [l =y

est une distance sur E. On 'appelle distance associée a la norme N.

\.

Remarques :
1. Il existe des distances qui ne sont associées a aucune norme.

2. Une distance d associée a une norme d’un espace vectoriel E vérifie deux autres propriétés :
e Pour tout z,y € X, pour tout A € K, d(Az, \y) = [\ d(z,y) (Homogénéité).
e Pour tout x,y,a € X, d(z + a,y+a) =d(z,y) (Invariance par translation).
Si d est une distance définie sur un espace vectoriel normé vérifiant les deux propriétés précédentes, alors
lapplication = — d(x,0f) est une norme sur E.

Exemples :

1. Définissons la distance dite "discréte" § sur R par

1 siz=y

Ve,y e R, d(x,y) =
Y (z,9) {O six#£y

On vérifie que § est une distance sur R, mais qu’elle n’est pas associée & une norme. En effet :

5(4,4) = 6(1,1) = 1 # [4]8(1, 1).

2. Dans (R?,||-||5), on définit la distance

R?2 x R? — R*
d: (2.9) {”.I‘ —ylly si z et y sont colinéaires
T,y .
’ [l + [lyll,  sinon



Méme si d est définie a partir de la norme |[|-||,, la distance "SNCF" n’est pas associée & une norme car
I'invariance par translation n’est pas définie. En effet, en notant e; = (1,0) et es = (0, 1) :

d(el,OE):l et d(€1+€2,€2):1+\/§5£d(€1,0E).

Ezercice E1 : Soit (X, d) un espace métrique. Soir A une partie non vide de X. Soit z € X. On appelle distance
de = & A le réel positif
d(xz,A) = inf d .
(z,4) = inf d(z,a)
1. Justifier que d(z, A) est bien définie.
2. Vérifier que :
r€A = d(z,A) =0
Veérifier pour X = R et A C R (& choisir) que la réciproque est en général fausse.

3. Montrer que :
anyeXa |d($aA)_d(y7A)’ <d(l‘,y)

5.2 Normes classiques

Rappelons un lemme rencontré en MPSI qui sera utilise par la suite :

Lemme 6
Soit A une partie non vide de R etk € Ry, sup(kA) = ksup(A).

5.2.1 Normes euclidiennes

Soit E un espace vectoriel sur R Rappelons la définition d’un produit scalaire.

~— Définition 7

On dit qu’une application (-, -) : {E xE=R est un produit scalaire sur E si, et seulement si :
(@,y) = (z,y)
1. Y(z1,79,9) € B3, YA\ p€R, (Az1+ pze,y,) = Ma1,y,) + ulze,y, ). (linéarité a gauche)
2. Y(z,y1,12) € B3, YA\ p R, (z, Ay + uya,) = M, y1,) + po(z, yo). (linéarité a droite)
3. Y(z,y) € E%, (x,y,) = (y,z,). (symétrie)
4. Vr e E, (x,z)>0. (positivite)

5. Soit x € E, ({(z,z) =0 = z=0g.) (caractére "définie")

Un produit scalaire ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
On dit que (E, ¢) est un espace préhilbertien réel.

\.

Donnons une proposition qui est utilisée en pratique pour montrer qu'une application est un produit scalaire :



,—[Proposition 8}
On considére une application :

(L [EXER
‘){me@m
(-,-) est un produit scalaire sur E si, et seulement si :
1. V(x,y) € E?, (z,y) = (y,x). (symétrie)
2. Y(z,y1,12) € B3, YA\ pu R, (x, Ay + pya) = Mx,y1) + pu(z,yo). (linéarité a droite)
3. Vx € B, (x,x) > 0. (positivité)
4. Soit x € E, ({(z,z) =0 = z = 0g.) (caractére "définie")

\.

Preuve : On peut se passer de la linéarité a gauche. Montrons que celle-ci s’obtient a partir de la symétrie et de la linéarité & droite. Soit
(y,21,22) € E3 et A\, u € R, évaluons :

(Az1 + pzo,y) = (y,A\z1 + pwe) (symétrie)
My, z1) + ply, z2) (linéarité a droite)
Mz, y) + p{z2,y)  (symétrie)

En conclusion, (-,-) est bien linéaire a gauche. O

Ezemples : Donnons des exemples de produits scalaires rencontrés en MPSI
1. L’application (-,-) définie par :
R® x R* - R
n
) oux = (x1,...,Tn) et y = e
Y @) e () = @y (@1, mn) 6y = a1, 30)
k=1
est un produit scalaire de R™ que 'on appelle produit scalaire canonique de R".
2. L’application (-,-) définie par :
<. > . { Mn,l(R> X Mn,l(R) —R
P (X,Y) = (X,Y) ='XY
est un produit scalaire de M, 1(R) que I'on appelle produit scalaire canonique de M, 1(R).

3. L’application (-,-) définie par :

VmwxMM)%R

o0 s (A, B) — (A, B) = Tr(!AB)

est un produit scalaire de M, (R) que I'on appelle produit scalaire canonique de M, (R).

Si A= (a@j)lgi’jgn et B = (bi,j)lgi,jgn, on a l’égalité :

air ... Q1n bl,l e blm, n n

(A,B) = : S P : =3 aijbiy.

i—1 i—1
an,1 --- Qnn bn71 bn,n v J

4. Soit a,b € R tels que —oco < a < b < 4+00. On note C([a, b], R) I'ensemble des fonctions continues sur [a, b]
a valeurs réelles. L’application :

C([a,b],R) x C(]a, b],R)

— R
L) - b
Ch): (f.9) = (lo) = [ Tt

est un produit scalaire de C([a, b], R).



,—[Théoréme 9 (Inégalité de Cauchy—Schvvarz)W

J

Soit E un espace vectoriel sur R. Soit (-,-) un produit scalaire sur E.

L Vo,y € B, |(z,9)I< |z]llyll ce qui revient a (z,y)*< [l=|*[lyll*.

2. Cas d’égalité : Soit x,y € E, on les équivalences :

{z,y)| = ||z]|[|yll] < (z,y) est lite <= x et y sont colinéaires.

~—{Définition 10}

Soit E un espace vectoriel sur R. Soit (-,-) un produit scalaire sur E. L’application :

BE {E o R
2> |zl = /(@)

est une norme sur E. On Pappelle norme euclidienne associée au produit scalaire (-, -).

\.

Ezxemples : Reprenons les produits scalaires précédents, on obtient ainsi des normes euclidiennes :

1. L’application |[|-||, définie par :

R™ — R*
Il - ~
x=(T1,...,2y) — ka
k=1
est une norme sur R".
2. L’application |-||, définie par :
M,1(R) —» RT

e 5 B "
Plx=1 | VXX= D 5

k=1

x’n

est une norme sur M, 1(R).

3. L’application ||-||, définie par :

UL I VATV VI

est une norme sur M, (R)

4. Soit a,b € R tels que —oo < a < b < +00. L’application :

C([a,b],R) — RT

HHQ : f — //b f(t)th

est une norme sur C([a, b, R).



,—[Théoréme 11 (Regles de calcul)} \
Soit E un espace vectoriel sur R. Soit (-,-) un produit scalaire sur E.

LYo,y € B, o+l = all® +2(z,9) + [yl

2. Yo,y € B, |lz—y)* = |lz|® - 2(z,y) + |yl

3. Vo,y € E, (z+y,z—y)=lz|*—|yl*

4. Vo,y € E, |z +yl*+ ||z —ylI> = 2(||z[|* + ||y[[*) (dentite du parallélogramme)

1
5 Vz,y € F, <$,y> = X(Hx -+ y”2 — H.%' = yHQ) (Identité de polarisation)

—{Définition 12}
Soit I un intervalle. On note £2(I,R) I'ensemble des fonctions continues sur I & valeurs dans R dont le carré est
intégrable :

L2(IL,R) = C(I,R 2(t)d
(I,R) {fE (I, )|/If(t) t est Convergente}

1. £%(I,R) est un sous-espace vectoriel de C(I,R)

2. L’application :
L2(I,R) x L2(I,R) — R

Ch: (f.9) - (flg) = / f(Hg()dt

est un produit scalaire de £2(I, R).

3. La norme euclidienne associée est 'application :
L3(I,R) - RT
1l - s /fQ(t)dt
I

que 'on appelle norme de la moyenne quadratique.




,—(Déﬁnition 13)

(N,R) = {(un) € RN | Zui est convergente}

1. £2(N,R) est un sous-espace vectoriel de R

2. L’application :
2(N,R) x 2(N,R) —R

1)

est un produit scalaire de ¢?(N,R).

3. La norme euclidienne associée est 'application :

On note £2(N,R) I'ensemble des suites (uy,,) & valeurs dans R telle que Z u? converge

+o0
(u,v) — (ulv) = Z UnUn,
n=0

5.2.2 Dans K" ou n € N*

r—(Déﬁnition 14)

1. On appelle norme 1 sur K", 'application :
K"® — R*

n
Il - (T1y. ey ) lek‘
k=1

2. On appelle norme 2 sur K", I'application :
K? — RT

[RIPE (

Tlyenoy Xp) —

3. On appelle norme infinie sur K”, ’application :

K* — R
I/l oo : (X1, . mp) krerﬁfi);] ||
Les applications |||/, |||l5 et |||/, sont des normes sur K".

\.




5.2.3 Dans un espace de dimension finie

—{Définition 15

Soit F un espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit B = (ey,...,e,) une base de E fixé.

1. On appelle norme 1 sur E, I’application :
K® — RT
s g 4 = (@1, 2n) 2 D> ek (@)

2. On appelle norme 2 sur K", ’application :
K" — Rt

2.8 -

3. On appelle norme infinie sur K", 'application :

K" — R*
oo,z x
) x = (x1,...,2n) — max_|e(z
(@1, v0) = ma [€f(o)
Les applications |-, g, [|l2 5 €t ||/l 5 sont des normes sur E.
FExercice B2 :
Soit E un R-espace vectoriel muni d’une norme || - ||. On se donne (z1,...,x,) € E". Montrer que I'application
R* — R4
N: -
Y O, h) — > e
k=1
est une norme sur R" si et seulement si (x1,...,2,) est une famille libre.

Exercice A3 :

n

Soit E = C™ et (e1,---ep) une base de E. Soit x = inei € E. On note || - ||, la norme définie sur E par
i=1

1
n »
x|, = (Z |l‘i|p> et || - [oo la norme définie par ||x||cc = max |x;|.
=1

1<ign

1
1. Démontrer que ||z||, < n?||z||oo-
<|

’xHP'

3. En déduire pklfoo lzllp = [|z]|co-

2. Démontrer que H33||oo



5.2.4 Dans les espaces de matrices

—{Définition 16 S
1. On appelle norme 1 sur M, ,(K), I'application :

M, »(K) = Rt
5 L p
Y 4= @) o > laiy
i=1 j=1

2. On appelle norme 2 sur M, ,(K), 'application :

“||2 : A= (ai,j) —

3. On appelle norme infinie sur M, ,(K), I’application :

M, ,(K) —» R

oo s § 4 = (@ ) s max N
(ai) <z,y>eulnuxu1,pu| v

Les applications ||-||{, ||-||y et |||/, sont des normes sur M, ,(K).

\. J

Ezercice E :
Pour A € M,, ,(R), on pose

Ny ( Na( A) = o ZI Aij
N3( A)
Montrer que Ny, N, N3 sont des normes sur M,, ,(R).
5.2.5 Dans les espaces des suites
—{Définition 17) |

On note :

H(N,K) = {(un) e KN | Z |un converge}

n=0

L’ensemble ¢ (N, K) est un sous-espace vectoriel de KN muni de la norme 1 :
AH(N,K) —» RT

+
Il - =
n=0

10



,—(Déﬁnition 18)

On note : £°(N, K) I'ensemble des suites bornées de KV,
L’ensemble (N, K) est un sous-espace vectoriel de KN muni de la norme infinie :

*°(N,K) - R

Floo = 9 (un) = sup Ju]
neN

5.2.6 Dans les espaces de fonctions

—{Définition 19)

Soit I un intervalle. On note :
LYI,K) = {f e C(1,K) | / |f(t)|dt converge}
I

L’ensemble £!(I,KK) est un sous-espace vectoriel de CP™(I,K) muni de la norme 1 :
LY, K) —» R

Il
fH/IIf(t)\dt

—{Définition 20)
Soit A un ensemble non vide. On note £>(A, K) 'ensemble des fonctions bornées sur A.
L’ensemble £>°(A,K) est un sous-espace vectoriel de (A, K) muni de la norme infinie :

L2(A,K) - R*

Floo = £ = sup | £(2)]
rEA

\.

Exercice A) :
Soit f, : & € R+ sin"(x) cos(x) pour n € N*. Calculer || f, ||

11



5.2.7 Dans les espaces de polynémes

Rappelons que l'on peut écrire tout polynéme P € K[X] sous la forme :

pP= ZanX”

n=0

ol (an)nen est une suite nulle & partir d’un certain rang.

r—[Déﬁnition 21}
1. On appelle norme 1 sur K[X], I'application :

K[X] — R*

”H : +o00 +o00
PP =) an X" a
n=0 n=>0

2. On appelle norme 2 sur K[X], Papplication :

K[X] — R*

R B
P = 2

n=0

FEzercice C6 : |[Mines-Télécom]|

On pose pour une partie A de R et P € R[X],Na(P) = sup [P(z)].
€A

A quelle condition nécessaire et suffisante N est-elle une norme sur R[X] ?

12



5.2.8 Produit fini d’espaces vectoriels normés

—{Définition 22
Soit n € N*. Soit (E1, N1), ..., (En, N,) des espaces vectoriels normés. L’application :

Fix---xFE, >R

(x1y...,2n) — max_ Ng(zk)
ke[l,n
n
est une norme sur ’espace vectoriel produit H Ej.. Cette norme est appelée norme produit.
k=1

Preuve :

1. L’application N est bien définie en tant que maximum d’un nombre fini de réels. Vérifions que N est bien & valeurs dans RT. Soit
z=(x1,...,Zn) € E1 X -+- X En. Remarquons que pour tout k € [1,n], Ng(zr) = 0. Ainsi :

N(z) = R Ni(zx) 20

2. Soit x = (z1,...,2n) € E1 X -+- X Ey,. Supposons que N(z) = 0. Ainsi : krrﬁax]]Nk(ack) = 0. Ainsi :
cl1l,n

Vk € [1,n], Ng(zx) <O0.

Or par positivité des normes,
Vk € [1,n], Ng(zg) > 0.

Par antisymeétrie,
Vk € [[1,n]], Nk(xk)zo.

La propriété de séparation des normes donne :
Vk € ﬂl,n]], IKZOE;C~

Finalement z = (0g,,...,0g, ). On a prouvé que :
Vx:(zl,...,:vn)eEl><-~~><En,(N(a:):0 - xZ(OEl,...,OEn))
3. Soit x = (z1,...,2n) € E1 X -+ X En. Soit A € K. Rappelons que :

Az =A(z1,...,2n) = (Az1,...,A\zn)

N(Az) = kérﬁ??;]] Ni(Azg) = kgﬁ,};]] [A|Ni(zg) (homogénéité)
= |\ N, = |A\|N ().
N M) = AN (2)
4. Soit z = (z1,...,2n) E 1 X -+ X En et y = (y1,...,yn) € E1 X -+ X E,. Remarquons que :

z+y=(r1+y1, -, Tn+Yn)

Pour tout k € [1,n],

Ni(zr + yi) Ni(zr) + Ne(yr) (Inégalité triangulaire pour Ng)

<
< N, N, <N N
kg[l[%?;]]lk\ k(mk)""kgl[i’;]]‘M & (yx) (=) + N(y)

On en déduit que :
Jmax ANk (2 + yr) < N(z) + N(y).

N(z+y) < N(z)+ N(y).

13



5.3 Quelques définitions ensemblistes

5.3.1 Boules ouvertes et fermées

—{Définition 23} S

Soit (E, ||-]|) un espace vectoriel normé. Soit d la distance associé. Soit a € E et r €]0,4o00[. On appelle :

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r I’ensemble :
B(a,r) ={x € E | d(z,a) <1}

B(a,r) est 'ensemble des ¢éléments de E dont la distance & a est strictement inférieure a 7.

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r ’ensemble :

B(a,r)={x € E | d(z,a) <1}

B(a,r) est 'ensemble des éléments de E dont la distance & a est inférieure ou égale a r.

3. On appelle sphére de centre a et de rayon r I’ensemble :
S(a,r)={x € E|d(z,a) =r}

S(a,r) est ensemble des éléments de E dont la distance a a est égale a r.

Remarque : Dans le cas ott a = O et r = 1, les ensembles B(0g, 1), B(0g, 1), S(0x, 1) sont appelés respectivement
boule unité ouverte, boule unité fermé, sphére unité.

,—[Déﬁnition 24} |

Soit E un espace vectoriel normé.

1. Soit u, v deux vecteurs de E. On appelle segment [u, v] I’ensemble
[u,v] = {tu+ (1 — t)v,t € [0,1]}

2. Soit A une partie de E, elle est dite convexe si, et seulement si, pour tout couple (u,v) € E?, [u,v] C A.

\. J

Proposition 25}

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Les boules ouvertes (respectivement fermées) sont convexes.

Preuve : Soit B(a,d) une boule ouverte. Soit z,y deux éléments de la boule. On sait que par définition ||z — al| < § et ||y — a|| < 4.
Soit z =tz + (1 — t)y un élément du segment [z,y] ou t € [0,1]. On a

d(z,a) =z —all =z —a) + A =t)(y —a)l| <tz —all+ 1 -ty —all <t5+ (1 —1)§ = 4.

On en déduit que z € B(a, ) et donc que [z,y] C B(a,?).
En conclusion, B(a, §) est bien convexe.

Le raisonnement est similaire pour les boules fermées. O
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5.3.2 Parties, suites et fonctions bornées

—{Définition 26 S

Soir (E, ||-||) un espace vectoriel normé.

1. Soit X une partie de E. On dit que X est bornée si, et seulement si, il existe M € R,

VreX, |zll<M.

2. Soit (u,) € E¥. On dit que la suite (u,) est bornée si, et seulement si, il existe M € R,

YneN, |un| <M.

3. Soit A un ensemble. Soit f € F(A, E). On dit que f est bornée sur X si, et seulement si, il existe M € R,

Veed, |f(@)] <M.

Ezxzemple :
On munit M, (R) du produit scalaire canonique, prouvons que O, (R) est borné. Soit M € O, (R).

1M = /Tr(MTM) = \/Te(L,) = V7
On en déduit que O, (R) est borné.

,—[Proposition 27] \

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Soit X une partie de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L’ensemble X est borné.
2. ll existe M € RT, X C B(0g, M).
3. Il existe a € E, il existe M € RT, X C B(a, M).

\. J

Preuve : Prouvons que 3) = 1)
Soit a € E et M € R tel que X C B(a, M). Trouvons un réel M’ tel que B(a, M) C B(0g,M'). Posons : M’ = M 4 d(a,0g) et on a que pour
x € B(a, M),

d(0g,z) <d(0g,a) +d(a,z) <d(0g,a) + M = M'.
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5.4 Suites a valeurs dans un espace vectoriel normé

5.4.1 Définition et propriétés

(Définition 28)
Soit (E, ||-]]) un espace vectoriel normé.

Soit (Un)n>n, une suite a valeurs dans E. Soit £ € E. On dit que la suite (u,,) admetl ¢ pour limite si, et seulement
si:

Ve >0, 3IN:=ng, Vn>=ng, (n=N, = |ju,—{| <¢).
Ce qui revient & :

Ve >0, 3dN.>=ng, Yn>=N, |u,—/{ <e.

On note alors lim w, =¥ ou u,, — ¢ et on dit que la suite (u,) converge vers /.
n—+o00 n—+o00

Remarques :
1. On peut remplacer ||u,, — ¢|| < & par u, € B({,¢) ou encore d(uy,/) < ¢.

2. Dans cette définition, on a privilégié les inégalités larges ||u, — £|| < e, on peut aussi utiliser des
inégalités strictes. En effet, la définition avec I'inégalité stricte implique celle avec 'inégalité large puisque
B(¢,e) C B(¢,¢). D’autre part, la définition avec l'inégalité large implique celle avec 'inégalité stricte car
B((,5) C B({,¢).

3. On dit que (uy) est divergente si, et seulement si, la suite (u,) n’est pas convergente.

4. On a les équivalences suivantes :

Uy ——— ¥ <— u, —{ —— 0.
n—-+o0o n—-+oo

Uy —— = ||lu, — || —— 0.
n—-+oo n—-+oo

,O Explications :

Ve > 0, AN; € [nog, +oof, Vn = Ne,  lup, — 4| <e
Quel que soit le Il existe un rang A partir de ce rang N,,
rayon ¢ > 0 de N; (qui dépend de les termes de la suite
la boule B(4,¢) e) dans [ng, +00[ rentrent dans B(/, )
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,—[Théoréme 29 (Unicité de la limite)] \

Soit (£, ||-]|) un espace vectoriel normé. Soit (uy,)n>n, une suite a valeurs dans E. Soit £ € E.
Si la suite (un)n>n, admet une limite ¢ alors cette limite est unique. La notation :

lim u,=4¢ ou wu, ——/.
n—-+00o n—-4o0o

est cohérente.

\. J

Théoréme 30

Soit (E, ||]|) un espace vectoriel normé. Soit (uy)n>0 une suite a valeurs dans E. Si la suite (u,) est convergente,
alors elle est bornée.

Remarques :

1. La réciproque de ce théoréme est fausse, nous verrons que la suite ((—1)")nen (qui est bornée) est
divergente.

2. Attention, il existe des suites non bornées comme (n(—1)"),en qui n’admettent pas de limite infinie.

Preuve : Soit (un)nen & valeurs dans E. . On suppose que (un) est convergente vers un réel £ € E. Montrons que la suite (up) est bornée.
Comme lim wup, = £. La définition de la limite assure que :
n—-+oo

Ve >0, 3IN. €N, Vn>N. |upn—{]|<ec.

En prenant € = 1. Il existe un entier N1 € N tel que :
Vn = N1, |lun —£]] < 1.

L’inégalité triangulaire assure que :
vn = Ni,  llunll = 4] < Jlun — €] < 1.

Ainsi :
Vn > Ni, unl =€) < 1.

Vo> N1, funll < 1+ ]l

Remarquons que :
vn € [0, N1 — 1], lunll < max({luoll, lull, -, lluny —1]) -

=K

Finalement :
Vn €N, |[lun| < max(K,1+[€])

Le réel max(K,1+ ||¢||) est une constante qui ne dépend pas de n.

En conclusion, la suite (ur) est bornée. O
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5.4.2 Opérations sur les suites convergentes

,—[Proposition 31} <

L’ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de EN.
Pour tout A, 4 € K et pour tout suites (u,) et (v,) convergentes alors la suite (Au,, + pvy,) converge et

lim  (Auy, + pv,) = )\ngr—il-loo (up) +p lim (vy,).

n—-+o00 n—-+o00

Proposition 32}

Soit (uy,) € EN une suite convergente de limite £ € E.
1. La suite réelle(||uy,||) converge vers ||£]|.

2. Soit (\,,) une suite de scalaire convergente vers A. La suite (A,u,) converge vers AZ.

,—[Proposition 33} \

Soit (A, || - ||) une algébre munie d’une norme telle qu'il existe C' > 0 vérifiant que pour tout z,y dans A,

{le x gl < Cllall 1y |
Soit (up) et (v,) deux suites convergentes vers £ et ¢'. La suite (u,vy,) converge et

lim  (upvy) = 00
n—-+o0o

Preuve : Remarquons que pour tout n € N,
o — €€ = i (v = £) + (= D €] < fun (0 =€) + [0 — 0 ]

Or la suite (un) est bornée car convergente. Soit M est un majorant de (||un]|).
D’autre part, il existe une constante C' telle que pour tout (z,y) € A2, ||z.y|| < C||z||||ly||. On en déduit que

0 < |lunvn — £€'|| < C.M |lvp — €| + C.||€/|| Nlun — €] —>—

n——+oo
Le théoréme d’encadrement des limites assure que ||upvn, — €| — 0.
n—oo
En conclusion :

. _
ngal}oo (unvn) = €0

Définition 34 (Point adhérent a une partie)}

Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide de E. Soit a € E.
On dit que a est adhérent a A si, et seulement si, il existe une suite d’éléments de A convergeant vers a.

Exemples :

1. Le nombre réel 1 est par exemple un point adhérent a l'intervalle [0, 1[.

1
2. La matrice nulle est adhérent & GL,(C) puisque <,[n) est une suite de GL,,(C) convergeant vers la
p peEN*

matrice nulle.
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5.4.3 Convergence dans un produit d’espaces vectoriels normés

,—[Proposition 35} |

Soit n € N*. Soit (E1, N1),..., (Ep, Np) des espaces vectoriels normés. Rappelons que I'espace vectoriel produit

P
E = H E. peut étre muni de la norme produit définie par :
k=1

Eix---xE,—R

T1,...,Tp) — max Ng(z

@1y 0) = iy M)
Soit (uy,) une suite a valeurs dans E. On note pour tout n € N,

Up = (up(l),...,un(p)) ou pour tout k € [1,p], un(k) € Eg,

La suite (u,) est convergente si, et seulement si, pour tout k € [1,p], les suites (u,(k)) sont convergentes.
Dans ce cas :

lim wu, = ( lim wu,(1),..., lim u ) .
n—-+00 " n—-+o0o n( >7 ’ n——+0o n(p)
Preuve : Supposons que la suite (un) est convergente de limite ¢ = (£1,...,{,) € E. Soit k € [1, p], remarquons que :

0 < Ni(un(k) — ;) < max Ni(z; — ;) = N(up —£).
ie[1,p]

Or par définition : lir_rﬁ N(upn — £) = 0. Le théoréme d’encadrement des limites assure que :
n—-+oo

lim Ng(un(k) —4£) =0

n—-+oo

On en déduit que pour tout k € [1,p], la suite (un(k)) converge vers ¢j.

Réciproquement, supposons que pour tout k € [1,p], la suite (ur (k)) converge vers un élément ¢;, € Ej,. Notons £ = (¢1,...,¢,) € E. Remarquons
que pour tout n € N :

0 < N(up —¥0) = max Ni(zi —£:) < > (Ng(un(k) = £y))
’ k=1

Or par définition pour tout k € [1, p], liril (Ng(un (k) — £;) = 0. En tant que somme finie :
n—r oo

lim (Nj(un (k) — £3)) = 0.

n—+oo
+ k=1

Le théoréme d’encadrement des limites assure que :
lim N(un, —¢€) =0.

n——+oo
Finalement, la suite (up) est convergente de limite £ = (¢1,...,4p) € E. O
,—[Proposition 36} \
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit B = (e, ..., ey). Soit (u,) € EN.

1. La suite (uy) est bornée si et seulement si pour tout i € [1,n], (e} (uy)) est bornée.

2. La suite (uy,) est convergente si et seulement si pour tout ¢ € [1,n], (e (u,)) est convergente.

Dans ce cas, si on note ¢ la limite de (uy,), pour tout i € [1,n], e ({) = liI_sr_l (€7 (un))-
n—-+oo
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Ezemples :

1. Soit (Ap) une suite de M,,(K). On note pour tout p € N, A, = (a;;(p)).

La suite (A,) converge vers M = (m;;) si et seulement si pour tout (i,5) € [1,n]?, ai;(p) Mg
p——+00

2. On munit M,,(K) de la norme || - ||oc Soit A un matrice de M,,(K). On suppose que A diagonalisable et

Sp(A)c{zeC | |[z]<1}.
Il existe alors P € GL,( K) telle que P~*AP = D ot D est une matrice diagonale dont les coefficients
diagonaux sont de module strictement inférieurs & 1 . On les note A1,..., A,.

VpeN, DP= (P 'AP)" =P l4rp
Ainsi AP = PDPP L,

p
Remarquons que || DP|| = (zgﬁ%ﬁ] ])\Z|> m 0. D’autre part

)

147]| oo = [[PDPP7Y| , < 0 [ID™ o [Pl ([P~ oo =2 0

p——+o00

Le théoréme d’encadrement des limites assure que A? — 0.
n—oo

5.4.4 Suites extraites et valeurs d’adhérence d’une suite

Définition 37 (Suite extraite)}

On appelle suite extraite ou sous-suite d'une suite (uy),,cy de E toute suite de la forme (u
est strictement croissante.

99(”))1161\1 ou @ : N =N

Remarques :

1. Si ¢ : N — N est une application strictement croissante, alors
VneN, ¢n)=>n

2. En particulier ¢(n) " +00.
n—-+0o0

Proposition 38]

Soit (uy,) € EN. Si (uy,) converge vers £ alors toute suite extraite de (u,) converge encore vers /.

Théoréme 39}

Soit (u,) € EN une suite. On considére la suite d’indinces pairs (usg,) et la suite d’indices impairs (u2,41).
Les suites (ugy) et (ugn4+1) convergent vers la méme limite £ si, et seulement si, la suite (u,) converge vers £.

Définition 40 (Valeurs d’adhérence d’une suite)}

Soit (u,) € EN et z € E.
On dit que z est une valeur d’adhérence si, et seulement si, il existe une suite extraite (uw(n)) qui converge vers
x.

20



Proposition 41}

Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence qui est sa limite.

Remarque : On utilise souvent la contraposée de cette proposition pour montrer qu’'une suite n’admet pas de
limite en trouvant deux suites extraites n’ayant pas la méme limite.

Meth 42 (Pour prouver qu’une suite n’admet pas de limite)j

Pour prouver qu’une suite (u,) n’admet pas de limite, on peut mettre en évidence deux suites extraites de (uy,)
admettant deux limites différentes.

,—[Proposition 43} \

Soit (u,) € EN. Soit x € E.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L’élément x est une valeur d’adhérence de la suite (uy,).

2.
Ve>0, VNeN, In>=N, u,E€ B(x,¢).

Ezercice K7 :
On considére E ’espace vectoriel des suites réelles bornées que ’on munit de la norme uniforme. On pose
u:n € N (—=1)". Calculer la distance de u au sous-espace vectoriel F de E formé des suites convergentes.

Exercice BS :
Soit E = R[X] 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Pour tout P € I, en notant (a),cy la suite
presque nulle de ses coefficients, on pose

[Pl = sup |ax|
keN
1. Montrer que || - || est une norme sur E.

2. Pour n € N, on pose P,, = X". Montrer que (P,),cy est bornée mais ne converge pas (au sens de || - [ ).

Exercice A9 :
Soit A € M,(R) telle que la suite de terme général A™ converge vers L. Montrer que L est une matrice de
projecteur.

FEzercice EF10 :

S]

n > Montrer que lim A} = < cosa —sma )

Soit a € R. Pour n € N*, on pose A,, = ( .
1 n—+o0 sina cosa

3l —

Exercice E11 :
Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit u € L(E) tel que ||u(z)|| < ||z| pour tout = € E.
1. Montrer que E = Ker (Idg —u) @ Im (Idg —u).
1 n—1
2. Soit € E. Pour n € N*, on pose z,, = - Z u®(z). Montrer que (x,) converge vers la projection de z

k=0
sur Ker (Idg —u) parallelement & Im (Idg —u).
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5.5 Normes équivalentes

5.5.1 Généralités

,—[Déﬁnition 44 (Normes équivalentes)} .

Soit E/ un espace vectoriel. Soit N1 et Ny deux normes sur F.
On dit que N; est équivalentes a Ny si, et seulement si, il existe C1, Ca €]0, +00] tels que pour tout = € E :

{Nl(x) < C1Na(x)
NQ(I‘) § C’gNl(x)

Remarque :
L’équivalence des normes N et Ny revient aussi & dire :

ElamB 6]07 +OO[7 Vr € E7 OZNQ(ZU) < Nl(x) < 5]\72([’6)

Proposition 45}

La relation d’équivalence des normes d’un espace vectoriel porte bien son nom, c’est une relation d’équivalence.

5.5.2 Exemples

,—[Proposition 46} \

Soit p € N*. Les normes |[|-||;, ||-[|5, |||l sur K? sont équivalentes. Plus précisément, pour tout = € K? :

2]l < llzlly < Pl

1] o

VP
VP

1| oo

zlly <
HfUHz <

<
< l=lly

Preuve : Soit z = (z1,...,zp) € KP.
1l existe jo € [1,p], ||zl = max_|z;| = |z,
j€l1,p]
P
o llzllo = lzjol <D l2jl = llzll;
j=1

p P
Il = el < > lellg = pllzl -
j=1 j=1

Y4
I2llos = |2jol < V1ol <[> l2j1* = |2l
=1

P p
lelly = /> Iz < D alloe = vo 2l -
j=1 j=1

(i wj) = ll=lly

P P P
o |z|l, = Z(\xj\ x 1) < Z ;]2 Z 12 = /p||z||, (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
j=1 j=1 j=1

Les constantes trouvées sont optimales car il y a égalité lorsque ’on choisit convenablement le vecteur x.

p p
lzlly = [D> lesl® < [D o lwslP+2 >0 ailley] =
j=1 j=1

1<i<j<p
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5.5.3 Notions invariantes par des normes équivalentes

Proposition 47 (Invariance de la convergence)]

Soit Ny et Ny deux normes équivalentes sur un espace vectoriel E. Soit (uy,) € EN.
La suite converge pour la norme N; si et seulement si elle converge pour la norme Nos.
Dans ce cas les limites sont les mémes.

Preuve : On suppose que (ur) converge vers ¢ pour Ny. Dans ce cas (N1 (un — £)) tend vers 0. Or

Vn € N»NQ (Un 78) < CQNl (un 7‘6)

D’aprés le théoréme d’encadrement des limites Na (un — £) tend aussi vers 0 et de ce fait, (uy) tend vers £ pour Ns. O

Proposition 48 (Invariance du caractére borné)]

Soit N7 et Ny deux normes équivalentes sur un espace vectoriel E. Soit (u,) € EN.
La suite (u,) est bornée pour la norme Nj si, et seulement si, (u,) est bornée pour la norme No.

Ezxzemple :
Considérons l'espace vectoriel C([0, 1], R) que 'on peut munir, au choix, des normes || - ||1 et || - [|s0. Soit (f5) la
suite de fonctions définie par f, : t — t"™.

1. La suite (f,) converge vers la fonction nulle pour la norme || - ||; puisque

1
1l =/ " dt =
0

2. La suite (f,,) ne converge pas vers la fonction nulle pour la norme || - | puisque [ |, = supyep 1y [t"] =

1 — 0.
n—-4o00

—
n+1 n—+oo

Les normes || - ||1 et || - ||oo ne sont pas équivalentes.

,—[Proposition 49 (pour montrer que deux normes ne sont pas équivalentes)]

Soit E un espace vectoriel. Soit N1 et No deux normes sur E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Les normes N et Na ne sont pas équivalentes.

2. 1l existe une suite(x,)neny d’éléments de E telle que :
VneN, x,#0g

N1 (.’En)
NQ(:E”) n—-+oo

¢ oule{0,+00}

Preuve : Supposons que les normes Np et N2 ne sont pas équivalentes. Ainsi :
VC1,C2 €]0,+00[, Fz € E, (Ni(z)>CiNa(z) ou No(z)>CaNi(z))
Soit n € N*| prenons C7 = Cy = n. 1l existe z,, € E tel que :
Ni(zn) > nN2(zn) ou Na(zn)>nNi(zn)
Remarquons que z, est nécessairement différent de Og, car sinon on aurait une contradiction 0 > 0.

Nl(zn) >n ou N2(Zn)
N2(Zn) Nl(zn)
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Introduisons :

A= {n € N* | N1(zn) Noen) n}

Na(zn) Ni(zn)
Remarquons que AU B = N*. Comme N* est infinie, 'une au moins des parties A ou B est infinie.

Supposons par exemple qu’il s’agit de A. Il existe une application strictement croissante ¢ : N — N telle que ¢(N) = A.
Ainsi pour tout n € N,
Ny (an(n))

Na(z

n} et B:{neN*|

> ¢(n)
p(n)

Or HIII ¢(n) = +o00. Le théoréme de comparaison des limites assure que :
n— 400

Ni(z
i M)y
e Na(Zp(n)
En posant pour tout n € N, x, = z,(») est bien un élément non nul de E et
N
lim 1(acn) = 400
n—-+oo No(zy)

Réciproquement, raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe une suite (2 )ncn d’éléments de E telle que :

vn €N, =z, #0g

Ni(zy)
l uf e {0,
Na(an) motee (O EE 10 Foo}

et que les normes N; et N2 sont équivalentes. Il existe C1,Ca €]0, +oo] tels que :
1
Vr € E, C—Nz(a;) < Ni(z) < C1Na(x)
2

Ainsi pour tout n € N :

1
—Na(zpn) < N1(zn) < C1N2(2n)
Cs

1 < Ni(zn)

Co ~ No(xn) !

En faisant tendre n vers +oo,
1
0< — <€ C) < +o0
Co

ce qui contredit le fait que £ € {0, +o0o0}. En conclusion, les normes N; et N2 ne sont pas équivalentes.

f—[Proposition 50 (Comparaison des normes ||-||;, [|[l5s I]lo sur ¢1(N, K))W

J
Rappelons que £}(N,K) c £2(N,K) c /~°(N,K).
Les [|ll1s llas Illo de £2(N,K) ne sont pas équivalentes. On a tout de méme les inégalités :
lulloo < llully
Vu € '(N,K), < [lull < [lull,
lully < flully

Preuve : Soit u = (un) € £*(N,K), remarquons que pour tout n € N,

—+oo
lun| < Jug| = Jlull,
k=0

Ainsi
llulloo = sup Jun| < flully
neN

D’autre part,

+ o0
2
lun] < 4| D lugl? = Jlull,
k=0
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Par conséquent :
lull oo = sup Jun| < [lull,
neN

Enfin pour tout n € N, on a vu que :

n n
> el <D fukl
k=0 k=0

En faisant tendre n vers +o00, on obtient :

“+ oo “+ o0
lully = | D ful? < Junl = [ull; -
k=0 k=0

Pour montrer que les normes ne sont pas équivalentes, considérons la suite (Up)nen de £1(N,K) définie par :

lsip<n
0 sinon

VEEN, Un(p)= {

On vérifie que pour tout n € N, (Un(p))pen est bien un élément de ¢1(N,K) et :

n
1WUnllog =1, NUaly =D 1=n+1, [Unll,=

j=0
Par conséquent :
A roo, N0l AT -
[Unllog n—rtoo IUnllog mrtoo [Unlly n—too
En conclusion, les |||y, [I‘l2; [|]lo de €}(N,K) ne sont pas équivalentes. a

,—[Proposition 51 (Comparaison des normes ||-||1, [|l9, [|:||o, sur I'ensemble des fonctions Continues)]—

Rappelons que C%([a, b], K) peut étre muni des normes [|-||1, |||, [|*[lo
Les |||l [I'll» 'l o de C%([a, b],K) ne sont pas équivalentes. On a tout de méme les inégalités :

11y < (b — a) | Fllo
vf€C[a.bl.K), I/l < vB—alfll,
1l < Vo =allflle

Preuve : Considérons la suite de fonctions (fy) & valeurs dans C%([a, b], K) définie pour tout n € N par :

o (1)

Remarquons que pour tout n € N, || fn||,, = 1. Les fonctions f,, admettent en b un maximum commun qui vaut 1. D’autre part :

b

b (t —a)nt?! b—a
= t)dt = =
Iall / a0 Lnﬂ)(b,a)n o
)2 d (t — a)2n+1 ]b b—a
= t =
Ialle = [ Gatenae = [[ =02 [om
Par conséquent :
fnll o Il TAR
[fnllag m=toe” 7 lfalle notoo 7 ifnlly oo
En conclusion, les [|-||1, [|]l5, ||I'lloc de C°([a, ], K) ne sont pas équivalentes. O
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Ezercice C12 :
On note E = C°([0,1],R). Pour f € E, on note

1 1
1l = /0 Ol et N(f) = / A (D))

0

1. Montrer que N est une norme sur F.

2. Pour n € N, on note f, la fonction définie sur [0, 1] par :

ot n(l—nt) sitel0,1/n]
" 0 sinon

Calculer N (f,) en fonction de n et vérifier que (fy),cy converge vers la fonction nulle au sens de N.

3. Pour n € N, calculer | fy||;. Que peut-on en conclure ?

FExercice E13 :
Soit E un espace vectoriel réel, N1 et Ny deux normes sur E et By (resp. Bs ) la boule fermée de centre Og et
de rayon 1 au sens de N (resp. By ). Montrer que By = By si, et seulement si, Nj = Na.

Ezercice C14 : [Polytechnique]
On pose :
E={f€C*([0,1,R) | f(0) = f'(0) =0}
1. Montrer que f — N (f” +2f" + )., est une norme sur E, que 'on notera N.
2. Montrer que N domine N, et préciser la plus petite constante a > 0 telle que Ny < alN.

3. Les normes N et N sont-elles équivalentes ?
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