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8.1 Généralités et rayon de convergence

8.1.1 Définition

~— Définition 1 \

Soit (ay) une suite a valeurs complexes.

1. La série entiére associée a la suite (a,,) est la série de fonctions E fnoou:

fn:{(C — C

z = apz"

Par abus, la série entiére E fn sera notée E anz".

2. L’ensemble D des nombres complexes z tels que la série numérique g a,z" soit convergente est appelé
domaine de convergence de la série entiére.

3. La somme de la série entiére E anz™ est la fonction :

D — C

+oo
S n
z E an?

n=0

Remarques :
1. 1l se peut que l'indexation de la suite (a,,) démarre a U'entier naturel ng, dans ce cas la série entiére

associée & (ap)n>n, Sera notée E anz".
n=no

Parfois, il pourra étre utilise de poser par convention que :

Vn € [n,no], an=0.

2. La série entiére de la variable réelle associée & une suite (a,) est la série de fonctions E fnoou:

e { [E0D] - €

t —  apt"

3. Il arrive parfois d’étudier des séries entiéres dites lacunaires.

Soit (ay) une suite & valeurs complexes. La série E anz®" est une série entiére E bpz" ou la suite (by,)

est définie par :

2n = Qn

bant1 =
Vn € N, {2“ 0

Plus généralement, soit (v, )nen une suite d’entiers naturels strictement croissante. La série E anz’™ est

une série entiére Z bpz" ou la suite (by,) est définie par :

Wn €N, {bn:ak sin=uv,oukéeN

b, =0 sinon



Ezemples :

1. La série géométrique E 2" est une série entiére. On sait qu’elle est convergente lorsque |z| < 1. Dans ce

cas :
—+00

n=0

2. La série entiére E —; est convergente pour tout z € C et vaut par définition :
n!

+o0
2" .
E 7' =€ .
= n!
N
3. Tout fonction polynomiale z — E apz" est une série entiére (lacunaire). On remarque :
n=0

Vn>N+1, a,=0.

8.1.2 Rayon de convergence

Lemme 2 (d’Abel)}

Soit g anz" une série entiére.

On suppose qu’il existe zg € C tel que (an2{)nen soit une suite bornée.
Alors pour tout z € C tel que |z| < |z0], la série numérique Z anz" est absolument convergente.

Preuve :
11 existe M > 0 tel que :
vn €N, |anzy| < M.

On suppose que zg # 0.
Soit z € C tel que |z|] < |z0|, on a :

20

n
z
Vn €N, |anz"| = |anz{] —‘ <M

2

z

20

n
Or est donc convergente. Le théoréme de comparaison des séries positives par inégalité assure que la

z
< 1. La série géométrique Z ’—
20

série E |anz"]| est convergente. Par conséquent, la série E anz™ est absolument convergente.

Dans le cas ot zg = 0, le résultat est vrai car la série numérique g anz™ est constante égale a ag et est donc absolument convergente.

~— Lemme 3 \

Soit Z an 2" une série entiére. Notons :
B, = {r € Ry | (|an|r™) est bornée}.

1. Si B, est majorée. Alors
(a) sup B, existe. On notera R, = sup B,.
(b) L’ensemble B, est égale a [0, R,[ ou [0, R,].

2. Si B, est non majorée. Alors B, = [0, +o0].




Preuve :

1. Supposons que B, soit majorée et non vide puisque 0 € B,. L’axiome de la borne supérieure assure que sup BB, existe. Montrons que :
[0, Rq[C Ba C [0, Ra].

Soit r € B,. Par définition de la borne supérieure, R, est en particulier un majorant de B,. Donc 0 < r < Rq. Ainsi B, C [0, Ra]-
Montrons que [0, R,[C B4. La preuve est similaire au lemme d’Abel. Soit r € [0, Rq|.

La caractérisation de la borne supérieure assure qu’il existe rg €]0, Rq] tel que 7o € Bq avec r < rg < Rq.

Ainsi la suite (anr{) est bornée par un réel M. Or :

n
r
vneN, |apr™| = |anry||—

< lanry| < M.

To

car < 1. La suite (an7™) est donc bornée. Donc r € B,. On en déduit que : [0, Ro[C Bg. Finalement :

[0, Ra[C Ba C [0, Ral.

Ceci prouve que B, est égale a [0, Rq[ ou [0, Ry].

2. Supposons que B, est non majoré. Montrons que B, = [0, +o0].
On sait par définition que B, C [0, +o0o[. Montrons que 'inclusion réciproque. Soit r € [0, +o0].
Comme B, est non majorée, il existerg € B, tel que r¢g > r. Ainsi :

n
r
Vn eN, |anr"|= = lanry] | —| < lanr(]

n
n T
anro —
To

T

T0
Comme la suite (anr{) est bornée. On en déduit que la suite (anr™) est bornée. Donc r € Ba.
On a ainsi montré que [0, +00[C B,. Par double inclusion, on obtient :

car < 1.

Ba = [0, +o0l.

,—[Déﬁnition 4 (Rayon de convergenee)}

Soit E a, 2" une série entiére.

1. La borne supérieure dans Ry de 'ensemble {r € R, | (|a,|ry,) est bornée} est appelé rayon de convergence
de la série entiére Z anz". Si on note ce rayon de convergence R, :
Ry =sup{r € Ry | (Jan|r") est bornée} € R;.

2. Le disque de convergence de la série entiére Z anz" est le disque D(0,R,).
3. L’intervalle de convergence de la série entiére Z anz" est I'intervalle | — Rq, Ryl

Remarques :
1. Dire que la suite (a,r"), -, est bornée est équivalent a dire la suite (|a,|7"),-, est bornée.

2. Dans le cas ot R = +00 cela revient a dire que pour tout r € Ry la suite (a,r"),~o est bornée.
Dans ce cas, le disque ouvert de convergence est C et 'intervalle ouvert de convergence est R.

Ezemples :
n

z
1. Le rayon de convergence de la série exponentielle Z — est +oo0.
n

2. Le rayon de convergence de la série géométrique Z z" est 1.




8.1.3 Convergence simple

~— Théoréme 5 N

Soit E anz" une série entiére de rayon de convergence R,. Soit z € C :

1. Si |z| < Rq alors la série numeérique g apz" est absolument convergente.
2. Si|z| > R, alors la série numérique E apz" est diverge grossiérement.

3. Si |z| = Rg, nous n’avons pas de résultats généraux. Une étude dépendant de Z a,z" doit étre effectuée.

\. J

Remarque : On a ainsi I'égalité R, = sup {'r >0] Z an,r™ converge absolument }

Preuve : Soit Z anz™ une série entiére de rayon de convergence R, et z € C. Rappelons que par définition,

@ = Sup {r >0 | (anr”)nEN est bornée }

1. Si|z] < Rq alors il existe r € Ry tel que |z] < r < Rq. Comme (anr™), o est bornée.
D’aprés le lemme d’Abel, Z anz" est absolument convergente.

2. Si|z| > Rq alors la suite (an2™), ¢y n'est pas bornée donc ne converge pas vers 0.
Ainsi, la série > anz™ diverge grossiérement.

ZTL
3. Considérons la série Z — dont le rayon de convergence est 1.
nz1
. . . - . . (="
Pour z = —1, on obtient au signe prés la série harmonique alternée Z e
n=1

qui est convergente de somme — In(2).

1
Pour z = 1, on obtient la série harmonique Z — qui est divergente.
n>1

~— Corollaire 6 .

Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R,. Soit D le domaine de convergence de la série entiére.
e Si R, =0 alors D = {0}.
e Si R, = +o00 alors D = C.
e Si R, €]0,+400[ alors :

D(0,R,) C D C D(0,R,)

e Size(C(0,R,), les natures des séries numériques E a, 2" ne suivent pas de régles générales.

Z anz" converge absolument R
| I I -

n . s n . N
E anz est diverge grossiérement —Rq 0 Rg E apz  est diverge grossiérement



iR

E anz" est diverge grossiérement Pas de résultats généraux sur la convergence de E @pZ"

.

L °

E anz™ est absolument convergente

~— Théoréme 7

Soit E anz" une série entiére de rayon de convergence R,. On considére les ensembles suivants :

By, = {r € R4 | (apr™) est bornée}

Co = {r € Ry | (anr™) est convergente}

CY = {r e Ry | (a,r™) converge vers 0}

SC, = {T‘ eRy | Zanr" Converge}

\SACa = {r eRy | Z apr" converge absolument}

On a les inclusions :

[0, Ry[C SAC, € SC, C C2 C C, € B, C [0, Ry]

et les égalités :
R, = sup B, = supC, = supC? = sup SC, = sup SAC,.

Preuve : Montrons que 'inclusion [0, Rq[C SACq.
Soit € [0, Rq[ (dans le cas ot Rq = +00, ceci revient a dire que r > 0).
Comme B, C [0, Rq]. Il existe rog € B, tel que r < rg < Ry. Ainsi pour tout n € N :

n
0 < |lanr™| = lanry |

T
r

Comme 79 € Bg, il existe M > 0 tel que :
vneN, |anry| <M.

Ainsi : n
T

70

vneN, 0<|anr™| <M

n
. . s T . N PN . - s . s
Or la série géométrique E ‘—‘ est convergente puisque ‘%’ < 1. D’aprés le théoréme de comparaison des séries positives par inégalité, on en
0

déduit que la série Z anr” converge absolument. Finalement r € SAC,.

On vient de prouver I'inclusion
[0, Ra[C SAC,



Pour prouver les autres inclusions, on remarque que si r € SAC,, par définition la série E anr™ converge absolument, donc la série E anr

est convergente. Donc la suite

n——+oo

lim an,r™ = 0. Ainsi la suite (a,7™) est convergente. Finalement, la suite (a,r™) est bornée.

SAC, C SCq CCO CCy C B,

Comme B, est égal a [0, Ry] ou [0, Ra[. On a bien l'inclusion.

[0, Ra[CSAC, C SCq C C2 C Cu C BoC [0, Ry

On en déduit que :

R, = sup B, = supCq = sup Cg =supSCq = supSAC,.

8.2 Détermination du rayon de convergence

8.2.1

Soit

gence R,. Soit r € Ry.
Si I'une des conditions suivantes est vérifiées :

1.
2. La suite (a,r™) est convergente.
3.

4. La série Z anr™ est convergente.
5.

alors R, > r.

Par double inégalité

anz" une série entiére de rayon de conver- Soit
gence R,. Soit r € R.
Si 'une des conditions suivantes est vérifiées :

1.
2.
3.
4.

La suite (a,r™) est bornée.

La suite (a,r™) est converge vers 0.

La série g a,r" est absolument convergente.

— Meth 8 N — Meth 9

n

~

E anz" une série entiére de rayon de conver-

5.

alors R, < r.

La suite (a,r™) n’est pas bornée.
La suite (a,r™) est divergente.

La suite (a,r™) ne converge pas vers 0.

La série g a,r" est divergente.

La série g lan|r™ est divergente.

\ 7 \ v
Preuve : En effet, un tel réel r est dans [0, Rq]| d’aprés la proposition Preuve : En effet, un tel réel r est dans [R,, +oo[ d’aprés la propo-
précédente. O sition précédente.

~—{Théoréme 10}

Soit E anz" et E bn2" des séries entiéres de rayon de convergence respectifs R, et Rj.
1. Sia,= O (by) alors R, > Ry,.
n——+o00
2. Sia,= o (b,) alors R, > Ry.
n—-+4o0o
3. Sia, ~ (by) alors R, = Ry.
n——+o00
\
Preuve :
1. Supposons que a,, = O+ (bn). Ainsi il existe un réel M > 0 et un rang ng € N tel que :
n—+0o0o

Vn}ﬂm ‘an‘ <M|bn|'

Soit r € By. Par définition la suite (b,r™) est bornée par un réel C. Ainsi :

Vn = ng, |anr™| < M|byr™| < MC.

Donc la suite (an7™) est elle aussi bornée. On en déduit que : r € B,.

Par conséquent, on a l'inclusion : B, C B,. En passant aux bornes supérieures, on en déduit que :

sup By, < sup Bg.

Ce qui revient & : Ry < Ryg.




2. Rappelons quesian, = o (bp)alorsan= O (bn).

n——+oo n—-+oo
D’aprés ce qui précéde, on a Ry < Ry,.

3. Sian ~ (bp) alors:
n—-+oo

Par conséquent Ry, < Ry et Ry < Ry
Par antisymétrie, R, = Ryp.

8.2.2 Reégle de d’Alembert
Rappelons la régle de d’Alembert :

,—[Théoréme 11 (Regle de d’Alembert)} \

Soit (uy,) une suite a valeurs complexes ne s’annulant pas a partir d’un certain rang.

Un41
Un

On suppose que : lim =/ € [0,400].

n—-+o0o

1. Si0< <1, alors la série Z Uy, est absolument convergente.
2. Si ¢ > 1, alors la série diverge grossiérement.

3. Si ¢ =1, on ne peut pas conclure avec cette régle.

n+1
21’L

n

Ezxemple : Déterminons le rayon de convergence de la série entiére E
n=0

Pour r €0, +oc[. La suite (u,(r)) = (%:7") ne s’annule pas. Calculons :
Ung1(r)] n+2r”+1 2n . on+2 . r
un(r) 2n+1 (n+1)rm 2(n+1) notoo 2
. r R , n+1,
Sir < 2 alors 3 < 1. La régle de d’Alembert assure que Z o " est absolument convergente. Donc R, > 2.
n=0
. T . ) n+1l ., . N
Sir > 2 alors 3 > 1. La régle de d’Alembert assure que Z on r" diverge grossiérement. Donc R, < 2.
n=0
. L. .. n+1 ,
En conclusion, le rayon de convergence de la série entiére Z on % vaut 2.

n=0

=4
2n+1

Ezxemple : Considérons la série entiére Z 2" dont le rayon de convergence est noté R. Pour r €]0, +00].

La suite (u,(r)) = ((2;13: 7“”) ne s’annule pas. Calculons :
_2n+1

Unt1(r) _ r -
2n+3 n—o+oo

Un (1)

(=0 (20 + 1)t
_' (=1)"(2n + 3)rm

(=D"

e Sir <1 alors la régle de d’Alembert assure que Z r" est absolument convergente. Donc R > 1.

2n+1
, \ : (=D" n g .
e Sir > 1 alors la régle de d’Alembert assure que Z o+ 7" diverge grossiérement. Donc R < 1.
n
. i ontic =D" .
En conclusion, le rayon de convergence de la série entiére Z Z" vaut 1.
2n+1



Ezxemple : Considérons la série entiére lacunaire E n!z" dont le rayon de convergence est noté R.

Pour r €]0, +o00[. La suite (u,(r)) = <n!r"2) ne s’annule pas. Calculons :

(n+ 1)lr(n+D)?

nlrn®

Un+1 (T)
U (1)

:(n+1)r2"+1 0 sir.<1
n—+o0o | 400 sir>1

D’aprés la régle de d’Alembert,

: . P 2
e Sir < 1, la série numérique E nlr™ est absolument convergente. Donc R > 1.
e Sir > 1, la série numérique E nlr™ diverge grossiérement. Donc R < 1.
. 2 L3 N 2
En conclusion, le rayon de convergence de la série entiére g nlz" est 1.

2n

>z3" dont le rayon de convergence est noté R.
n

Ezxemple : Considérons la série entiére lacunaire g <

((21? ) 7“3”) ne s’annule pas. Calculons :

Pour r €]0, +o0[. La suite (un(r))

2n+2\, 3n..3
Un+1(7) (7?+1 )i _ (2n +2)(2n + 1)r3 43
un (r) (ryran (n+1)? notoo’

Remarquons que :

43 <1 = r<

IS
wl=|

D’aprés la régle de d’Alembert :

. : : 2n
e Sir < -, la série numérique g ( 3" est absolument convergente. Donc R > L.
43 n 43

. : : 2n . .
e Sir > -1 la série numérique g ( 3" est diverge grossiérement. Donc R < .
43 n

En conclusion :

1
R — -1
43
U
Remarque : La régle de d’Alembert pour les séries numériques peut ne pas fonctionner lorsque le rapport —ntl
Un,

n’admet pas de limite.

[Corollaire 12 (Reégle de d’Alembert pour les séries entiéres non lacunaires)]

Soit E a,z" une série entiére (non lacunaire). On suppose que :
n=0

1. la suite (an),, ne s’annule pas au voisinage de +oc.

2. lim [9n+1] =/ € [0, +o0]
n—+oo ‘an’
1
alors le rayon de convergence de la série est R = 7
1 1
Avec la convention dans [0, +00] que — = 400 et —— = 0.
0 +00




. . . . 2n
Remarque : Cette régle ne s’applique pas aux séries entiéres lacunaires comme E ( 23",
—_— n

Preuve :
Soit r € RY.. Posons (un) = (Jan|7™) qui est strictement positive. Par hypothése :

u

lim 2L — g ¢ [0, 4+00]
n—+o0  Up

Nous allons utiliser la régle de d’Alembert pour les séries numériques.

u
Untl _ pp = 0 < 1. Donc la série Z |an| 7™ converge toujours donc R = +oo.

n=0

1. Si¢ =0, pour tout r € Ry, lim

n—-+oo Un,

2. Si £ = +o0, pour tout r € R* | lim Untl

= {r = +00 > 1. Cela montre que la série Z lan|r™ diverge grossiérement (sauf lorsque
n—+o0  Up

n=0
r =0) donc R = 0.

1
3. Si € €0, +oo[. Pourr > 7, lim Untl _or > 1.

n—-+oo Un,

1
Donc la série Z |an|r™ diverge. Cela implique que r > R. Comme cette inégalité est vraie pour tout r > 7 on en déduit que :
n>0

~ |-
WV
=T

1 u
D’autre part, pour r < A lim — — <1

n—+oo Uy

1
Donc la série Z |an|r™ converge. Donc r < R. Comme cette inégalité est vraie pour tout r < 7 on en déduit que :
n=0

~ |-
IN
=

1
Par antisymétrie, R = 7

O
Proposition 13}
Soit « € R. La série entiére g n“z" a un rayon de convergence égal a 1.
n=>1
Preuve : On pose an, = n®. On vérifie bien que n® ne s’annule pas si n > 1. De plus
1« 1\“
(n+1)* - (1 + ,> s 1
n<« n n——+oo
La régle de d’Alembert pour les séries entiéres assure que le rayon de convergence vaut
1
R=-=1
1
O

8.2.3 Autres méthodes pour déterminer un rayon de convergence

Effectuons quelques remarques générales pour calculer un rayon de convergence.

Proposition 14}

Les séries entiéres E anz" et E lan|2" ont méme rayon de convergence.

10



Preuve : Remarquons que :
By = {r € Ry | (anr™) est bornée} = {r € Ry | (lan|r™) est bornée} = B

On en déduit que : sup Bq = sup Biq- Ainsi, les séries entiéres E anz™ et E |an|2™ ont méme rayon de convergence. O

Proposition 15}

Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R,. Soit P € C[X]| un polynéme non nul.

Les séries entiéres g anz" et g P(n)a,z" ont méme rayon de convergence.

Preuve : Posons pour tout n € N, b, = P(n)an.
Premier cas : Si P = X est un polyndéme constant non nul avec A € C*.
On remarque :
Ba = {r € Ry | (anr™) est bornée} = {r € Ry | (Aanr™) est bornée} = By,

Donc R, = Ry.

Deuxiéme cas : Si deg(P) > 1. Soit r € B,. Montrons que r € [0, Ry]. Remarquons que lirf |[P(n)| = +oco.
n——+oo

11 existe ng € N tel que pour tout n > ng, |P(n)| > 1. Ainsi :

Vn = ng, |anr™| <|PMn)anr™| = |bnr™|.

Or la suite (bnr™) est bornée. Donc la suite (anr™) est aussi. Donc r € B,.
On a montré que : By C By. Donc sup By, < sup Bg.
Ainsi Ry < Rq.

Soit r € [0, Ra[. Il existe 79 €]r, Rq[ tel que 79 € Bg. Or

Vn €N, |bpr"|=|P(n)anr"| = = |lanrq|

TTL
anP(n)—r{
"o

o z)'

n n
< 1. Ainsi  lim 'P(n) (L) ’ = 0 d’aprés les croissances comparées. La suite (‘P(n) (L>
n—+00 T0 70

T

T0
D’autre part la suite (an7{) est bornée puisque ro € Bs. On en déduit que (bnr™) Pest aussi.
En conclusion, 7 € By. On a prouvé que [0, R, [C Bp.

Ainsi : sup[0, Rq[< sup By. Donc Rq < Ry.

Par antisymétrie, on en déduit que : R, = Rp.

Remarquons que

) est donc bornée.

Proposition 16}

Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R,. Soit F' € C(X) une fraction rationnelle non nulle.

Les séries entiéres E anz" et g F(n)anz" ont méme rayon de convergence.

Preuve : On sait qu’a partir d’un certain rang ng € N, F(n) est bien définie.

Notons pour tout n > ng, by, = F(n)an, = %an. ou P,Q € C[X]. En utilisant la proposition précédente aux polyndémes Q puis P :

Ry = B(Q(n)bn) = B(P(n)an) = Ba-

,—[Proposition 17}

Soit (by,) et (¢p) deux suites a valeurs complexes. On définit la suite (a,) par :

as, = b
Vn € N, " "
A2p4+1 = Cn

Alors R, = min (v/Ry, VR.).

\.
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Preuve : Soit r € R4. Raisonnons par équivalences :

r € Bq (anr™) est bornée

(agnr2") est bornée et (a27,,+17“2"+1) est bornée

2n+1y est bornée

(byr®™) est bornée et (cur
(b r®™) est bornée et (c,72") est bornée
(bn(r*)™) est bornée et (cn(r?)™) est bornée
r2eB, et r2eB.

r2€ByNBy (%)

fptreeeey

Sir € By alors r2 € By et 72 € Be.

Or By, C [0, Rp] et Be C [0, Rc].

Donc r2 € [0, Ry] et 72 € [0, Rc]. Donc 7 < /Ry, et 7 < /Re.

Ainsi : 7 < min(v/Rp, v/Re). On a prouvé que B, C [0, min(v/Rp, vV Re)]-
Ainsi sup B, < sup[0, min(y/Rp, vV Re)], ce qui donne : R, < min(v/Ry, vV Re).

Réciproquement. Soit r € [0, min(y/Rp, vV Re)|[. Ainsi 7 < /Ry et r < /Re. Donc 12 < Ry et 72 < R.. On en déduit que : r2 € [0, Rp[N[0, Rc[.
Or rappelons que [0, Rp[C By, et [0, Rc[C Be.

D’aprés (x),r € Bq. On a prouvé que [0, min(v/Ry, vV Re)[C Ba-

En passant aux bornes supérieures, on obtient : min(v/Rp, vV Re) < Ra-

En conclusion, par antisymétrie :
Ra:rmn(MR,\Uh).

Ezercice E1 : Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes.

L. Z(l\/){
. Zinn(n)z”
Z(n +2") 2"

[\)

- W

Ezercice E2 : Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes.

1. Zcos(n)z"
9 Z sir;bnzn
3. Ztan (n77r> 2"

4. Z dnz" ou d, est le nombre de diviseurs positifs de n
neN*

5. E anz" ol a, est la n®™¢ décimale de 7

Exercice E3 : Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes.
1 g P
n
2. ) 2ns?

ot
W
=

Exercice EJ : Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) -, a,z™ dans chacun des cas suivants
— =

12



pour tout n € N* a,, = In(n);
pour tout n € N*, a,, = exp(n);

pour tout n € N*, a,, = arcsin(1/n);

= W D=

n
_ 1
pour tout n € N* a,, = (1+\/ﬁ> )

FEzercice E5 : Déterminer le rayon de convergence de la série entiére g anx”™ d’une variable réelle et préciser
n=1
I'intervalle de convergence dans chacun des cas suivants :

1. pour tout n € N* a,, = arctan (1/n2) :
2. pour tout n € N*, a,, = arctan(n);

3. pour tout n € N*, a,, = arctan(1/n).
1

Ezercice C6 : [Mines-Télécom| Soit (uy,) une suite définie par : ug > 0 et pour tout n € N, up1 = up + 7.

Déterminer les réels « pour lesquels la série entiére ) -, unz™ converge.
=

Ezxercice E7 : Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Déterminer le rayon de convergence de

la série entiére E anz>".

Ezercice E8 : Soit Y a,z™ une série entiére de rayon de convergence R. Déterminer le rayon de convergence de
2. _n
E a,z".

Ezercice E9 : [Régle de Cauchy]|
Soit (ay) € CN telle que

lim {/|ap| =¢ € Ry U{+o0}

n—-+o0o

Déterminer le rayon de convergence de la série E anz".
neN

13



8.3 Opérations sur les séries entiéres

Définition 18)
Soit Z anz" et Z b,z" des séries entiéres.
La somme des séries entiéres Z anz" et Z b,z est la série entiére Z(an + by)2".

~—{ Théoréme 19} .

Soit Z a,z" et Z b,z" des séries entiéres de rayon de convergence respectifs R, et Rp.
1. Le rayon de convergence R de la série entiére Z(an + by,) 2" vérifie :

R > min(R,, Rp).

2. Pour tout z € C avec |z| < min(R,, Rp),

—+00 —+00 “+00
Z(an +byp)2" = Z anz" + Z bn2".
n=0 n=0 n=0

3. Si Ry # Ryp alors R = min(R,, Ry).

Preuve :

1. Soit z € C tel que |z| < min(Rq, Rp). On sait que les séries numériques Z anz" et Z b z™ sont absolument convergentes.

Ainsi le rayon de convergence R de la série entiére Z(an + bn)z" vérifie R > min(Ra, Rp).

2. De plus, la série entiére Z(an + bn)z" est absolument convergente et :

—+oo —+o0 —+oo
Z(an +bp)2" = Z anz" + Z bpz™.
n=0 n=0 n=0

3. Sans perte de généralités, on peut supposer par exemple que : R, < Rj. On sait dans ce cas que R > R,. On peut illustrer la situation
a l’aide du schéma ci-dessous :

Zanzn et anzn convergent absolument R

—R, —Rq 0 Rq Ry,

nog.
E anpz diverge

Pour tout r € Ry tel que R, < 7 < Ry, on sait que Zanr" est divergente et anrn est convergente. Ainsi Z(an + bp)r™ est

divergente.
On en déduit que R < r. Donc R < R,. En conclusion R = R,.

O

Remarque : Dans le cas o R, = Ry, il se peut que R # R,. En effet considérons les séries entiéres Z 2" et

Z —2" dont les rayons de convergence valent 1. On remarque que Z(l —1)2" est la série entiére nulle dont le

rayon de convergence est +oo.

14



F[Déﬁnition 20] \
Soit Z apz" et Z by z" des séries entiéres. Le produit de Cauchy des séries entiéres Z apz" et Z b,z est la

série entiére g cp2" avec :

n n
VneN, c¢,= Z(lkbn—k = Zan_kbk.
k=0 k=0

~—{ Théoréme 21} .

Soit Z anz" et Z by z" des séries entiéres de rayon de convergence respectifs R, et Rp.

n
1. Le rayon de convergence R du produit de Cauchy Z Z apby,_k | 2" vérifie :
k=0

R > min(R,, Rp).

2. Pour tout z € C avec |z| < min(R,, Rp),

+oo n +oo +oo
E apbn_p | 2" = E anz" E b, 2"
n=0 \k=0 n=0 n=0

Preuve : Remarquons que pour tout n € N :
n
cnz" = Z apzFb, 2"k
k=0

La série numérique Z cn 2™ est le produit de Cauchy des séries numériques Z anz™ et Z bn2™.
Or pour tout z € C tel que |z| < min(Rq, Rp), on sait que les séries numériques Zanzn et Z bn 2" sont absolument convergentes. On en
déduit que leur produit de Cauchy Z cp 2™ lest aussi et :

+oo n —+o0o 400

3 (Laei) = (S ) (St

n=0 \k=0 n=0 n=0
La série numérique chr" étant absolument convergente pour r < min(Rq, Rp). On en déduit que le rayon de convergence R de la séries
entiéres Z cnz” vérifie :

R > min(Rq, Rp).-

O

Ezemple : La série entiére Z(n + 1)z" a un rayon de convergence égal a 1 . Cette série est le produit de Cauchy
des séries Z anz" et Z bpz" ot a, = b, = 1. On en déduit que :

= 1 1

1
v C 1 1)2"= =
z€C, |zl <1, Z(n—i— )z T X1 S TEE

n=0
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8.4 FEtude de la somme d’une série entiére

8.4.1 Convergence normale d’une série entiére

Théoréme 22]

Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R,. Soit R € [0, R,[

La série de fonction E a,z" converge normalement, donc uniformément sur le disque fermé D(0, R).

Preuve : Posons pour tout n € N, uy, : z — anz™.
Soit R € [0, Rq[ fixé. Remarquons que pour tout z € D(0, R), |z| < R

Vn €N, |un(z)] =lanz"| < |anR"|

Or R € SAC,. Donc la série numérique Z anR™ est absolument convergente. Ains la série numérique Z |an R™| converge. On en déduit que

la série de fonctions Z un(2z) converge normalement sur D(0, R).

Elle converge donc uniformément sur D(0, R). O

& Attention

| En général, une série entiére ne converge pas uniformément sur son disque ouvert de convergence D(0, R,).

Ezxemple : Considérons la série entiére géométrique E z" dont le rayon de convergence est 1 .
n=0

1. Pour tout a < 1, la série entiére E 2" converge normalement sur D(0, «) ou sur [—a, «] si on travaille
n=0
avec une variable réelle.

2. Etudions la convergence normale sur | - 1,1[. Pour tout entier n > 0, ||z ~ 2" 1= 1 Comme la

00,]—
série Z 1 diverge, il n’y a pas convergence normale de la série entiére sur | — 1, 1][.
n=0
3. On peut aussi montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur | - 1,1[. En effet, si c’était le cas, on

pourrait appliquer le théoréme de la double limite ce qui n’est pas possible car la série Z ( lim x”)

n>1 z—1—
diverge.
,—[Théoréme 23 (Continuité)}
Soit E anz" une série entiére de rayon de convergence R,,.
+o0
La somme de la série entiére z — g anz" est continue sur son disque ouvert de convergence D(0, Ry).
n=0

Preuve : Posons comme précédemment pour tout n € N, uy, : 2z — anz™.
e Les fonctions uy, : z — anz™ sont continues sur D(0, Ra).
e Soit K un compact quelconque inclus dans D(0, Rs). Remarquons que lapplication :

K — Rt
est continue sur le compact. Elle est donc majorée et atteint sa borne supérieure. Notons : rx =sup{|z| | z € K}.

Il existe zx € K tel que rx = |zx| < Rq. Ainsi pour tout z € K, |2| < rg = |2Kk]|.

Ainsi K C D(0,rx) C D(0, Rq).

Or la série de fonctions Z anz™ converge uniformément sur tout disque fermé inclus dans D(0, R, ), en particulier dans D(0,7x) et

donc dans K.
+oo
Le théoréme de continuité sous le signe somme assure que la somme de la série entiére z — g anz™ est continue sur D(0, Rq).
n=0
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8.4.2 Etude de la somme d’une série entiére de variable réelle

On étudie dans ce paragraphe les séries entiéres g anpx™ on x est un réel. Résumons les propriétés rencontrées

précédemment :

r—[Théoréme 24] N

Soit g a,z" une série entiére de rayon de convergence R,.

1. L’ensemble des réels z tels que la série numérique E an,x™ soit convergente est un intervalle I, vérifiant :

| = Ra, Ro|[C Iy C [—Rq, Ry)-

2. La série de fonctions E anx™ converge normalement, donc uniformément sur tout segment inclus dans

|- R,R|[.
400
3. La somme de la série entiére x +— Z apx" est continue sur | — R, R,|[.
n=0

Remarque : La fonction somme est alors définie sur | — R, R[ ou | — R, R] ou [-R, R[ ou [—R, R]. Si le théoréme
précédent ssure la continuité de la somme sur | —R, R, il ne dit rien de 'éventuelle continuité en R et en —R en
cas de convergence.

Remarquons que si la série Z anR" ‘Converge absolument‘ alors Z anz™ converge normalement sur [—R, R]
puisque :

Ve € [-R,R], |apx"| < |an| R"
+oo
Dans ce cas, la somme x — Z anz™ est continue sur [—R, R].

n=0
Le résultat reste vrai méme en cas de semi-convergence comme ’exprime le théoréme de convergence radiale

d’Abel ci-dessous (dont la preuve est hors programme).

,—[Théoréme 25 (Théoréme de convergence radiale d’Abel)] \

Soit Z a,x" une série entiére de rayon de convergence R € R’ . On suppose que Z an R™ converge. Alors :

“+o00 “+o00
E apx’ — an, R"
z— R~
n=0 =0

Remarque : Le résultat est aussi vrai en —R.

Corollaire 26]

La somme d’une série entiére de la variable réelle est continue sur I'intervalle de convergence.

17



8.4.3 Primitive de la somme d’une série entiére de variable réelle

~— Lemme 27 \

Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R,. Soit p € N.

1. Les séries enticres E Anyp2" €t E a,z" ont méme rayon de convergence.

2. Les séries entiéres E an2"tP et E a,z" ont méme rayon de convergence.

Preuve :
1. Remarquons que Z Antp2" = Z anz P, Soit r € Ry.
n=0 nz>p
La suite (anr™"P),>) est bornée si, et seulement si, la suite (an7™) l'est aussi. On a égalité des ensembles :
{r € Ry | (anr™ P)p>p est bornée} = {r € Ry | (anr™)p>p est bornée} .
Les bornes supérieures de [0, +00] de ces ensembles coincident. Par conséquent, les séries entiéres Z An4pz" et Z anz" ont méme
rayon de convergence.
2. Soit r € R4. La suite (anr™P),>, est bornée si, et seulement si, la suite (anr™) l'est aussi. On a égalité des ensembles :

{r € Ry | (anr™"P),>, est bornée} = {r € Ry | (anr™),>p est bornée} .
Les bornes supérieures de [0, +00] de ces ensembles coincident. Par conséquent, les séries entiéres Z anz"+p et Z anz"™ ont méme

rayon de convergence.

5

—{Définition 28

Soit E apx™ une série entiére. On appelle série entiére primitive de la série entiére E anx" la série entiére

n=0
a
PR
n+1

n=0
Ces deux séries entiéres ont méme rayon de convergence.

\.
Qan n

N P - N an A - N
Preuve : D’aprés le lemme précédent, la série entiére E n 1x"+1 a méme rayon de convergence que la série entiére g 1 z™.
n n

a
La suite (%) différent de la suite (an) & la multiplication prés par une fraction rationnelle en n non nulle. D’aprés la proposition les
n

L. N Qn N
séries entiéres E anz” et E 1 z™t! ont méme rayon de convergence.
n—+

r—[Théoréme 29]
Soit apx™ une série entiére de rayon de convergence R, > 0.
La somme de la série entiére primitive

+oo

a
xHZ n :L,n—l—l
n+1

n=0

+o0

est 'unique primitive sur |R,, Ry[ s’annulant en 0 de = — Z anT
n=0

n

18



400
Preuve : Rappelons que la fonction Sq : x > Z anx™ est continue sur | — Ry, Rq[. La primitive de S, sur | — Rq, Rq[ s’annulant en 0 est :

n=0

z o0
T — / Z ant™dt.
0 n=0

+oo
Or la série de fonctions ¢ — Z ant™ converge uniformément sur [0, z] ou [z, 0] (suivant que x soit positif ou négatif). Le théoréme d’interversion
n=0
série-intégrale assure que :
z o0 z'rH»l

too T +o0
Voel— Ro Rl [ D antdt=3an [Ctdr=3" a0, .
0 n=0 n=0 0 n—>0 n—+1

8.4.4 Dérivée de la somme d’une série entiére de variable réelle

~—{Définition 30)

Soit E a,x" une série entiére. On appelle série entiére dérivée de la série entiére g a,x" la série entiére

Znanfnn_l — Z(n + Dapy12".

n=1 n=0

Ces deux séries entiéres ont méme rayon de convergence.

\.

Preuve : D’apreés le lemme [27] la série entiére E (n 4+ 1)ap4+12™ a méme rayon de convergence que la série entiére E nanpx™.

La suite (nay) différent de la suite (an) & la multiplication prés par un polynéme non nul en n. D’aprés la proposition les séries entiéres

Zanx" et Z(n + 1)ap4+12™ ont méme rayon de convergence.

z—[Théoréme 31]

Soit a,x" une série entiére de rayon de convergence R, > 0. On note :
n y g a
] = Ra, R — C
Syt s
@ T E apx"
n=0
La fonction S, est de classe C! sur | — R,, Ry| et :
“+oo “+o0o
/ —
Vz €] — Ry, Ra], S, (z) = E na,z™ ' = E (n+ 1ap412".
n=1 n=0
Preuve : Posons pour tout n € N, uy, : ¢ — apax™.
e Pour tout n € N, les fonctions u,, sont de classe ¢l sur ] — Ra, Ra[ et :
n—1 B *
Vz €] = Ra, Ral, () = {“"” st el
0 sinon

e La série de fonctions Z uy, converge simplement vers Sq sur | — R, Rql.

e La série de fonctions E u,, converge uniformément sur tout segment inclus dans | — R, Rq[ en tant que série entiére dérivée de rayon

de convergence Rg.
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Le théoréme de classe C! sous le signe somme assure que S, est de classe Cl sur ] — Ra, Ra[ et :

—+o0 —+o0 —+oo
Vz €] — Ra, Ra[, Si(z)= Z ul (z) = Z napz" 1 = E(n + Dant+1z™.
n=0 n=1 n=0
0
r—[Théoréme 32] N
Soit Z anx" une série entiére de rayon de convergence R, > 0. On note :
|- Re,R] — C
“+o0o
ISE:
@ r = Z anz"
n=0
La fonction S, est de classe C*> sur | — R,, R,[ et :
“+o0o “+oo
WpEN, Vod RaoR SP@ =3 n(-1)...(n—p+ Dans"? =3 (ntp)(n+p—1)...(n+ Dany]
n=p n=0
r—[Corollaire 33] .
Soit Z apx™ une série entiére de rayon de convergence R, > 0. On note :
|- Rs, R — C
+oo
Sa :
a T = Z anT"
n=0
Alors : ®)
Sy (0
YneN, a,= ai()
n!
Ainsi :
+oo
sM(0) ,
Vz €] = Rg,Ral, Sa(z) =) e
n=0
Preuve : Comme la fonction S, est de classe C*° sur | — Rq, Ra[, on a :
) = 0= (n+p)! n
Ve €)= RoRal, SP@) =3 (ntp)ntp—1). 0t Danspa” = 3 " a0
n=0 n=0 :
En évaluant cette égalité en = 0, on obtient :
vpeN, S2(0) =play
Ce qui revient a :
(p)
VpeN, ap= L’p'(o)
En utilisant ’expression de Sg, on en déduit que :
“+oo
5™ (0)
v — R4, R S = —z".
1‘6] ay a[v a.(:E) nZ:O ! xz
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,—[Corollaire 34 (Unicité du développement en série entiére) )

Soit anz" et Z b, 2" des séries entiéres de rayon de convergence respectifs R, > 0 et Ry > 0.

S’il existe un voisinage de 0 sur lequel :
+o0o +oo
S it = 3 bt
n=0 n=0

alors :

VneN, a,=b,.

Preuve : Notons S, et S}, les sommes respectives des séries entiéres E anz™ et E bn2". Supposons qu'il existe un voisinage de 0 de la forme

| — n,n[ tel que :
Vo E] - 7777)[7 Sa(:lf) = Sb(z)

Quitte a changer 7, on peut supposer que 7 < min(R,, Rp). Les fonctions S, et S, sont donc de classe C* sur | — n, n[. Par conséquent :
WeN, Vael-nul SP (@) =S (@)

En particulier :
(p) s® g
wen, SO _sP0)
p! p!

Le corollaire précédent assure que :
VpeN, ap=bp.
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8.5 Deéveloppements en série entiére usuels

~—{ Théoréme 35)

+oo o
1. Pour tout z € C, exp(z) = ,;) ol
(D"
2. Pour tout z € R, sin(x) = Z ot 1)!x2"+1
n=0
S (D"
3. Pour tout z € R, cos(x) = Z ; 2
n=0 (QTL)
+oo 1
4. Pour tout z € R, sh(z) = I+l
our tout x sh(z) 2}(271—1—1)!
400 1
5. Pour tout z € R, ch(z) = ;} Wm‘%
z—[Théoréme 36]
1 X
1. Pour tout z € C avec |z| < 1, T Zz”
—F n=0
S D" e S (DM
2. P -1,1 In(1 = IS = —x".
our tout z €] — 1,1, In(l1+x) Zn+1x Z R
n=0 n=1
= D"
3. Pour tout z €] — 1,1], arctan(x) = T;) mx%“.

Remarque :
1. Pour les fonctions In et arctan 'intervalle est fermé en 1.

2. Le développement en série entiére de arctan n’est pas valable sur R, bien que la fonction arctan soit de
classe C*° sur R.

Théoréme 37
Soit « € R — N|

+o0
Vr €] -1,1], (1+$)azza(a—1)...(a_n+1)

n=0

z".

n!
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+0o0
7r
FEzercice E10 : Déterminer le rayon de convergence et la somme de f(x) = Z cos (n§> "
n=0

Exercice C11 : |[CCINP|

(—1)F* k41
1. On considére la série entiére g 2t

& (Ck+1)(2k - 1)

. Donner son rayon de convergence R. On note

f(z) la somme.
2. Donner une expression simple de f’ et de f.
3. Que peut-on dire de la convergence sur [—R, R] ?

S~ ()

4. lcul R
Cacuernz::1 Z 1

FErxercice E12 :

us

1
Pour n € N, on pose a, = / tan™ t dt.
0

1. Déterminer la limite de la suite (ay,).

2. Quel est le sens de variation de (ay) ?

3. Déterminer une relation simple entre a,, et a,42. En déduire un équivalent de (ay,).
+oo

4. On pose f(z) = Z anx”. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiére.
n=0

5. Déterminer f(z) pour z €] — R, R][.

FEzercice C13 : |CCINP|

1
On note f(x) la somme de la série entiére Z sin (| — | ™.
neN* \/ﬁ

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiére.
2. Y a-t-il convergence en R et —R 7

3. Déterminer lim f(x).
z—1-

4. Montrer que lim (1 —z)f(z) =0.

z—1—

FEzercice C14 : [CCINP|

+oo
Soit 6 un réel. Pour = € R, on note sous réserve de convergence f(z) = E

n=0

cos(nf) + nsin(nd)
n!

n

1. Trouver le rayon de convergence de cette série entiére.

2. Exprimer f(z) a l'aide de fonctions usuelles.

+oo  n
Ezercice E15 : Pour x réel, on pose f(z) = Z L
n=1 \/ﬁ

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére définissant f.
2. Etudier la convergence de la série entiére en 1 et en -1.

3. Etablir la continuité de f en -1.
4

. Déterminer la limite de f en 1.
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8.6 Fonctions développables en séries entiéres

,—[Déﬁnition 38} 5
Soit I un intervalle de R contenant 0 en son intérieur. Soit r €0, +o0] tel que | — r, r[C 1.
On dit qu’une fonction f : I — C est développable en série entiére sur | — r, [ si, et seulement si, il existe une

série entiére g anz”™ de rayon de convergence R, > r telle que :

+oo
Ve e]—rr[, f(z)= Zana:".
n=0

—{Définition 39 S
Soit r > 0.Soit £ un sous-ensemble de C contenant D(0, 7).
On dit qu’une fonction f : & — C est développable en série entiére sur D(0,r) si, et seulement si, il existe une

série entiére E anx" de rayon de convergence R, > r telle que :

Ve € D(0,7), f(x)= Zanazn.

n=0

Ezxemples :

1. La fonction z — exp(z) est développable en série entiére sur C et

Vze C, exp(z)= Z —

Définition 40
Soit I un intervalle de R contenant 0 en son intérieur.
On dit qu'une fonction f : I — C est développable en série entiére en 0 si, et seulement si, il existe r > 0 tel que
f soit développable en série entiére sur | — r, r|.

8.6.1 Opérations sur les fonctions développables en série entiére

Théoréme 41

Soit I un intervalle de R contenant 0 en son intérieur. Soit r €]0, 00| tel que | — r,r[C I.
Soit f: I — C et g: I — C des fonctions développables en série entiére sur | — r, r[. Soit A € C.
Alors les fonctions \f, f + g et f x g sont aussi développables en série entiére sur | — r, r|.
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Preuve : Par hypothéses, il existe des séries entiéres Z anz™ et anxn de rayons de convergence notés respectivement R, et R; vérifiant

Rq > r et Ry > r telles que :

—+o0 —+o0
Vo €] —r,r[, f(z)= Z anz™ et g(z) = Z brz™.
n=0 n=0
Remarquons que :
—+o0 400
Ve €] —r,r[, (Af)(z)=Af(z) =X Z anz™ = Z Aanz™.
n=0 n=0
La fonction A\f est s’écrit sur | — r, [ comme la somme d’une série entiére, elle est donc développable en série entiére sur | — r, r|.
Remarquons aussi que :
—+o0
Ve €l —rrl, (f+9)(2) = f&) +g(z Zanx +anx =D (an +bn)z"
n=0
La fonction f + g est ainsi s’écrit sur | — r, [ comme la somme d’une série entiére, elle est donc développable en série entiére sur | — r,7|.
En utilisant un produit de Cauchy de séries entiéres, on a :
“+o0
Ve €] —rr[, (fxg)(z)=f(z)g(x)= (Z anT ) <Z bmc") = Z <Z apbp— k)
n=0 n=0
La fonction f X g est ainsi s’écrit sur | — r,7[ comme la somme d’une série entiére, elle est donc développable en série entiére sur | — r, r].

Ezemple : Les fonctions x — exp(x) et x — exp(—z) sont toutes deux développables
+00 " +o00 "

Ve eR, exp(z)= — et exp(—x) = —-1)"—

. exp(x) 1;) o p(—) 1;)( )

On en déduit que les fonctions ch et sh sont toutes deux aussi développables en série

en série entiére sur R et :

entiére sur R et :

( T —x 400 2" T —+00 omn
e’ +e 1 x
chiw) =—%—=3 ZiJFZ :Z(Qn)!
Ln=0 i n=0
Vr € R,
- [+o0 +00 ) +oo on+1
el —e % 1 " n
h = — -z _ _
° (z) 2 2 |2 2 2n+1)
Ln=0 n=0

Théoréme 42]

Soit I un intervalle de R contenant 0 en son intérieur. Soit r €]0, +o00] tel que | — r,r[C I.

Soit f : I — C une fonction développable en série entiére sur | — r, r[.

Alors les fonctions f, Re(f) et Im(g) sont aussi développables en série entiére sur | — r, r[.

Preuve : Par hypothése, il existe une série entiére Z anx” telle que :

Vo €] —r,r], f(z)= Zanx

On en déduit que :

“+oo
= Zﬁx".

n=0

- too
—T@ = ana”

n=0

f(=)

+oo +oo
Vo €l =rrl qIm(f)(@) = Im(f(z)) = Im [Z anx”} =Y Im(an)x
= =0
Yoo
Re(f)(x) = Re(f(x)) = Re {Z on } ~ 3 Re(an)a”
n=0
Les fonctions f, Im(f) et Re(f) s’écrivent sur | — 7, 7[ comme somme de série entiére. On en déduit qu’elles sont développables en série entiére

sur | —r,7[.
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Exemple : Rappelons que x — €@ est développable en série entiére sur R et :

+o0 0
Vo eR, e7=> i"—
n!

n=0

On en déduit que les fonctions cos et sin sont développables en série entiére sur R et :

( +oo n +oo n +o0 2m
cos(xz) = Re(e'”) = Re [E i n'] = E Re(i )ﬁ = g (-1) o)l
n=0 n=0 n=0

Vr € R,
+00 220+l

—+00 n
sin(z) = Im(e") = Im [ZZ ] = Zlm(i”)% = Z(—l)”m
n=0

Théoréme 43

Soit I un intervalle de R contenant 0 en son intérieur. Soit r €0, +o0] tel que | — r,r[C 1.
Soit f : I — C une fonction développable en série entiére sur | — r,r].
Alors les dérivées successives de f sont aussi développables en série entiére sur | — 7, 7.

Preuve : Par hypothése, il existe une série entiére Z anz” telle que :

Ve €] —rr, f(z)= Zanaﬂ

n=0
On sait que f est de classe C* sur | — 7, 7| et :
+o0 +o0
vpeN, Vze|l—rr, f®@) = Z: nn—1)...(n—p+ anz"" X:: e p)'
Les dérivées successives de f s’écrivent donc comme somme d’une série entiére sur | — r, [, elles sont donc développables en série entiére sur
| —mrr[ 0

est développable en série entiére sur | — 1, 1] et que :

Ezxemple : Rappelons que la fonction x —
—_— -

Ve €] —1,1], Za:

veel 1,1, fP) = (1_]0;)1[,“

D’aprés le théoréme précédent, on en déduit que :

Vo el - 11 p! *i - *fmp)! .
x €] — —_— = — = —=x
b — +1 —n)! |
(1 —x)p = (n—p)! ~ nl
En particulier,
1 Z*“
n=0
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,—[Théoréme 44 (Intégration d’une fonction développable en série entiére) )

Soit I un intervalle de R contenant 0 en son intérieur. Soit r €]0, +o0] tel que | — r, r[C I.

Soit f : I — C une fonction développable en série entiére sur | — r, r[, il existe ainsi une série entiére E anx"

telle que :
+o0
Ve e]—rr[, f(z)= Zanx".
n=0

Soit F' une primitive de f sur I. Alors F' est aussi développable en série entiére sur | — r,r| et :

00 a
n
Ve €l —r,r[, F(x)=F(0)+ E s
n+1
n=0
\
+o0 a o0
Preuve : Rappelons que G : = — jl:p""’l la somme de la série entiére primitive de la série entiére x — Z apz™. La fonction G est
n
n=0 n=0
I'unique primitive sur | — r,r[ de f s’annulant en 0.
Ainsi F' et G sont égales & une constante prés. Il existe A € C tel que :

F=G+ X
En évaluant cette égalité en 0, on obtient :
F0)=GO)+A=0+X= A

En conclusion,

a
m_gntl
+1

+oo
Yz €] — 1,7, F(J:)zF(O)—&—Z "

La fonction F' est donc développable en série entiére sur | — r,r|. O

Ezemple : Rappelons que la fonction f : 2z — In(1 + ) est définie et dérivable sur |1, +oof et

1
Vo €]l +ool,  fl@) = -

Or rappelons que la fonction z — est développable en série entiére sur | — 1, 1] et :

1 X

V. -1,1 = —1)"a™.
re-11, = (1)
n=0
On en déduit que :
SR PTEIIR S G

_ — n — \T) o n
Ve el —1,1[, In(l+2) 1n(1)+;n+19: ; ——a.

Ezemple : Rappelons que la fonction Arctan est dérivable sur R et

1

Vo (S R, (Arctan)/(x) = ﬁ
xT

est développable en série entiére sur | — 1,1 et :

Or rappelons que la fonctionx — 1

+ 22
1 +00
_ n_2n
Vo €] — 1,1], ke g (—=1)"z=".
n=0
On en déduit que :
e G TR e G0 D
- 1,1, A =A T = ! A
Vo €] —1,1[, Arctan(z) rctan(0) + ngo 1 nEO 1
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8.6.2 Série de Taylor

Définition 45

Soit I un intervalle de R contenant 0 en son intérieur. Soit f : I — C une fonction de classe C* sur I.

» AR o L (O

La série de Taylor de f est la série entiére Z x
n!

r—[Théoréme 46] N
Soit I un intervalle de R contenant 0 en son intérieur. Soit r €]0, 00| tel que | — r,r[C I.
Soit f : I — C une fonction développable en série entiére sur | — r,r[. Alors :

1. La fonction f est de classe C* sur | —r,r[.

2. La fonction f coincide sur | — r, r[ avec la somme de sa série de Taylor :

IX ()
Ve €] —rr[, f(z)= Z / (O)x"

|
n:
n=0

Preuve : Par hypothéses, il existe une série entiére Z anz” de rayon de convergence R, > r tel que :

“+oo
Ve €] —r,r[, f(z)= Z anz™.
n=0

—+o0
1. Notons Sq : = — Z anx™. On sait que la fonction S, est de classe C*° sur | — Rq, Ral, donc sur | — r,r[. Comme f et S, coincident
n=0
sur | — r,7[. On en déduit que f est aussi de classe C* sur | — r,r|.

2. D’autre part :
&) _ (0)

VneN, a,=—>-="-"=>.
n! n!
Par conséquent :
—+oo —+oo
(0
— — n o __ AR S ()
Ve €] —rr[, f(z)= Z anz™ = Z — .
n=0 n=0

8.6.3 Application a I’étude de la régularité d’une fonction

Pour montrer qu’une fonction f est de classe C* sur | — r,r[ avec r > 0. Il SUFFIT de montrer que f est
développable en série entiére sur | — r, r[.

Ezxemple : Considérons la fonction :

sin(x)
— x
1 siz=0

sinc : six € R*

En utilisant le développement en série entiére de sin, remarquons que pour tout x € R* :

+oo +o0o
. _ 1 (_1)n 2n+1 __ (_1)n 2n
sinc(z) = xnz:o(Qn—l—l)!x _7;)(2714—1)!:6 ‘
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Cette égalité reste valable en 0. La fonction sinc est donc développable en série entiére sur R. En conclusion,

\La fonction sinc est de classe C*° sur R. \

FEzxercice F16 :

et —1

1. Montrer que la fonction f : x — peut se prolonger en une fonction de classe C* sur R.

2. En utilisant le fait que sinc est de classe C* sur R, en déduire que la fonction :

sin(x)
e —1

peut se prolonger en une fonction de classe C* sur R.

,—[Théoréme 48 (Fonction de classe C* non développable en série entiére)] \
La fonction
R =+ R
1
I e 2?2 siz € R*
T .
0 siz=0
est de classe C* sur R et POURTANT f n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0.
A
1 —t
Cy
0.5+
1 1 1 1 i \ 1 1 1
-25 -2 =15 -1 =05 0.5 1 1.5 2
0
—0.5

8.7 Séries entiéres et équations différentielles

8.7.1 Développement en série entiére de = — (1 + x)*

r—[Théoréme 49] N
Soit a un réel fixé. La fonction (1 4 x)® est développable en série entiére sur | — 1,1] et :
(o] = ]' o n
(14+x)* = 1+; n!kl;[o(a—k)]a:
_ Hi"a(a—l)..ﬁ!(a—nﬂ)ﬂ
n=1

Preuve : Posons pour tout n € N :

1 sin=0
an = 1'n,—l
n = . %
;ll(a—k) sineN

" k=0
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de telle sorte que :
ala—1) ala—=1)...(a=n+1)(a—n) a-n

ap=1, ar=a, a=—-—"> a = a
0=n M 2 2 et (n+1)! nt1

-

Déterminons le rayon de convergence R, de la série entiére E anx™.

Premier cas : Si o € N.
On remarque que pour tout n € [a, +0o[, an = 0.

La série entiére E anx™ est en fait une fonction polynomiale. Le rayon de convergence cherché est donc R, = 4.

Deuxiéme cas : Si a ¢ N. On remarque que pour tout n € N, an # 0. Appliquons la régle de d’Alembert pour les séries numériques.
Soit r € R . Pour tout n € N :

|an+1\7"”+1 a—n
= r
|an|rm™ n+1 n—+4o0
On en déduit que R, = 1.
“+o00
Dans le deux cas, la somme de la série entiére : Sy : x +— Z anx™ est de classe C* sur | — 1, 1] et pour tout = €] —1,1] :
n=0
+oo “+oo
Sli(z) = Z napz" "l = Z(n + Dap41z™
n=1 n=0
a—n . . s
Or pour tout n € N, ap41 = ?an, ce qui revient & (n + 1)ap4+1 = (@ — n)ay. Ainsi pour tout z €] — 1,1] :
n
+o0 +o0 +o00
Sl(x) = Z(a —n)anz” =« Z anx” — Z nanpx”
n=0 n=0 n=0
—+o0
= aSq(z) — Z nanz”
n=1
+oo
= aSi(z)—x Z nanpz™ 1
n=1
= aSq(z) — xS, (z)
(1+2)S,(z) = aSa(z).

La fonction Sg est donc solution sur ] — 1, 1[ de I'équation différentielle linéaire (1 — z)y’ = ay dont les solutions sont de la forme :

= N1+ 2)%.

Il existe A € R tel que :
Ve €] —1,1[, Sa(z) =1+ z)°.

Or S4(0) = agp = 1. Donc A = 1. En conclusion,

—+o0
Vo €] — 1,1], (1+m)a:Sa(x):1+Za(a_l)“;ﬁ(a_n—Fl)x".
n=1 :
Ezemple : Si o € N. Posons p = « € N. Pour tout « €] — 1,1] :
400 p p
_ pp—1)...(p—k+1) , P\ K _ P\ k
(1—1—3:)7’—14-; X m—1+; kx—;o L

Il s’agit en fait de la formule du binome de Newton. L’égalité précédente est valable sur R.
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Ezemple : Si a €] — 00, —1]. En notant &« = —p — 1 ou p € N, on obtient pour tout = €] — 1,1] :

1 +oo 1 n—1
_ —p—1 _ il 1 n
e I Al e SIE Y | CER T P
n=1 k=0
400 1 n—1
= 1+Y |50 [Jeo+k+1)]a”
n=1 k=0
“+oo
1 (n+p)!
LS [Lptan,,
| |
— [n! p!
+o0
= 1+ ( 1)"(”+p> "
n=1 n
+
= | S (M)
n=0 "
Ezemple : Si o = ——. Pour tout =z €] — 1,1] :
400 n—1
1 1 1 1 .
Tre o s n'H(_Q_k)]x
n=1 k=0
+o00 n—1
1% —1-2k]
S 2]x
n=1 k=0
+oo [ 1 n—1
- 1+Z‘{ 2nm(—1)”H(2k+1) "
n=1 L k=0

+o0o

1 n k=1 n

1+> S (1) [Ter+10% x
n=1

+oo
1+ | (—1)"(2”)!] a
n=1

“+o0o
1+ Z(—l)”ﬂx”
n=1

22n(n!)2
_ *f( COl
- - 2n (12
o 22n(nl)
_ i” (-1)" <2n> "
- 2n
o 2 n
8.7.2 Quelques exemples et exercices
. ) Arcsin(z)
Ezxemple : Considérons la fonction [ : x — ———.
Lwemple from
La fonction f est définie et de classe C*> sur | —1,1].

Montrons que f est développable en série entiére. Remarquons que Arcsin et z —

en série entiére sur | — 1, 1[.
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La fonction f qui est le produit de ces deux fonctions est donc aussi développable en série entiére sur | — 1,1][.
Explicitons le développement en série entiére de f en utilisant une équation différentielle linéaire.
En dérivant f, on obtient :

1 + £ Arcsin(z) 1
/ o V1—z2 o xz
V$€]_171[7 f(:l:)_ 1 — 22 _1—$2+1—$2f($)
La fonction f est donc solution sur | — 1, 1] de I’équation différentielle :
r_ T 2,1
V=1—a¥ti 2 & (1—-2a%)y =ay+1 (E).
Remarquons que la fonction f est impaire. Considérons le développement en série entiére de f sur | — 1, 1] sous

la forme :
+oo
fix— Z anz? T
n=0
En dérivant cette somme de série entiére, on obtient :

“+oo

Vo el =11, f(z) =) (2n+Dana™.

n=0
Comme f vérifie 'équation différentielle (E). On a pour tout =z €] — 1, 1],

“+oo

(1—x2)f/($> :.%'f(l')—i‘l < (1—.1‘ )Z<2n+1>an$ _xza x2n+1+1
n=0 n=0
+00 400
— 2(2” + 1)an$2n - Z(Qn +1)a 22 = Za 222 41
n=0 n=0
+00 400
= > 2n+Daa®™ =) (2n+2apa”? =1
n=0 n=0
+oo 400
<~ ap+ Z(Zn + 1anz®" — 2(271 +2)a,z?" 2 =1
n=1 n=0
400 400
— ao+ Z(2n + 3)ap 122" — Z(Qn + 2)ana? =1
n=0 n=0
+o00
= ag+ Y [(2n+3)anp1 — (20 +2)anla® T =1
n=0

L’unicité des coefficients d’'un développement en série entiére assure que :

2 2
ap=1 et VneN' ap= QZiSGn'
Donnons une expression de a, en fonction de n. Pour tout n € N :
on 2m—2 2 [(2n)(2n —2)...4 x 2)*
a = coe—ag =
" 2n+12n—1"""3 (2n+1)(2n)(2n —1)...3 x 2 x x1
27nl]?  227(n))?
2n+ 1! (2n+1)!
En conclusion, le développement en série entiére de f est :
190 52n 2
257 (nh)* 4
Ve e] —1,1], = — g2t
rel= L f@) ;)(2n+1)!

32



(="
2n+1

Exercice A17 : Justifier la convergence et déterminer la somme de la série Z
neN

FEzxercice E18 :

n

. N P LN €
On considére la série entiére E dont on note S(z) la somme.

2n
neN ( n )
1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiére.

2. Montrer que S est solution sur son intervalle de convergence de I’équation différentielle
(€): -4y +(@+2)y=2

3. Résoudre I’équation homogéne (ep1) associée a (€) sur |0, 4.

4— 4— Va4 —
4. Vérifier que x — 2 arctan ( Jj) -2 * est une primitive de z — oo T sur ]0,4][.
x

x x\/T
5. En déduire S(z) pour z €]0,4].

400 1
6. Calculer o = Z T
n=0 ( n )

Ezercice C19 : |Mines-Télécom]
Soit a un réel strictement positif et (ay), oy la suite réelle vérifiant ag = 1 et :

2n + k
a
n+1 "

VneN, apt1 =

1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z anx™.
n=0
2. On note f la somme de cette série entiére. Montrer que f est solution sur] —R, R | d'une équation
différentielle linéaire d’ordre 1.

3. En déduire f(x) en fonction de z €] — R, R|.

FExercice E20 :

1. Etudier la parité de
x
[z r—>ex2/2/ e /2 qt
0

2. Montrer que f est solution d’une équation différentielle & déterminer.

3. Justifier que f est développable en série entiére et donner ce développement.

FEzercice C21 : |Mines-Ponts|

. n!
Soit, pour n € N, a,, = 13 @nt1)
Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Z anz™ et calculer pour tout x € | —R, R la somme
+oo
S(z) = Z anz"
n=0

FEzercice E22 :
< 2n 1
. _ _\n n
Soit f(z) = g (—1) ( . >2n 7@

n=0

1. Donner le rayon de convergence de f(z).
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2. Montrer que : 2f = (1 +4x)f".
3. En déduire f.

Ezxercice C23 : |Centrale]

n k=1
On pose H,, = Z z pour n € N*. Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére Z H,z".
k=1 neN*

FEzercice C24 : |Mines-Ponts| Si n > 1, soit I,, le nombre d’involutions de {1,...,n}. On pose Iy = 1.

1. Montrer, sin > 2, que : I, =1, 1+ (n—1)[,_2.
+oo
2. Montrer que Z —r;x" converge si x €] — 1,1 [. Soit S(z) sa somme.
n!
n=0

3. Montrer, pour z €] — 1,1 [, que : S'(x) = (1 + z)S(x).

4. En déduire une expression de S(z), puis une expression de I,,.

Ezercice C25 : [Centrale|

1. Soit f une fonction C* sur un intervalle I =] — A, A [, ( A fini ou non), telle que, pour tout n € N et
tout = € I, on ait f (”)(x) > 0. Montrer que f est développable en série entiére dans I.

2. Lorsque f est paire ou impaire, montrer qu’il en est de méme si, pour tout n € N et tout z € [0, A[, on a
F (@) = 0.

3. Montrer que z — tanx est développable en série entiére de rayon /2.

FEzercice E26 : Soit (ay) une suite décroissante de réels strictement positifs. On pose :

+oo

flx) = Z anz”.

n=0
1. Montrer que : f continue sur [—1,1[<= lim, o0 a, = 0.
2. Montrer que : f continue sur [—1,1] < Zan converge.
3. Calculer limg;—1(1 — z) f(x).
<1

Ezercice C27 : |Mines-Ponts|

“+oo
Soit f(z) = Z anz" la somme d’une série entiére de rayon de convergence infini.
n=0
1 2 ) )
1. Calculer A, (r) = / f(re) e "at.
2w 0

2. Montrer que si f est bornée sur C, alors elle est constante.

3. La conclusion subsiste-t-elle si f est bornée sur R 7
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