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Dans ce chapitre, la lettre K désignera un sous-corps de C. La lettre ¥ désigne un espace vectoriel sur K.

9.1 Structure d’algébre

~— Définition 1 .

Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition interne notées + et x et d’une loi de composition
externe noté -

On dit que (A, +, -, X) est une algebre sur K si, et seulement si,
e (A, +,) est un K-espace vectoriel
e (A, +, X) est un anneau
e Vr,yc A, VAeEK, A (zxy)=A-2)xy=xx(A-y).




~— Définition 2 .

Soit (A, +, -, X) une algébre sur K.
1. La dimension de Ialgébre (A, +, -, X) est la dimension de 'espace vectoriel (A, +, ).
2. On dit que l'algeébre (A, +, -, X) est commutative si, et seulement si, ’anneau (A, 4, X) est commutative.

3. On dit que l'algeébre (A, +, -, x) est intégre si, et seulement si, 'anneau (A, +, x) est intégre.

Ezemples : Soit E un espace vectoriel sur K. Soit n € N*. Soit X un ensemble contenant au moins deux éléments :
1. (C,+, x, x) est une algébre sur R.

(R, 4+, x, x) est une algébre sur Q.

(K[X],+, -, x) est une algebre sur K.

(M, (K), +, -, x) est une algébre sur K non commutative si n € [2, 4o0].

(L(E),+,-,0) est une algébre sur K non commutative si dim(E) > 2.

L’ensemble des suites & valeurs dans K : (KN, +, -, x) est une algebre sur K non intégre.

S I

(KX ,+,, X) est une algebre sur K non intégre.

~— Définition 3 \

Soit (A, 4+, -, X) une algébre sur K d’élément neutre pour la multiplication 14. Soit B un sous-ensemble de A.
On dit que (B,+, -, X) est une sous-algébre de (A, +, -, X) si, et seulement si,

1. 14 € B.
2. Vz,ye B, VY\pekK, I+ puyebB.
3. Vz,ye B, xxyebB.

L’ensemble (B, +, -, X) est elleeméme une algébre sur K.

Ezercice A1 : Montrer que 'ensemble des matrices triangulaires supérieures T'S,, (K) est une sous-algébre de
(Mn(K)v +, X)'

Ezemples : On montre de méme que ’ensemble des matrices triangulaires inférieures T'I,,(K) et ’ensemble des
matrices diagonales D,,(K) sont des sous-algebres de (M, (K),+, -, x).

,—[Déﬁnition 4 (Morphisme d’algébres)}

Soit (A, +, -, x), (A, ®,-,®). On dit qu'une application f : A — A’ est un morphisme d’algébres si, et seulement
si,

L f(la)=1a
2. Ve,ye A, Y\pekK, fh-z+p-y)=A-flx)du-f(y).
3. Vr,ye A, flzxy) = flx)® f(y)

Ezxemple : L’application de conjugaison est

C - C
I { z = Z
morphisme d’algébres de (C, +, x, x) dans lui-méme.

Ezercice A2 : Soit (A, +,-, x), (A, &,-,®). soit f: A — A" un morphisme d’algebres.



1. Montrer que 'image directe par f de toute sous-algébre de (A, +, -, X) est une sous-algebre de (A, &, -, ®).

2. Montrer que l'image réciproque par f de toute sous-algébre de (A',®,-,®) est une sous-algébre de
(A, +, -, ).

3. Montrer que Im(f) est une sous-algébre de (A, @, -, ®).

4. Justifier que Ker(f) est un sous-espace vectoriel de (A, +,-) et un idéal de anneau (A, +, x). L’ensemble
Ker(f) est-il une sous-algebre de (A, +,-, x)7

9.2 Compléments sur les anneaux

9.2.1 Idéaux d’un anneau commutatif

~— Définition 5

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Soit I un sous-ensemble de A. On dit que I est un idéal de A si, et
seulement si,

1. 04 € 1.
2. Ve,yel, x+ye€l.
3. Vace A, Vaxel, axel.

Remarque : Un idéal est en particulier un sous-groupe de (A, +). En effet utilisant la propriété 3) a4 a = —1, on
obtient que pour tout x € I, —x € 1.

Ezxemples :
1. Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Les ensembles {04} et A sont des idéaux de A.

2. Soit n € N, I’'ensemble nZ est un idéal de (Z,+, x). Nous verrons un peu plus loin que tout idéal de
(Z,+, x) est nécessairement de la forme nZ ou n € N.

3. Soit P € K[X], 'ensemble PK[X] = {PQ | Q € K[X]} sont des idéaux de (K[X],+, x).

Ezercice A3 : Soit A = F(X,R). Soit z € X. On pose I, = {f € A, f(z) = 0}. Montrer que I, est un idéal.
Ezercice EJ : Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On appelle radical de I et on note /T 'ensemble
VI={ze€A3IneN,2" eI}

Montrer que VT est un idéal

Ezercice A5 : Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Soit I un idéal de A.
1. Montrer que si 14 € I alors I = A.
2. Montrer que si Y N1 # & alors I = A.

Ezxercice E6 : Quels sont les idéaux d’un corps K 7

,—[Proposition 6} |

Soit A un anneau commutatif et ¢ € A. On note aA défini par

aA={ab|be A}

1. L’ensemble aA est un idéal de A
2. L’ensemble aA estle plus petit idéal contenant a.

L’idéal a A s’appelle, idéal engendré par a et se note aA ou (a).
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Preuve :
1. Remarquons que aA # () car 0 € A.
Soit (z,2') € (aA)?, il existe (b,b") € A? tels que
x=abetx' =ab

Ainsi
mfx':abfab':a(bfb/) € aA

On en déduit que aA est bien un sous-groupe de (A, +).

Soit € aA et y € A. Il existe b € A tel que & = ab. Ainsi, zy = (ab)y = a(by) € aA.
Par conséquent, aA est un idéal de A.

2. Soit I un idéal de A contenant a. Par définition d’un idéal, pour tout b € A,ab € I.
Cela montre que aA C I.
Ceci montre que aA est bien le plus petit idéal de A contenant a.

Définition 7

Soit A un anneau commutatif. Soit I un idéal de A. Il est dit principal si, et seulement si,il existe x € A tel que

I=(x).

Théoréme 8

Les idéaux de (Z, +, x) sont de la forme nZ avec n € N.

Preuve : Tout idéal I de (Z,+, X) est un sous-groupe de (Z, +). Il existe n € N tel que : I = nZ.

Réciproquement, les ensembles de la forme nZ ou n € N sont bien des idéaux de (Z, +, X). O

FExercice E7 : On note

D:{%WEZ,nEN}

I’ensemble des nombres décimaux.

1. Montrer que D est un sous-anneau de (Q, +, X).

2. Montrer que les idéaux de D sont principaux (c’est-a-dire de la forme alD avec a € D ).

9.2.2 Arithmétique dans un anneau commutatif intégre

On peut définir la notion de divisibilité dans un anneau commutatif intégre comme nous ’avons déja fait dans
(Z,+, x) et (K[X], +, x).

~— Définition 9 \

Soit (A, 4+, x) un anneau commutatif intégre. Soit a,b € A.
On dit que b divise a si, et seulement si, il existe ¢ € A tel que a = be.
Terminologie : b divise a

b est un diviseur de a

a est divisible par b

a est un multiple de b.

Ezemples : Soit (A, +, X) un anneau commutatif intégre.
1. L’élément neutre 14 pour la multiplication divise tout élément de A.

2. Tout élément a de A divise I’élément nul 04.



3. On a l'implication :
Vae A, (O4qla = a=0y4).

—{Définition 10 S

Soit (A, +, X) un anneau commutatif intégre. Soit a € A. L’ensemble des multiples de a noté aA

aA ={aa|a € A}

c’est un idéal de (A, +, x). L’ensemble aA est I'idéal engendré par a.
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,—[Proposition 11} <
Soit (A, 4+, x) un anneau commutatif intégre. Soit a,b € A. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. b|a.

2. a € bA.

3. aA C bA.

Preuve : L’équivalence 1) <=> 2) est vraie par définition.
Supposons que 2) est vraie. Soit a € bA.

Ainsi pour tout o € A, aa € bA car bA est un idéal de A.
On en déduit que aA C bA. Donc 3) est vrale.
Réciproquement, supposons que 3) est vraie : aA C bA.
Comme a € aA, on en déduit que a € bA. Donc 2) est vraie.

Définition 12}
Soit (A, +, x) un anneau commutatif intégre. On dit que (A, +,, X) est principal si, et seulement si, tout idéal
de A est engendré par un élément de A.

Ezemple : L’anneau (Z, 4+, x) est principal.

Proposition 13}

Soit A un anneau intégre et I, J deux idéaux. La somme I + J = {i+ j,i € I,j € J} est un idéal de A.

Preuve : On sait que 0 € I et 0 € J,donc0=0+0¢€ I + J. Donc, I + J # (.
Soit (x,y) € (I + J)2. 1l existe (z1,y1) € I? et (x2,y2) € J? tels que

r=x1+x2ety=y1 +y2
Ainsi,
T—Yy=21—Y1+T2— Y2
N N —
er eJ

On adonc z —y € I + J. On en déduit que I + J est un sous-groupe de (A, +).

Soit z € I + J et a € A. Il existe donc (z1,x2) € I X J tels que z = x1 + z2. On a alors

ar =axr1 +axre € 1+ J

On a bien montré que I 4+ J est un idéal. O

Ezercice ES : Soit A un anneau commutatif et e un élément idempotent de A (i.e. e? = e ).



1. Montrer que J = {x € A | ze = 0} est un idéal de A.
2. On note I = Ae I'idéal principal engendré par e. Déterminer I + J et I N J.
3. Etablir que pour tout idéal K de A :

(KNI)+(KNnJ)=K

9.2.3 Morphismes d’anneaux

—{Définition 14 S
Soit (A, +, X), (B, ®,®) des anneaux. On dit qu’'une application ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux si, et
seulement si :

1. p(14) = 1p
2. Vx, ' € A, p(z+2) =p(x) P p(d)
3. Vo, 2’ € A, ¢z x2') = p(z) ® p(a’)
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Remarques :

1. La condition 2) assure que ¢(04) = Op. En effet, comme :

©(04) = (04 +04) = p(04) D p(04).

Comme I’élément f(04) admet un opposé dans le groupe (B, @), on peut simplifier & droite par f(04).
On en déduit que : Op = f(04).
2. La condition 3) ne permet pas d’obtenir ¢(14) = 1p. Si on essaie de faire le méme raisonnement que celui
qui précéde,
P(1a) = p(1a x 1a) = p(14) ® ¢(14).

Rien ne nous assure que ¢(14) est inversible pour la multiplication dans 'anneau (B, ®, ®).

Ezemples :
1. Soit (A, +, x) un anneau. L’application ld4 : A — A est un morphisme d’anneaux.

2. Soit xg € K, I'application :
(K, +, x)

By { (K[X], + @) o

%
P -

est un morphisme d’anneaux.

—{Définition 15
Soit (A, +, x), (B,®,®) des anneaux. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux.

1. L’image de ¢ que I'on note Im(y) est un sous-anneau de (B, ®, ®).

2. Le noyau de ¢ noté Ker(y) et défini par :
Ker(p) = {z € A| p(x) = 0B}

est un idéal de (A4, 4+, x).

Preuve :
Remarquons que ¢ (04) = 0p donc 04 € Ker ¢ qui n’est pas vide. Soit z,y € Ker ¢,

p(z—y) = p(@) —py) =0p.

Donc z — y € Ker . Par conséquent, Ker ¢ est un sous-groupe de (A, +).



Soit z € Kerp et a € A,
plaz) = p(a)p(z) = 0p

Donc az € Ker .

Par conséquent, Ker ¢ est un idéal de A. 0

Remarque : Le noyau d’un morphisme d’anneau ¢ n’est pas en général un sous-anneau de (A, +, x).
En effet, ¢(14) = 1 n’est pas égal a Op sauf dans le cas d’un anneau trivial comportant un seul élément.

Ezxemple : Soit xy € K, reprenons le morphisme d’anneaux :

5 { (K[X], 4+, x) — (K, +,X)
o P — P($0)

On remarque que Ker(dy,) = {P € K[X]| | P(zg) =0} = {(X —20)Q | @ € K[X]} est un idéal de (K[X],+, x).
D’autre part, Im(d;,) = R est bien un sous-anneau de (R, +, x).

Définition 16
Soit (A, 4+, %), (B,®,®) des anneaux. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux.

1. Le morphisme ¢ est injectif si, et seulement si, Ker(p) = {04}.

2. Le morphisme ¢ est surjectif si, et seulement si, Im(¢) = B.

Preuve : Le morphisme d’anneaux ¢ : A — B est aussi un morphisme de groupes. Il suffit d’utiliser la propriété sur les morphismes de groupes.
O

Définition 17
Soit (A4, +, X), (B, ®, ®) des anneaux. Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux. On dit que ¢ est un isomorphisme
d’anneaux si, et seulement si, I’application ¢ est bijective.

Proposition 18}
1. La composée de deux isomorphismes d’anneaux est encore un isomorphisme d’anneaux.
2. L’application réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est encore un isomorphisme d’anneaux.

Définition 19
Soit (A, 4+, %), (B,®,®) des anneaux. On dit que les anneaux A et B sont isomorphes si, et seulement si, il
existe un isomorphisme d’anneaux de A vers B.

9.3 Idéaux de Z

Rappelons que :

Théoréme 20

Les idéaux de Z sont les nZ, ou n € N.

Remarques :



1. On a I’équivalence suivante : nZ = mZ si et seulement si n = +m.
2. Pour a,b € Z, aZ N bZ est un idéal de Z donc il existe un unique ¢ € N tel que aZ N bZ = cZ.
3. De méme, aZ + bZ est un idéal de Z donc il existe un unique d € N tel que aZ + bZ = dZ.

—{Définition 21 .
Soit a,b € Z.

1. On appelle plus grand diviseur commun de a et b 'unique entier naturel d tel que aZ + bZ = dZ.

On le note pged(a,b) ou a Ab.
2. On appelle plus petit commun multiple de a et b I'unique entier naturel c¢ tel que aZ N bZ = cZ.
On le note ppcm(a, b) ou a V b.

Proposition 22 (Relation de Bache‘c—Bézout)w

J
Soit a,b € Z.
Il existe un couple (u,v) € Z? tel que au + bv = a A b.
Une telle relation est appelée relation de Bachet-Bézout de a et b.

Théoréme 23 (Théoréme de Bézout)w

J
Soit a,b € Z.
Les entiers a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe un couple (u,v) € Z? tel que au + bv = 1.

Preuve : Supposons que a Ab = 1. Alors aZ + bZ = 7. Or 1 € Z, ainsi 1 € aZ + bZ. Par conséquent, 1 s’écrit sous la forme au + bv avec u,v € Z.

Supposons qu’il existe u,v € Z tels que 1 = au + bv.
En multipliant par n € Z, on obtient
n = a(nu) + b(nv)

donc Z C aZ + bZ.

Comme l’inclusion réciproque est toujours vraie, on a 1.Z = aZ + bZ et donc a A b= 1. O

9.4 Compléments et rappels sur K[X]

Dans ce paragraphe, K est un sous-corps de C.

9.4.1 Idéaux de K[X]

Théoréme 24]

Les idéaux de K[X] sont les ensembles (P) = P-K[X]| ={P-Q | Q € K[X]} pour P € K[X].
Les idéaux de K[X] sont donc tous principaux.

Preuve :

On vérifie que (Ogx)) est un idéal de K[X].

Soit I un idéal de K[X] différent de I’idéal nul.

Soit P un polyndéme non nul de I de degré minimal. Remarquons que (P) C I.
Soit A € I. Effectuons la division euclidienne de A par P. On trouve :

A=BP+ R avec deg(R) < deg(P)

Comme I est un idéal, BP € I. D’autre part, (I,+) étant un groupe, R=A — BP € [.
Par minimalité du degré de P, il vient R = Ok, et donc A= BP.
On a prouvé que I C (P).

Par double inclusion, (P) = I. O



—(Définition 25 (PGCD de deux polynomes) ) .

Soit (P, Q) € K[X]?. On appelle PGCD de P et Q tout polynome D € K[X] tel que

PK[X] + QK[X] = DK[X]

Il existe un unique PGCD unitaire ou nul de P et Q noté P A Q.
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Remarque : Cette définition du PGCD est équivalente & la définition du PGCD vue en premiére année. Le
théoréme de Bézout découle alors directement de cette nouvelle définition.

,—[Déﬁnition 26 (PPCM de deux polynémes)} |

Soit (P, Q) € K[X]2. On appelle PPCM de P et Q tout polynome M € Z tel que

PK[X] N QK[X] = MK[X]

Il existe un unique PPCM unitaire ou nul de P et Q noté P v Q.
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Remarque : Cette définition du PPCM est équivalente & la définition du PGCD vue en premiére année.

Théoréme 27 (Relation de Bachet—Bézout)}

Soit A et B deux polynomes de K[X] non nuls, et D = AA B. Il existe ALORS deux polynémes U et V tels que :

AU + BV =D (relation de Bézout).

Théoréme 28 (de Bézout)}

Soit A et B deux polynémes de K[X] non nuls.
Les polynémes A et B sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux polynémes U et V tels que
AU + BV =1.

Théoréme 29 (Lemme de Gauss)}

Soit A, B, C trois polynémes. Si A|BC et si AA B =1 alors A|C.

,—[Déﬁnition 30 (PGCD d’une famille de polynf)mes)} |
Soit (Py,...,P,) € K[X]™. On appelle PGCD de Py,..., P, tout polynome D € K[X] tel que

zn: P,K[X] = DK[X]

Il existe un unique PGCD unitaire ou nul de Py,...,P, noté P; A... A P,,.
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,—[Proposition 31 (Relation de Bachet-Bézout pour une famille de polynémes)} \
Soit (Pq,...,P;) € K[X]". Il existe (Uy,...,U,) € K[X]" tel que

Zr:UiPi:Pl/\.../\Pr
=1

9.4.2 Factorisation en produit d’éléments irréductibles

r—[Déﬁnition 32] \
Soit P € K[X]. On dit que le polynéme P est irréductible dans K si, et seulement si,

1. P n’est pas un polynéme constant.
2. Les seuls diviseurs de P sont les polynémes associés a 1 et & P.

En d’autres termes :
D(P) = {\uP | (A, p) € (K*)?}.

\. J

Remarque : La précision "irréductible dans K" peut s’avérer importante. Nous verrons que X2+ 1 est irréductible
dans R, mais qu’il ne I'est pas dans C puisque X2 + 1 = (X —i)(X +1).

Théoréme 33 (Factorisation en éléments irréductibles)]
Soit P € K[X] non constant. Le polynéme P s’écrit alors comme un produit de polynémes irréductibles sur K. ]

Théoréme 34 (de d’Alembert—Gamss)W

J
Un polynoéme complexe non constant admet au moins une racine dans C.

Remarques :

1. Tout polynéome P € C[X] de degré n > 1 admet donc exactement n racines dans C (comptées avec leur
ordre de multiplicité) et peut s’écrire sous la forme :

PZ)\ﬁ(X—Ozi) (OéiE(C)

i=1

2. Soient P € R[X] et a € C. Si « est racine de P, il en va de méme pour @. On peut dés lors factoriser P
par :
(X —a)(X —a) = X% - 2Re(a) X + |a|? € R[X]

Théoréme 35 (Polynomes irréductibles)]

1. Les polyndémes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1.

2. Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes de degré 1 et de degré 2 a discriminant négatif.
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9.5 Polynomes de matrices et d’endomorphismes

,—[Déﬁnition 36}

Soit (A, +, -, X) une algebre sur K. Soit a € A et P € K[X] de la forme :
d
P=> a,x*
k=0
avec m € N et ag, ..., € K. On note P(a) I'élément de A défini par :

m
P(a) = Zakak = apla+ aja+ -+ aga’.
k=0

Ezemple : Dans le cas ot A = K et a € K, 'élément P(a) est tout simplement ’évaluation du polynéme P en a :

Pla)=ap+aia+---+apa™ €K

~—{(Définition 37)
d
Soit P = a;,X* € K[X] ot d € N.
k=0
1. Soit E un espace vectoriel sur K et u € L(E), on pose P(u) 'endomorphisme :

d
P(u) = Zakuk = aqu? + - + a1u + aoldg.
k=0

2. Soit M € M, (K). On pose P(M) la matrice :

d
P(M) = Z aprM* = agM®+ -+ a1 M + aol,,.
k=0

Remarques : Avec les notations précédentes :
1. Pour tout n € N, u” =uo---ou et u’ = Ildg.
——
n fois
2. M =1,.
& Attention ! Il y a deux erreurs a éviter absolument.

1. Oublier Idg (respectivement I,,) dans I’écriture de P(u) (respectivementde P(M)) en écrivant par
exemple u?+u+1 (respectivement M2+ M +1) au lieu de u? +u+Idg (respectivement M2+ M +1,,).

2. Mal placer les parenthéses. Soit € E, P(u)(x) a un sens alors que P(u(z)) n’a en général pas de
sens, on n’éléve pas un vecteur a la puissance.
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,—[Proposition 38}
Soit E un espace vectoriel sur K et v € L(E). L’application :

K[X] = L(E)
YTl P Pu)

est un morphisme d’algébres. En d’autres termes :
1. v,(1) =1,
2. V(P,Q) € K[X]?, W, (P+Q)=T,(P)+ V¥, (Q) ce qui revient a (P + Q)(u) = P(u) + Q(u)
3. V(P,Q) e K[X]?, Yu(P xQ)=V,(P)oV,(Q) ce qui revient & (P x Q)(u) = P(u) o Q(u)
4. VP e K[X], VAeK, U, (A:-P)=A\V,(P) cequirevient & (A- P)(u) = X- P(u).

\.

Preuve : P — P(u) est une application linéaire et un morphisme d’anneaux : pour tous P,Q € K[X] et A\, p € K,
1. 1(u) =Idg
2. (AP +pQ)(u) = AP(u) + pQ(u)
3. (P x Q)(u) = P(u) 0 Q(u) = Q(u) o P(u)

Justifions la derniére propriété.

—+o0 —+o0
Soit deux polynoémes P = Z ar X et Q = Z b X"*. Alors,
k=0 k=0

PQ = Z a;b; X1

i,jEN

Or pour tous 7,5 € N,u? o ud = u*T7 = uJ o ul. Par bilinéarité de la composition,

i,jEN iEN JEN

(PxQ)(u) = Z agbju't = (Zaiui) o (Z bjuj) = P(u) o Q(u)

~—{Définition 39)

Soit E un espace vectoriel sur K et u € L(E). On considére 'ensemble K[u] défini par :

Klu] = {P(u) | P € K[X]} = Vect(u* | n € N).

K[u] est 'ensemble des polynémes en w.

\.

Remarque : Avec les notations précédentes, K[u] = Im(,,).

,—[Proposition 40}

Soit E un espace vectoriel sur K et u € L(E).

(K[u], +, 0, ) posséde une structure de d’algébre commutative sur K. En d’autres termes :
o (Klu],+,-) est un K-espace vectoriel.

e (Klu],+,0) est un anneau commutatif.
e VAeK, VfgeKul, (A -flog=fo(A-g)=X-(foy)

\.

Preuve : En tant qu’image de K[X] par le morphisme d’algébres P — P(u).
(K[u],+, 0, -) posséde aussi une structure de d’algebre.

La commutativité de K[X] se transmet a la sous-algebre K[u] de L(E).
Remarque : On notera K,[u] = {P(u) | P € K, [X]} = Vect {u* | k € [0,n] }.
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Proposition 41}

Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Soit v € L(E).
K[u] est un sous-espace vectoriel de L(E) (de dimension finie).

Théoréme 42] \
Soit u € L(E). Pour tout P € K[X], Im(P(u)) et Ker(P(u)) sont stables par u.

—{Définition 43} S
Soit A € M,,(K), 'application

U, K[X] = M, (K)
P— P(A)
est un morphisme d’algébres ce qui signifie que :
1. Wu(l) =1,
2. V(P,Q) € K[X]?,U4(P+ Q) = UA(P) + U 4(Q) c’est-a-dire (P + Q)
3. V(P,Q) € K[X]?,U4(P x Q) = UA(P) x U4(Q) c’est-a-dire (P x Q)
4. VP € K[X],VA € K, U 4(A.P) = AW 4(P) c’est-a-dire (A.P)(A) = - P(A).

f—[Déﬁnition 44}
Soit A € M, (K). On note K[A] = {P(A) | P € K[X]}. C’est I'’ensemble des polynomes en A.

\. J

,—[Proposition 45} |

1. K[A] est une sous-algébre de M,,(K), c’est-a-dire un sous-espace vectoriel, stable par produit contenant
L.

2. La sous-algebre K[A] est commutative.

3. La famille (In, A A% ) engendre K[A] en tant qu’espace vectoriel.

Proposition 46}

Soit A, B € M, (K).
Si A et B sont semblables, alors, pour tout P € K[X], P(A) et P(B) sont aussi semblables.

400

Preuve : Soit P = Z apX¥ € K[X], M € My (K) et Q € GL,(K).
k=0
Alors, pour tout k € N, (QflMQ)k = Q 'MFkQ. Par combinaison linéaire, P (QilMQ) = Q7 'P(M)Q. O

Proposition 47}
Soit u € L(F) et B une base de E. On note A = Mgt(u). Pour tout polynéme P de K[X],

Mat(P(u)) = P(A).
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Preuve : Cela découle du fait que :

L(E) —» Myp(K)
Mat :
B u MBat(u)

est un morphisme d’algébres. O

9.6 Polyndémes annulateurs

Définition 48 (Polynémes annulateurs)}

1. Soit u € L(E). Un polynéme P de K[X] est dit annulateur de u si, et seulement si, P(u) = 0z (g).
2. Soit A € My (K). Un polynome P de K[X] est dit annulateur de A si, et seulement si, P(A) = 0y, (x)-

Exemples :
1.
2.

Proposition 49}

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie n.
1. Soit u € L(E). L’ensemble des polynémes annulateurs de u est un idéal de K[X] non réduit a {0}.
2. Soit A € M, (K). L’ensemble des polynémes annulateurs de A est un idéal de K[X] non réduit a {0}.

Preuve : On remarque que pour P € K[X],
Pu)=0<= ¥,(P)=0
ol
U, : K[X] - £(E)
P— P(u)

On voit donc que ’ensemble des polynémes annulateurs est le noyau d’un morphisme d’anneaux. C’est donc un idéal de K[X].
Montrons que Ker(¥,,) n’est pas réduit a {0}.
Comme L(E) est de dimension n?, la famille (u%, u!,u2,... ,u"z) est liée car elle est de cardinal n? + 1 > n2.

On en déduit qu’il existe un combinaison linéaire non triviale

2

nz \u' = 0L(E)
1=0

n2

Le polynéme non nul P = Z AiX? est un polynéme annulateur de w. O
i=0

Remarque : Un endomorphisme en dimension infinie n’admet pas toujours de polynéme minimal.

Définition 50 (Polynome minimal)}

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit © € £(F) non nul.
Il existe alors un unique polynéme unitaire qui divise tous les polynémes annulateurs de wu.
Ce polyndme est appelé polynéme minimal de u et est généralement noté m, ou .

Preuve :

Comme E est de dimension finie, I'ensemble {deg(P) | P(u) = Oz(m)y et P € K[X] non nul } est une partie non vide de N. Elle admet donc un
plus petit élément que ’on notera d.

Soit p,, un polynéme annulateur de u de degré d que ’on va supposer de plus unitaire afin de garantir ’unicité.

14



Soit P un polynéme annulateur quelconque de u. Par division euclidienne,
JF(Q,R) €eK[X], P=QXxmy+ R avecdeg(R) <d

De plus R(u) = P(u) — Q(u) o mu(u) = Oz (g)-
Comme R annule u et est de degré strictement inférieur au degré minimal d, R = 0.

Ce qui prouve bien que P = Q X 7. O

r—[Théoréme 51] N
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit v € £(E) non nul.
Soit P € K[X], on a les équivalences suivantes :

Proposition 52}

Soit u € L(E) et B une base de E. On pose A = Matg(u). Les polyndémes minimaux coincident

HA = Huy-
Preuve : Ce sont les mémes idéaux annulateurs car pour P € K[X], ®4(P) = 0.(g) <= ®4(P) = 0, (k) O
Eremples :
1.
2.

Proposition 53}

Soit A et B deux matrices semblables, alors p4 = pup.

Preuve : On vérifie que pour P € K[X], P(A) = 0 si et seulement si P(B) = 0. O

r—[Théoréme 54] N

Soit u € L(E). On suppose que son polyndéme minimal p,, est de degré d alors la famille est une

base de KJu] et

(uk)ogkgdfl

dim(K[u]) = deg(1,)

\. J

est génératrice de K[u| mais elle n’est pas libre.

d
En considérant le polynéme minimal p,, = E aka alors on a une combinaison linéaire non triviale
k=0

Preuve : Par définition la famille (uk)keN

d
Z akuk =0.
k=0

ce qui prouve que (u?,...,u?) est lice.
Posons F' = Vect (Idg, u,...,u?"1) C K[u] et montrons que F = K[u].
Soit k € N, on fait la divison euclidienne de X* par p,, :

Xk = Q X p + S ot deg(S) < d

15



Ainsi :
u* = Q(u) o puu(w) + S(u) = S(u) € F

On a bien F = K[u]. La famille (uk)0<k<d—1 est génératrice de K[u].

Montrons que la famille (uk)0<k<d71 est libre.
Raisonnons par ’absurde en supposant qu’elle est liée. Il existe alors une relation de dépendance linéaire non triviale

d—1
> bput =0
k=0

Si on pose Q = Zz;é bpX*, on a donc Q(u) = 0.
Le polynéme non nul @ est annulateur de u et deg(Q) < d. Ceci contredit le caractére minimal de f,,.

En conclusion, la famille est bien une base de K[u]. o

(“k)ogkgd—1

Proposition 55}

Soit u € L(E) et F un sous-espace stable par u non réduit a {Og}.
Alors, le polynéme minimal de I'endomorphisme induit u|p divise celui de w.

Preuve : Remarquons que les polyndmes annulateurs de u annulent u|p. En effet, si P annule u,

VeeF, P (u|F) (z) = P(u)(z) =0g

By divisent tous les polynoémes annulateurs de u|p, il divise tous ceux de u et en particulier fiy. O
0110
. . 12 . . . . . 1 001
Ezercice C9 : |[Mines-Télécom| Déterminer le polynéme minimal de la matrice A = 100 1
0110

Ezercice C10 : [Mines-Télécom]|
Soient n > 2 et A la matrice carrée réelle d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1 . Donner le polynéme
minimal de A.

FEzercice C11 : [CCINP|
Soient n un entier > 2 et f : My (R) — M, (R) définie par f(M) =M. Déterminer le polynéme minimal de f.

FEzercice C12 : [CCINP|
Soit A la matrice carrée d’ordre 3 suivante

A

I
o
o

|

[y

1. Montrer que A n’a pas de polynéme annulateur (non nul) de degré inférieur ou égal a 2 .
2. Trouver le polynéme minimal de A.

3. Montrer que A est inversible et préciser AL

Exercice K13 :
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n,u € L(E) et P € K[X]. On note 7, le polynéme minimal de u.
Montrer que P(u) € GL(E) si, et seulement si, P et 7, sont premiers entre eux.

FEzercice C14 : |Mines-Ponts|

Soit A € M, (R). Montrer que A admet le méme polynéme minimal considérée comme une matrice de M, (R)
et comme une matrice de M,,(C).

16



FEzxercice E15 : Soit E un K-espace vectoriel. Soit f € L(E) et P € K[X]. Montrer les implications suivantes :

1.
Ker(f) C Ker(P(f)),

(PO)=0) = {lm(P(f)) c Im(f)

(P(0) #0) = (Ker(P(f)) C Im(f))

{Ker(f) C Ker(P(f))
Ker(f) # {0k}

9.7 Polyndmes annulateurs et valeurs propres

,—[Proposition 56}

Soit E un K-espace vectoriel. Soit v € L(E).
Soit A € K une valeur propre de u et x € F)(u) un vecteur propre associé a \.
Soit P € K[X] alors

Remarque : Faire attention & la position des parenthéses pour écrire une relation qui a bien un sens.

Preuve : Remarquons que pour tout k € N, u*(z) = /\k

Soit P = Z ap X" € K[X], par définition P(u) = Z apu® € L(E
k=0

d d d
P(u)(z) = <Z apu ) (z) = Z akuk(m) = Z ag\f.z = (Z ak)\k> x=P\) -z
k=0 k=0 k=0

r—[Corollaire 57]

Soit E un K-espace vectoriel. Soit v € L(E).
Soit A € K une valeur propre de u.
Si P est un polyndéme annulateur de u alors

P(\) =0.

Les valeurs propres de u sont PARMI les racines de tout polyndéme annulateur de u.

\.

Preuve : D’apreés la pa proposition précédente :

P(u)(z) = P(\) -z

Or P est annulateur de u.

Or z # Og. On en déduit que P(\) = 0.
Remarque : En particulier, le polynéme minimal u,, s’annule en toutes les valeurs propres de wu.
Si on note Z(P) les racines d’'un polynéme P annulateur de u, on a I'inclusion :

Sp(u) C Z(P)
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,—[Proposition 58} N

Soit A € M,(K).
Soit A € K une valeur propre de A et X € E)(A) un vecteur propre associé a A.
Soit P € K[X] alors

P(A)X = P(\)X

r—[Corollaire 59] \

Soit A € M,(K).
Soit A € K une valeur propre de A et X € E)(A) un vecteur propre associé a A.
Si P est un polyndéme annulateur de A alors

P(\) =0.

Les valeurs propres de A sont PARMI les racines de tout polynéme annulateur de A.

\. J

9.8 Théoréme de Cayley-Hamilton

,—[Théoréme 60 (de Cayley—Hamilton)} \

Le polynome caractéristique d’'un endomorphisme en dimension finie (ou d’une matrice) est un polynome
annulateur. Autrement dit, si E est de dimension finie,

Vu € L(E), xu(u)=0rg)
ce qui revient & 7y, | .

VA € Mn(K), xa(4)=0u,x)

ce qui revient & m4 | xA.

\. J

Corollaire 61]

1. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(E).
Le degré du polynome minimal est inférieur ou égal a dim(FE).
2. Soit A € M, (K), deg(ma) < n.

Preuve : Comme 7y | Xu et xu 7# Og[x], alors deg(mu) < deg(xwu) = dim(E). O

Théoréme 62}

Les racines du polynéme minimal d’un endomorphisme (respectivement d’une matrice) sont, comme pour le

polynéme caractéristique, exactement ses valeurs propres.

Preuve : Notons A1, ..., A, les r valeurs propres distinctes de v € L(E).
Elles sont racines de m, en tant que polynéme annulateur :

(X =XA) XX (X =Xp) | 7w

18



D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton,le polynéme minimal divise le polynéme caractéristique.
Notons m; la multiplicité de la valeur propre \; dans X, de telle sorte que

Xu = (X =21)™ x oo x (X = Ap)™

Ainsi :
Tu | (X = A1) X oo X (X = A)™"

7w est donc de la forme (X — A1)% x -+ x (X — A)% avec, pour tout i € [1,7],1 < ds < my. O

Remarque : Ce théoréme facilite la recherche d’un polynéme minimal.

En effet, si xps = (X — 1)2(X — 3), il n’y a que deux expressions possibles pour 7y; : 7y = (X — 1)(X — 3)
ou my=(X-1)*X-3)

Il suffit alors de calculer (M — I,,) (M — 31I,,) pour pouvoir conclure.

Proposition 63}

1. Une matrice de M,,(C) est nilpotente si, et seulement si, son polynéme caractéristique est X".

2. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(E).

L’endomorphisme u est nilpotent si, et seulement si, son polynéme caractéristique est X",

Preuve : Supposons que M est nilpotente, il existe p € N* tel que MP =0y, (¢)- Le polynéme X? annule M
0 est donc la seule valeur propre possible de M.
Or M admet au moins un valeur propre (complexe), Sp(M) = {0} puis xps = X".

Réciproquement, supposons que xps = X™.
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, M" = Oar,, (c) donc M est nilpotente.

On retrouve le fait que I'indice de nilpotence est inférieure ou égale a n. O

Ezxercice C16 : [CCINP|
On considére un entier n > 2. Soit A € M,,(C) telle que A" =1, et telle que la famille (I,,, A, A% ... JAT)
soit libre. Montrer que tr(A) = 0.

Ezercice C17 : |Mines-Télécom]|
Soit A € M,,(K) une matrice inversible.

1. Déterminer un polynéme P tel que deg(P) =n — 1 et P(A) = A~L.
2. Décrire Pensemble des P € R[X] tels que P(A) = AL,

Exercice E18 :

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(E). On suppose que F' et G sont des supplémentaires de
E stables par u. On note v = u|p 'endomorphisme induit par usur ' et w = u|g celui induit sur G. Pour un
endomorphisme f, on note 7, son polynéme minimal et x s son polynéme caractéristique.

1. Justifier que x, et x, divisent x, et que m, et m, divisent m,.

2. Montrer que 7, est le plus petit commun multiple de 7, et m,.
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9.9 Polyndémes annulateurs et réduction

9.9.1 Lemme des noyaux

Théoréme 64 (Lemme de décomposition des noyaux)W

)

Soit E un K-espace vectoriel. Soit v € L(E).
Si Py et P» sont deux polyndémes premiers entre eux alors :

Ker (P Py(u)) = Ker (P1(u)) @ Ker (P2 (u))

,—[Théoréme 65 (Lemme de décomposition des noyaux)}

Soit E un K-espace vectoriel. Soit u € L(E).

T
Si Py,..., P, sont des polynémes deux a deux premiers entre eux de produit égal & P = H Py, alors :
k=1

Ker(P(u)) = @D Ker (P (u))
k=1

,—[Corollaire 66]

Soit F un K-espace vectoriel. Soit u € L(E).
Si Pi,..., P, sont des polynomes deux a deux premiers entre eux de produit P et si P annule u € L(E),

E = @Ker (P;(u))
i=1

On peut de cette fagon décomposer E en somme de sous-espaces stables par u.

9.9.2 Polyndmes annulateurs et diagonalisation

r—[Théoréme 67]
Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit u € L(F) de polyndéme minimale 7.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L’endomorphisme u est diagonalisable.
2. Il existe un polynoéme scindé & racines simples qui annule u.

3. Le polynéme minimal de 7, est scindé & racines simples.

Remarque : 1l se peut que le polyndéme caractéristique ne soit pas & racines simples. Par exemple pour I'identité.
On amMdy = X —1et Xldg = (X— 1)”.

Preuve :
Montrons que 1) = 2). On suppose que u est diagonalisable. Soit A1, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de u. On sait que :

s
E = @D Ker(u — A\gldg)
k=1
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Comme les polynoémes (X — A1),...,(X — A) sont premiers entre eux deux a deux. Le
lemme des noyaux donne :
E=Ker((u—Xildg)o...(u—Aldg))

T
Posons P = H (X — Ag) qui est scindé a racines simples. Alors P(u) = O ().
k=1

2) = 3) On suppose qu’il existe un polynéme scindé a racines simples P qui annule u.
Par définition du polynéme minimal, m,, | P.
Donc 7, est scindé a racines simples.

3) = 1) On suppose que 7, est scindé a racines simples. On pose :

On sait que A1, ..., Ap sont les valeurs propres de u.
Le lemme de décomposition des noyaux donne :

P
E = Ker (my(u)) = @Ker (u — N\idg)

1=1

Comme E est somme directe des sous-espaces propres de u, ’endomorphisme u est diagonalisable. 0

z—[Théoréme 68] N

Soit A € M,,(K) de polynéme minimal 74. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La matrice A est diagonalisable.
2. Il existe un polynome scindé a racines simples qui annule A.

3. Le polynéme minimal de A, w4 est scindé & racines simples.

Corollaire 69]

Si u est diagonalisable, alors pour tout sous-espace vectoriel F' non réduit & {Og} et stable par u, 'endomorphisme
induit par u sur F' est diagonalisable.

Preuve : On a vu que my, F divise 7.
Comme u est diagonalisalble, on sait que 7, est scindé a racines simples.
Donc Tu est aussi scindé a racines simples.

Finalement, u|p est diagonalisable. O

FEzercice C19 : |CCINP|
Soient z un nombre réel et E, I'ensemble des matrices M € M,,(R) vérifiant M? + M+ x1,, = 0.

1. Si & # 0, montrer qu'une matrice M € E, est inversible et exprimer son inverse. Quelles sont les matrices
inversibles appartenant a Eg ?

2. Pour n = 2. Pour quelles valeurs de x tous les éléments de E, sont ils diagonalisables dans M,,(R) ?

3. Toujours pour n = 2. Déterminer ’ensemble T des traces des éléments de E_o. Quel est son cardinal ?

Ezercice C20 : [CCINP|
Soit n > 2 entier. On considére M, (R) telle que A% =1, et A # £1,,.

1. Montrer que tr(A) = n[2].
2. Montrer que |tr(A)| <n — 2.
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Ezxercice C21 : [Mines-Ponts]
Soit A € My(R) telle que A% + A? + A = 0. Montrer que le rang de A est pair.

Ezercice C22 : [Mines-Ponts|
Soit A € GLg(R) vérifiant A% — 342 + 24 = 0 et tr(A) = 8. Déterminer le polynéme caractéristique de A.

Ezxercice A23 : Donner le polynéme minimal des matrices suivantes et préciser si elles sont, ou non, diagonalisables
dans M3(R) :

00 2 00 1
M=lo020], J=|10 0
2 0 0 010

Ezercice C24 : |[CCINP|
Soit E = M3 (R) et Papplication ¢ définie sur E par

(1) (%)

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.
2. Montrer que les valeurs propres sont de carré égal a 1.

3. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 7 Quels sont les sous-espaces propres ?

Ezercice C25 : |[CCINP| Soit A, B et C trois matrices carrées d’ordre n a coefficients complexes. On suppose que

A=B+C, A’=B+2C et A3=B+4C.
1. Trouver un polynome annulateur de A et en déduire que A est diagonalisable.

2. Montrer que B et C' sont diagonalisables.

Exercice E26 : On considére un entier n > 2. Soit ’endomorphisme

[ Ma(R) — M,(R)
" M — M + tr(M)I,,

1. Déterminer un polyndéme annulateur de u de degré 2 .
2. u est-il diagonalisable ?

3. Déterminer le polyné6me minimal et le polynéme caractéristique de wu.
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9.9.3 Reéduction des endomorphismes annulés par un polyndme scindé

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n. Soit u € L(FE). Rappelons tout d’abord que : u est
trigonalisable si, et seulement si y,, est scindé sur K.
Supposons pour cela x,, scindé sous la forme :

Xu=(X—=X)"™" x- - x (X =X\)""

ol A, ..., A sont les r valeurs propres deux a deux distinctes de .
Les facteurs (X — \;)™ étant deux a deux premiers entre eux.
Le lemme des noyaux et le théoréme de Cayley-Hamilton assurent que :

E =Xer ((u— M\idg)™) @ -+ @ Ker ((u — \idg)™)

Nous venons ici de construire une décomposition de E en somme directe de sous-espaces stables par u. Cette
décomposition permet de trigonaliser u de maniére plus précise.

,—[Déﬁnition 70 (Sous-espace caractéristique)} .

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n.

Soit u € L(E) et A € Sp(u).

On appelle sous-espace caractéristique de u associé & la valeur propre X le sous-espace Ker ((u — Aidg)™) ou m
représente 'ordre de multiplicité de la valeur propre A dans x,,.

On notera par la suite F) ce sous-espace caractéristique.

\. J

Proposition 71 (Dimension du sous-espace caractéristique)]

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n.
Soient u € L(E) et A € Sp(u). Notons m 'ordre de multiplicité de A dans x,. Alors

dimKer ((u — Aldg)™) = m.

Preuve : Ecrivons le polynéme caractéristique . sous la forme :
Xu=(X—=A)"Q
o (X —AN)"™AQ=1.

Le lemme des noyaux assure que :
Ker(xu(u)) = Ker((u — Nldg)) @ Ker Q(u).

Le théoréme de Cayley-Hamilton permet d’obtenir Ker(xu(u)) = Ker(0r(g)) = E. Ainsi :
E = F\ ® Ker(Q(w))

Notons respectivement v et w les endomorphismes induits par u sur les sous-espaces stables F)\ et Ker(Q(u)).
Notons p = dim Ker ((uv — Aidg)™).

1. Remarquons que pour tout x € F,
(v—=Aldp, )™ (z) = (u — Aldg, )™ (z) = 0p

On en déduit que le polynéme (X — A)™ annule v.
Le scalaire A est la seule valeur propre de v. Ainsi, x» = (X — A)P.

2. Le scalaire A n’est pas racine de Q. Or @ annule w, A n’est pas donc pas racine de .

Xu = (X - >\)mQ = Xv " Xw = (X - >\)p * Xw

avec Xw(A) # 0. Par définition de la multiplicité de la racine A dans le polynéme xu,

m =p.
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,—[Proposition 72} N

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n.
Soit u € L(FE). On suppose que X, est scindé. Alors, en notant Aq,..., A, les r valeurs propres deux a deux
distinctes de u, en écrivant :

T T

Xu=[X=2)™ et m=][E&X-x)"%

i=1 i=1

On a alors 'égalité :

Vie[1,r], F =Ker((u—\idp)™) = Ker ((u - )\Z-idE)di)

Preuve : Appliquons le lemme des noyaux aux polynémes annulateurs y,, et m, de ’endomorphisme wu :
T s
E = @Ker ((uw—Njidg)™) = EBKer ((u — )\iidE)di)
i=1 i=1

Or pour tout i € [1,r],
Ker ((u - )\iidE)di> C Ker ((u — \idg)™) .

Ainsi pour tout 7 € [1,7],
dim Ker ((u - /\iidE)di) < dim Ker ((u — Aiidg)™)

D’autre part, en prenant les dimensions des sommes directes :
T T
> dimKer ((u — Aiidg)™) = > _ dim Ker ((u - )\iidE)di) .
i=1 i=1
”

Z (dim Ker ((u — \;idg)"™*) — dim Ker ((u — )\iidE)di)) =0

=1

>0

On en déduit que pour tout ¢ € [1,r],
dim Ker ((u — /\iidE)di) —dimKer ((u — \jidg)™#) =0

dim Ker ((u - )\iidE)d’) = dim Ker ((u — X\;idg)™?)

En conclusion pour tout ¢ € [1,r],
Ker ((u - )\iidE)di> = Ker ((u — \idg)™) .

z—[Théoréme 73] N
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n.

Soit u € L(E).

On suppose qu’il existe un polyndéme scindé annulant wu, alors I'espace vectoriel E est la somme directe de
sous-espaces stables par u sur chacun desquels u induit la somme d’une homothétie et d’'un endomorphisme
nilpotent.

\.
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r—[Théoréme 74]

Soit M € M, (K).
On suppose qu’il existe un polynéme scindé annulant M, alors M est semblable & une matrice de la forme :

Alo* e %

0

0 0 M
Ap % *
0
0 0 A\

\.

Preuve : En reprenant les notations et résultats précédents, on sait que :

T

E = @Ker ((w = Njidp)™) = @ F

i=1 i=1

Chaque sous-espace Fj; est de dimension m; € N*.
Notons u; 'endomorphisme induit par u sur F;.
Rappelons que P; = (X — ;)" annule u;.
Comme \; est la seule racine de P;, c’est 'unique valeur propre de u;.
Posons
n; = u; — \jidp,

On remarque que n; est nilpotent. En effet, pour tout = € F;,
ny'(z) = (u— Nidg)™ (z) = 0g

Ainsi, n;n =0,(F,)-

Exercice E27 :
Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables d’un K-espace vectoriel de dimension finie E tels que
uov = vou. Montrer que u et v diagonalisent dans une base commune.

Exercice E28 :
Soient u et v deux endomorphismes trigonalisables d’un K-espace vectoriel E de dimension finie tels que
uov = vowu. Montrer que u et v trigonalisent dans une base commune.

Ezxercice C29 : |[Mines-Télécom]|

00 O
Soit A= 0 0 -1
01 0

1. A est-elle diagonalisable ? Donner ses valeurs propres complexes et déterminer une matrice D diagonable
semblable & A.

2. Soit M € M3(R) non nulle telle que M® + M = 0. Montrer que M est semblable a D.
3. A et M sont-elles semblables dans M3(C) ? M3(R) 7

FEzercice C30 : |CCINP|
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E. Pour tout u € L(FE), on pose :

B(u) = S(pou+uop).
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1. Montrer que ® est un endomorphisme de 'espace L(E).
2. @ est-il diagonalisable ?

3. Préciser les valeurs propres de ® (on distinguera les cas particuliers p = Idg,p =0 ).

FEzercice C31 : |CCINP|
Soient A € M, (R) et B = < lgx 18 ) € Man(R).

1. Donner le rang de B en fonction du rang de A.

2. Montrer que, pour tout P € R[X],

P(B) = < P(OA) P(OA> ) +P(0) ( 8 _LI:L )

3. On suppose que A est diagonalisable. Montrer que B ’est aussi, et donner ses valeurs propres.
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