Chapitre 11

Probabilités
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11.1 Espaces probabilités

11.1.1 Tribus et événements

Rappelons le concept de hasard a été formalisé avec la théorie mathématique de Kolmogorov en 1933 dans
son livre "Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung". Nous poursuivons la présentation de cette théorie
moderne en MP.

11.1.2 Tribus et espace probabilisable

~— Définition 1 \
Soit € un ensemble. Soit A une partie de sous-ensemble de © (A C P(Q)).
On dit que A est une tribu sur 2 (ou une o-algébre sur ) si, et seulement si,

1. Qe A
2. VAc A, Ac A

3. Pour tout famille (A,)nen d’éléments de A, U A,, est un élément de A.
neN

Les éléments de A sont appelés événements. Le couple (£2,.4) est appelé espace probabilisable.

\. J

Ezxemples :

1. A={Q, @} est une tribu de Q.

2. Soit A € P(Q), A= {Q, 3, A, A} est une tribu de Q.
3. SiQ =R, A={R,2,[0,1],[0,1]} est une tribu de R.
4. P(€) est une tribu de Q.
5. On considére des tirages a pile ou face. On a alors Q = {P, F'} et A= {92,{P},{F},{P, F}}
6. Si I’on considére le lancer d’un dé & six faces, on peut prendre comme univers :
0=1{1,2,3,4,5,6} et A=P(Q)
L’événement : "le résultat du lancer est pair" est : {2,4,6}.
,—[Proposition 2} \
Soit (£2,.4) un espace probabilisable. Alors :
1. o€ A
2. Pour tout couple (4,B) € A2, ona: AUB€A ANBeA A-Be A
+oo
3. Pour toute suite (A;)nen d’éléments de A, on a ﬂ A, € A
n=0




~— Définition 3 )

Soit (£2,.4) un espace probabilisable. Soit w € €.

1. L’événement  (resp. &) est appelé événement certain (resp. impossible).

2. Si la tribu contient un événement du type {w} alors ce dernier est appelé événement élémentaire.
3. Soit A, B € A, on dit que A et B sont incompatibles si, et seulement si, AN B = &.
4

. Une famille finie (A1, A, ..., Ap) d’événements est appelée systéme complet d’événements si, et seulement
si:

p
Vi, 4) € [Lpl, i#j = AinA;j=2 e Q=|]A.
n=1

5. Une famille (A4, )nen d’événements est appelée systéme complet d’événements si, et seulement si :

+oo
Vi) N’ it = AnAi=0 e Q=[]A.
n=0

11.1.3 Probabilités

~—{ Définition 4 \

Soit (€2,.A) un espace probabilisable.
On appelle probabilité sur I’espace probabilisable (£2,.4) toute application P: A — [0, 1] telle que :

1. P(Q) =1

2. pour toute famille (A,,)pen d’événements de A deux a deux incompatibles, on a la propriété de o-additivité :

+o0o +o00
P (U An> = ZIP’(An)
n=0 n=0

Le triplet (€, .A,P) est appelé espace probabilisé.

\. J

Remarques :

1. Dés que l'on a une famille (Ay,)peny d’événements deux a deux compatibles, la série ZIP(An) est

n=0
automatiquement convergente.
2. Soit (A1, Ag, ..., Ap) une famille finie d’événements deux a deux incompatibles, la o-additivité devient :
P
P(A1UAaU---UAy) => P(Ay).
n=1

3. Soit X une variable aléatoire discréte avec X (Q2) = {z; | i € I} avec I un sous-ensemble de N. Rappelons
que ([X = x;])ier est un systéme complet d’événements. La o-additivité donne :

1=P(Q) =) PX =u].

el




r—[Vocabulaire et définition 5] <
Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé.

1. Un événement A = ) de probabilité 1 est dit certain presque stirement ou quasi certain.
2. Un événement A # @ de probabilité 0 est dit quasi impossible (ou presque impossible).

3. Une famille (Ay,),en d’événements est appelée systéme presque complet d’événements si et seulement si :

400 +00
V(i,j) EN? i#j = ANA =0 UJan#Q et P(UAH>:1
n=0

n=0
+oo
Autrement dit I’événement 2 — U A, est impossible presque siirement.
n=0
,—[Proposition 6 (Regles de calcul)} \

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé. Pour tout couple (A, B) d’événements, on a :
1. P(A) =1-P(4),
2. P(A—- B)=P(A) —P(AN B),

3. Si A C B alors P(A) < P(B) (on dit que P est une application croissante sur A pour I'inclusion),

Théoréme 7 (Formule du crible de Poincaré)]

Soit (€2,.4,P) un espace probabilisé.
1. Soit A,Be A, P[AUB]=P(A)+P(B)—-P(ANB)
2. Soit A,B,C € A, PJAUBUC] =P[A]+P[B]+P[C]-P[ANB]-PBNC]-P[ANC]+P[ANBNC].

,—[Théoréme 8 (Limite monotone)] \

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé. Soit (A,,)nen une suite d’éléments de A.

1. On suppose que la suite (A, )nen est croissante au sens de l'inclusion, c’est-a-dire que pour tout n € N,
Ay C Apya alors la suite (P(Ay)),,cy converge et :

+oo
o, Pldo) =P (U Ak)

2. On suppose que la suite (Ay)nen est décroissante au sens de l'inclusion, c¢’est-a-dire que pour tout n € N,
Any1 C Ay alors la suite (P(Ay)), oy converge et :

+oo
smro=r(fn)

\. J

x>
(DL

n
Preuve : 11 suffit de remarquer que les suites < U Ak> et < Ak> sont respectivement croissante et décroissante. On applique alors
k=0 neN neN

le théoréme de la limite monotone. 0



11.2 Conditionnement et indépendance

~—{ Définition 9 \

Soit (€2,.A4,P) un espace probabilisé. Soit B un événement tel que P[B] # 0. On appelle probabilité conditionnelle
sachant que ’événement B est réalisé 'application :

A —[0,1]
Py P[A N B]
A—> P[B]
Ainsi par définition, pour tout A € A, Pp(A) = P([?(;)B)

\. J

Remarques :
1. Dans certains anciens sujets, on rencontre aussi la notation P[A|B] au lieu de Pp(A).
2. Intuitivement, Pp[A] représente la probabilité de A sachant I’événement B réalisé.

r—[Théoréme 10} N
Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé. Soit B un événement tel que P[B] # 0. Alors Py est une probabilité sur
l’espace probabilisable (€2,.4) qui vérifie :

1. Pp[B] =1
2. Pour tout événement A, Pg[A] = 1 — Pg[A].

3. Pour toute suite (A4;,)nen d’événements de A deux & deux incompatibles, on a la propriété de o-additivité :
“+00 “+00
P (U An> _ S Pa(An)
n=0 n=0

On peut ainsi définir un nouvel espace probabilisé (2, A, Pp).

\. J

,—[Déﬁnition 11 (Indépendance)}

Soit (€2,.A4,P) un espace probabilisé.

1. On dit que deux événements A et B sont dits indépendants (pour la probabilité P) si, et seulement si,

P(AN B) = P(A) x P(B).

2. Les événements de la famille (A1, ..., Ay) sont dits mutuellement indépendants si et seulement si :
VkE[[l,p]], Vil,...,’ikE[[l,p]] tel que 1 <41 < -+ < i < p, P(A“ﬂﬂAlk):[P(An)XXP(A
3. Les événements de la famille (A;,),en sont dits mutuellement indépendants si et seulement si :

vk € N*, Vii,... i € N tel que i1 < -+ < g, P(A“ ﬂ"-ﬂAik) :P(Azl) X oo XP(AZk)

\. J

Remarque : Soit A, B deux événements indépendants avec P[B] # 0. On a alors :

Pp[A] = P[g[;]B l_ P[gg}m — P[4].




11.2.1 Formule des probabilités composées

\

,—[Théoréme 12 (Formule des probabilités composées) )

Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé.
Soit (A1,...,A,) une famille d’événements telle que ‘P(Al N---NA,_1)#0. ‘ Alors

P(A1N---NA,) =P(A1) x Pa,(A2) X -+ - X Pajn.na,_, (An)
Dans le cas ot les événements sont mutuellement indépendants, la formule devient :

P(A1 NN Ap) = P(A7) x -+ x P(Ay)

Remarque : On utilise cette formule dans le cas ou Ay, ..., A, sont des événements chronologiques (comme dans

les urnes évolutives).

11.2.2 Formule des probabilités totales

,—[Théoréme 13 (Formule des probabilités totales)]
Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé.

1. Soit (Ap,. .., An) un systéme (presque) complet d’événements. Soit B un événement. Alors :
m
P(B) = > P(A,NB).
n=0

dans le cas ou pour tout n € [0,m], P[A,] # 0, on a :

m

B(B) = 3 P(A,)P4, (B).

n=0

2. Soit (Ay)nen un systéme (presque) complet d’événements. Soit B un événement. Alors :
+oo
P(B) = ) P(A,N B).
n=0
dans le cas ou pour tout n € N, P[A4,] #0, on a :

~+o00
P(B) = Y P(A)P4,(B).
n=0




11.2.3 Formule de Bayes

,—[Théoréme 14 (Premiére formule de Bayes)} \

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé. Soit A et B deux événements tels
que P[B] # 0 et P[A] # 0, alors

_ P[ANB] _ P4[BP[4]
Poldl = ~pE = PE

Remarques :

1. La formule de Bayes permet d’échanger les événements A et B.
On l'appelle parfois "formule de la probabilités des causes".

2. Soit O une observation et H une hypothése. La probabilité P [O]
donne la probabilité d’observer O sachant I’hypothése H vérifiée. La
probabilité Pp[H] mesure la plausibilité de 'hypothése H sachant
que l'on a observé O. Ceci nous conduit & la méthode statistique
d’inférence bayésienne.

,—[Théoréme 15 (Deuxiéme formule de Bayes)w

y
Soit (£2,.4,P) un espace probabilisé. Soit B un événement.
Soit (Ap)nen un systéme (presque) complet d’événements tel que pour tout n € N, P[A,] # 0, on a

Pa, [BP[A] P(Ax N B)

Vk € N, IPB(Ak) = = T
S P(An)Pa, (B)
n=0

P[B]

Ezercice C1 : |[Mines-Ponts|
La probabilité qu’une famille posséde n enfants vaut ap™, ol « et p sont des réels strictement positifs fixés
indépendants de n.

1. Déterminer « en fonction de p.

2. Quelle est la probabilité que la famille posséde k gargons (on suppose qu’a chaque naissance, la probabilité
que I'enfant soit un garcon est égale a % ).

3. Quelle est la probabilité d’avoir au moins deux gargons sachant qu’il y en a au moins un ?

Ezxercice C2 : [Mines-Ponts|
Un objet a une probabilité p d’étre dans un meuble. Ce meuble contient 8 tiroirs. Sachant que ’on a ouvert les 7
premiers tiroirs et que I’objet ne s’y trouvait pas, quelle est la probabilité qu’il soit dans le dernier ?

Ezercice C3 : |CCINP]| Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit A un événement. On note A I'événement contraire de A. Montrer que P(A)P(A) <

=

2. Soit A et B deux événements.
(a) Montrer que P(A)P(B) — P(AN B) = P(A)P(AN B) — P(AN B)P(A).
(b) En déduire que |P(A)P(B) — P(AN B)| < 1/4.



FEzxercice Cj : [Mines-Ponts|

Deux urnes U; et Uy contiennent a boules blanches et b boules rouges. On tire en paralléle (et indépendamment),
avec remise, dans chacune des urnes.

Trouver la probabilité d’avoir tiré au moins deux fois plus de boules dans U; que dans Us, avant d’avoir obtenu
la premiére boule blanche.

Ezercice C5 : |[Mines-Ponts|

Une urne contient une boule rouge et une boule blanche ; on effectue des tirages successifs avec remise. Si on
tire une boule rouge, on la remet dans I'urne avec deux autres boules rouges. Quelle est la probabilité de tirer
n boules rouges consécutives 7 Quelle est la probabilité de ne tirer que des boules rouges 7 Méme question en
rajoutant p boules & chaque tirage.

Ezercice C6 : |[Mines-Ponts|

Des personnes Py, ..., P, se transmettent un signe + ou - avec la probabilité p de le passer inchangé et la
probabilité ¢ = 1 — p de le changer. La personne 1 regoit le signe + . Sachant que P, a regu le signe + , quelle
est la probabilité que P; ait transmis son signe sans le changer 7

Ezercice C7 : [Mines-Ponts| On considére un dé rouge truqué qui donne 6 avec la probabilité p €]0, 1] (les autres
issues étant équiprobables) et un dé blanc non truqué. On lance simultanément les deux dés, un pour chaque
joueur. En cas d’égalité des deux dés, le dé blanc qui 'emporte. Quel dé faut-il choisir ?

Ezxercice C8 : [Mines-Ponts|
Soit n € N*. On munit I'ensemble P({1,...,n})? de la distribution uniforme. Déterminer la probabilité que deux
parties (A, B) soient disjointes.

Ezercice C9 : |[Mines-Ponts|
Deux joueurs A et B tirent une piéce non truquée & tour de role. Le premier qui obtient pile gagne. A commence.
Quelle est la probabilité que A gagne?

Exercice E10 : [Probabilité d’obtenir deux piles consécutifs|
On lance une infinité de fois une piéce donnant pile avec probabilité p > 0 et face avec probabilité 1 — p. Quelle
est la probabilité d’obtenir deux piles consécutifs au cours de ces lancers ?

FEzercice E11 : [Lemme de Borel-Cantelli et loi du zéro-un de Borel|
Soit (Ap), ey une suite d’événements d'un espace probabilisé (€2, A, P). On pose B,, = U Apet A= m B,.
k>n neN

1. On suppose que la série Z P(A,) converge.
neN
(a) Montrer que P(A) = lim P(B,).

n—-+o0o

(b) En déduire que P(A) = 0.

2. On suppose que les A,, sont mutuellement indépendants et que la série Z P(A,) diverge.
neN

(a) Soit (n,p) € N2, Montrer que
n+p447 n—+p
P (ﬂ Ak) < exp <— ZP(Ak)>
k=n k=n

(b) En déduire que P(A) = 1.



,—[Proposition 16} |
On suppose que € est fini ou dénombrable et A = P(Q).

1. Si P est une probabilité, on pose pour tout w € 2, p, = P({w}).
La famille (p,,),,cq est sommable et de somme 1.

2. Réciproquement si (p,,),,cq est une famille sommable et de somme 1, il existe une unique probabilité P
telle que pour tout w € Q, p, = P({w}).
Dans ce cas,

VAEP(Q), P(A)= p.
w€eA

Preuve : La preuve dans la cas ou €2 est fini a été vue en MPSI. Nous allons traité le cas ou 2 est dénombrable.
Soit ¢ une bijection de N dans 2.

1. On pose pour tout n € N, A, = {¢(n)}.
La famille (A,), cn est composée d’événements deux & deux incompatibles. On a ainsi

+o0 400 o0
n=0 n=0 n=0

On en déduit que la famille (pv("))neN est sommable de somme 1.

Ainsi la famille (py,),c(, est sommable et de somme 1 .
2. Considérons une famille sommable (pw),,cq de somme 1. Soit P la fonction définie par

P:Aw pr
wEA

On a bien P(Q) =1 et P est a valeurs dans [0,1].

Considérons une suite (A ),y de parties deux & deux incompatibles de .

On pose B =, cn An-

Comme la famille (p., ), cp est sommable et, par sommation par paquets (puisque les A;, forment une partition de B )

—+o0 —+o0
P(B)=3_ pu=D>_ > po=D P(4n).
n=0

weEB n=0weA,




11.3 Variables aléatoires discrétes

Dans toute la suite, (€2,.4) désignera un espace probabilisable quelconque et E un ensemble non vide.

r—[Déﬁnition 17] \
Soit (€2,.A) un espace probabilisable et E un ensemble non vide. On appelle variable aléatoire discréte toute
application X : Q — F telle que :

1. X(€) est un ensemble fini ou dénombrable;
2. Pour tout z € X(Q2), X 1({x}) € A.

L’événement X ~!({z}) est traditionnellement noté (X = x) ou {X =z} ou [X = z].

\. J

Remarques :

e Malgré son nom, une variable aléatoire n’est pas une variable (c¢’est une fonction) et elle n’est pas aléatoire.

e Lorsque F =R (la situation la plus courante), la variable aléatoire discréte est qualifiée de réelle.

e X (Q) est 'image (directe) de 2 par X.
Comme X (€2) est au plus dénombrable, on pourra écrire X () = {z,, | n € N}.

e Si Q) est au plus dénombrable, il en va de méme pour X (£2).
Dans ce cas, on constate qu’en munissant (2 de sa tribu naturelle P(£2), toute fonction de Q dans E est
une variable aléatoire.

— Notation 18 N

Si A C E, X 1(A) désigne 'image réciproque de A par X :

X~1(4) = {weQ|Xw)eA} = (XcA

notation

Dans le cas ot X est une variable aléatoire réelle, on note également :

(X<z)=X"1(~- oo,x])—{wEQ]X()gx}
(X <z)= (] 00,z[) ={w € Q| X(w) < x}
(X >2z)= XYz, +oo)) ={w e Q| X(w) =z}
(X >z)= X"z, +o0)) = {w € Q| X(w) >z}

Remarque : Rappelons que la notation X ~'(A) n’implique pas la bijectivité de X.

Proposition 19}

Soit (€2,.4) un espace probabilisable et X une variable aléatoire discréte sur cet espace.
Si A C X(9), alors (X € A) est un événement.

Preuve : Comme A est au plus dénombrable et

comme réunion au plus dénombrable d’événements. 0

Théoréme 20]

Soient (£2,.4) un espace probabilisable et X une variable aléatoire discréte sur cet espace.
La famille ((X = z)),cx(q) est alors un systéme complet d’événements.

10



On munit désormais ’espace probabilisable (€2,.4) d’une probabilité P.

Définition 21}
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, A, P).
On appelle loi de probabilité de X (ou plus simplement loi de X ) I’application

Py : A€ P(X(Q) — P(X € A)

Théoréme 22]

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, 4, P).
L’application Py est une probabilité sur X (12).

Preuve : On vérifie que :
Pour tout A C X(Q),Px(A) =P(X € A) € [0,1].

Px(X(Q)=P(XeX(Q)=PQ) =1
Pour toute suite (An) d’événements deux a deux incompatibles,

+o0 +oo
Px <|_| An> P(U(XEAn)> =) P(X€A,) =) Px(4n)

neN neN n=0 n=0

~—{Définition 23)
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (€2, 4, P).

La loi de X est entiérement déterminée par la distribution de probabilités (P(X = r)).ex(q), appelée distribution
de probabilités de X.

On appelle support de la loi de X I'ensemble des éléments x de E tels que P(X = ) # 0.

\.

Etant donné une certaine distribution de probabilités (p,) scp définie sur un ensemble E au plus dénombrable, il
est toujours possible de définir une variable aléatoire X de loi donnée par (p;),c -

Proposition 24}

Soit (pz),cp une distribution de probabilités définie sur un ensemble £ au plus dénombrable.
Il existe un espace probabilisé¢ (€2, A, P) et une variable aléatoire discréte X de loi donnée par (ps),cp-

Preuve : Considérons I’espace probabilisé (E, P(E),P) ou P est définie par P({z}) = pz.
En prenant X = idg, pour tout z € E,P(X = z) = ps.

Rappelons quelques notations utiles :

Notation 25

Soit X, Y deux variables aléatoires discrétes.
e Si une variable X suit une certaine loi de probabilité £, on notera X ~ £ ou X — L.
e Si deux variables X et Y suivent une méme loi de probabilité, on notera X ~ Y.

11



Remarque : Deux variables aléatoires X et Y suivent la méme loi si, et seulement si, X (2) = Y (Q2) et pour tout
x e X(Q),

Dans ’égalité en loi, on ne suppose pas que les variables X et Y sont définies sur le méme univers. X et Y
peuvent d’ailleurs étre différentes.

Pour illustrer ces remarques, on considére les exemples suivants :

1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Rademacher, c’est-a-dire que

Alors, X ~ —X.

2. On considére une piéce équilibrée qu’on lance n fois. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de
pile et Y la variable aléatoire donnant le nombre de face.

Alors X et Y suivent la méme loi mais sont pourtant différentes.

—Définition 26 S
Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace probabilisé (2, .4, P) et un événement A telle que P[A] # 0.
On appelle loi conditionnelle de X sachant A, la loi de X pour la probabilité P 4, c¢’est-a-dire application :

X(Q) —[0,1]
B+ P4(X € B)

Remarque : Il n’y a pas de notations officielles dans le programme, on peut noter cette derniére L(X | A).

11.3.1 Opérations sur les variables aléatoires discrétes

On considére une application f : E — F entre deux ensembles E et F' non vides et d’une variable aléatoire
discréte X définie sur un espace probabilisé (2, 4, P) a valeurs dans E.

On peut définir une nouvelle variable aléatoire f o X, traditionnellement notée f(X). Vérifions que f(X) une
variable aléatoire.

Proposition 27}

Soit (£2,.4) un espace probabilisable. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E et f : E — F une
application.
Alors, fo X = f(X) est une variable aléatoire discréte.

Preuve : Posons Y = f(X). Ainsi Y (Q) = f(X(92)) est au plus dénombrable et :
weY@), (Y=y= |J X=xecA

zeX(Q)
f(z)=y

12




=~

,—[Proposition 28}
Soit (2,4, P) un espace probabilisable, X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E, f : E — F une

application. Alors, la loi de f(X) est entiérement déterminée par f et la loi de X et

VAC F(X@), Pyo(d)=P(f(X)eA)= Y P(X=1
zeX(Q)
f(z)eA

\.

Preuve : Soit A C f(X(€)). Alors,

(fX)eA)=(fX)eAn2=(fX)eAHn | ] (X=

~\

,—[Proposition 29}
Soit X et X’ deux variables aléatoires discrétes définies respectivement sur les espaces probabilisés (Q, A, P) et

(AP
On suppose que X () = X' () et que X ~ X'. Soit f: X(Q) — F.
Les variables aléatoires discrétes f(X) et f(X') ont alors la méme loi.

\.

Preuve : Notons Y = f(X) et Y/ = f(X’). On remarque que
Y(Q) = f(X(Q) = f (X' () =Y (?)

D’autre part pour tout y € Y (Q),

U X=a2)|= > PX=x)= > PX =2)=P(Y =y
zEX(Q) zEX(Q) zEX(Q)
f@)=y Fla)=y F@)=y

PY=y)=P

On en déduit que Y ~ Y.

13




11.3.2 Couple de variables aléatoires et vecteur aléatoire

5

—{Définition 30
Soit X, Y deux variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P) et a valeurs respectivement

dans E et F. Alors,
(X,Y):Q — E x F est une variable aléatoire discréte.

2. La loi de (X,Y) est appelée loi conjointe de X et Y.

3. Les lois de X et Y sont appelées lois marginales de (X,Y).

Preuve : Pour prouver que (X,Y) est une variable aléatoire, on remarque que pour tout (z,y) € (X,Y)(9),
(X,Y)=(z,y)=X=2)n(Y =y) € A
0
Remarques :
e On a toujours 'inclusion : (X,Y)(2) C X(2) x Y (). En général, (X,Y)(22) # X () x Y ()
H(X = 2)N Y =y)=(X,Y) = (z,y)) =

e On pourra utiliser indifféremment les notations suivantes
(X =z,Y =y).
e Si on vous demande de donner la loi conjointe, il suffit de donner :
1. X(Q) et V().
2. Pour tout (z,y) € X(2) xY(Q), P(X ==z,Y =vy).

,—[Proposition 31]
Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes. Alors :

1. la famille d’événements ( [X = l‘] NY =y @y)e X(Q) (Q) forme un systéme complet d’événements.

)y Z =2 > P N =gl=1.

zeX(Q) yeY (2 yeY (Q) zeX(Q)

=~

~—{ Théoréme 32}

a partir de la loi conjointe :

Vo e X(Q),P(X =z)= Y  P(X)Y)=(x,y))
yeY ()

VyeY(Q),PY =y)= > P(X,Y)=(zy)
z€X(Q)

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes a valeurs dans E x F'. On peut retrouver les lois marginales

~—{(Définition 33}
Soit X, Y deux variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé (2, 4, P).
On appelle loi conditionnelle de X sachant (Y = y) avec P(Y = y) # 0, la loi définie par :
P(X=z)n(Y =y))
Vo e X(Q Py_ (X = =
T e ( )7 (Y—y)(( .’L')) P(Y _ y)

=z) pour P(X =z) #0.

On définit de méme la loi conditionnelle de Y sachant (X

\.
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Remarque : La connaissance des lois conjointes (grace notamment au contexte de l'exercice) et des lois marginales
permettent de retrouver la loi conjointe.

11.3.3 Variables aléatoires indépendantes

r—[Déﬁnition 34} N
Deux variables aléatoires discrétes X et Y définies sur un espace probabilisé (€2, .4, P) sont dites indépendantes
si 'une des deux assertions équivalentes suivantes est vérifiée :

1. Pour tout (z,y) € X(Q) xY(Q),P(X =2)Nn (Y =y)) =P(X =z) xP(Y =y).

2. Pour tout (4,B) C X(Q) xY(Q),P(X € A,Y € B)=P(X € A) xP(Y € B).
On notera alors X 1L Y.

\. J

Preuve : Supposons que pour tous ¢ € X(Q) et y € Y(Q), P(X =2,Y =y) =P(X =z) xP(Y =y).
Soit (A, B) C X(Q) x Y(Q). Alors, par sommabilité,

P(X€A)-P(YEB) =Y P(X=a)- > PV =y)= > PX=z)PY=y
T€A yEB (z,y)€EAXB

= > IP’(X:a;,Y:y):IP’( | ] (Xx,Yy))IP’(XEA,YEB)
(

(z,y)€EAXB z,y)EAXB

La réciproque est s’obtient en considérant A = {z} et B = {y}. O

Corollaire 35]

Soit X et Y deux variables aléatoires sur(€2, A, P) et deux applications f : X(Q2) — E et g: Y (Q) — F.
Si X et Y sont indépendantes, alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Preuve : Soit e € E et f € F. Calculons

P(f(X)=e,g(Y)=f)=P(X € [ ({e}),Y € g ({/})

Or X et Y sont indépendantes :

P(f(X)=e,g(Y)=f)=P(X € f'({e})) - P(Y € g '({f}) =P(X =) - B(Y = f)

,—[Déﬁnition 36 ( Variables aléatoires mutuellement indépendantes)} |

Soit (X;);<;<, une famille finie de variables aléatoires définies sur (2, A, P).
Les variables sont dites (mutuellement) indépendantes si, et seulement si, 'une des deux assertions équivalentes
suivantes est vérifiée :

n
1. Pour tout (z1,...,2n) € X1(Q) X -+ x Xn(Q),P (X1 =21,..., Xn =25) = | [P (X = z)).
i=1
2. Pour tout (Ay,...,Ay) C X1(2) X -+ x X,,(Q), les événements (X; € Ay),..., (X, € A,) sont mutuelle-
ment indépendants.

Remarque : la mutuelle indépendance implique I'indépendance deux & deux, par contre la réciproque est fausse.

15



Preuve : Soit (A1,...,An) C X1(Q) X -+ X Xp(Q).

[[epxiean=]] D P(Xi=m)= > TP =2
=1

i=lxz;EA; (T1,.-,@Tn ) EAL X+ XAy i=1

= Z P(Xl:xly"'an:xn):P(Xl€A17'~-7XTL€A774)
(€1,..,@pn)EAL XX Ap

Prouvons maintenant que toute partie I de [1,n],P m (X; €Ay | = l_I}P’(X2 € A;).
= i€l
On pose pour cela B; = A; si i € I et B; = X;(Q2) sinon. En adaptant la preuve précédente, on obtient :

P <ﬂ (X eAi)) =P (ﬁ (X; € Bi)> = ﬁp(xi € Bi)=][]P(Xi€ A)

i€l =1 =1 i€l
O
,—[Théoréme 37 (Lemme des coalitions)] \
Soit (X7, ..., X,) des variables aléatoires discrétes indépendantes. Soit k € [1;n — 1] et
k n
fF[x@—E  g: [ X(@)—F
i=1 i=k+1
Les variables f (Xi,...,Xg) et g (Xg41,...,X,) sont des variables aléatoires discrétes indépendantes.
Preuve : L’idée est de montrer que Y = (X1,...,Xy) et Z = (Xk+1,...,Xn) sont des vecteurs aléatoires indépendants, d’utiliser le résultat
précédent.
k n
Soit (z1,...,Tk) € H Xi(Q) et (Tgt1,-..,2n) € H Xi(Q),
=1 i=k+1
k n
YV =(@1,..,zp) = [ | (Xi =) et (Z=(@ps1,.-,2n)) = []| (Xi=m).
i=1 i=k+1
On en déduit, d’aprés 'indépendance des variables X; que
n n
PY = (z1,...,2) N (Z = (Tpg1,. -, Tn))) = P (ﬂ (X; = mi)> =[P Xi==)
i=1 =1
De méme
k n n
P(Y =(z1,...,7) X P(Z = (Tpy1,-.2n)) = [[P(Xi=z) x [[ PXi=az)=]][P(Xi=m).
i=1 i=k+1 i=1
On a bien montré que Y et Z étaient indépendantes. Il suffit alors d’utiliser le résultat précédent. O
,—[Théoréme 38 (Extension des Coalitions)] \
Soit (X7, ..., X,) des variables aléatoires discrétes indépendantes.
Soitr >letl<as<...<ap_1 <a, <mnet f1,...f sont des fonctions telles que pour tout k € [1;r], fx est
ak+1—1
définie sur H X (82).
iz(lk
Les variables aléatoires fi (X1,..., Xa—1), f2(Xag, .-+ Xaz—1) - -, fr (X4, .., Xp) sont indépendantes.

16
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Soit (L£n),,cn une suite de lois discrétes (c’est-a-dire des probabilités sur des ensembles £, finis ou dénombrables
munis de la tribu P (E,)).

Il existe un espace probabilisé (€2, A, P) et une suite de variables aléatoires (X, )nen discrétes indépendantes
telles que

,—[Théoréme 39 (Théoréme d’extension de Kolmogorov)w

VneN, X,~Ln

~\

Remarque : Ce théoréme permet de justifier les énoncés des exercices / problémes. Il est a priori utilisé de maniére
sous-entendue.

Ezemple : On veut modéliser un jeu de pile ou face infini. Soit p €]0,1[. On se donne les lois de probabilités £,
toutes égales a la loi de Bernoulli B(1,p). Le théoréme d’existence de Kolmogorov assure qu’il existe un espace
probabilisé qui modélise cette expérience.

Ezxercice E12 : Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe de X et

Y vérifie ,
a(j + k)

. 2 . . -
V(],k‘) eN aP(X_jaY_ k) - 2]+k

1. Déterminer la valeur de a.

2. Déterminer les lois marginales de X et Y.

3. Les variables X et Y sont elles indépendantes ?
4. Calculer P(X =).

17



11.4 Lois usuelles

11.4.1 Loi géométrique

—{Définition 40 S

Soit p €]0, 1[. On dit que X suit une loi géométrique de parameétre p si, et seulement si,

X(Q) =N~
Vk e N*, P[X =k] =p(1—p)*!

On note alors X ~ G(p).

\.

Modéle 41

On lance plusieurs fois une piéce dont la probabilité d’obtenir pile est égale & p jusqu’a obtenir un pile. Soit X la
variable aléatoire donnant le | RANG | d’obtention du premier pile. Alors X ~ G(p).

La loi géométrique est la loi du rang du premier succeés.

Remarques :
1. On peut parfois ajouter +o0o dans l'image de la loi et ajouter alors P(X = +o00) = 0.

2. 11 est souvent plus simple de travailler avec des inégalités. En effet pour k € N, (X > k) =" les k premiers

essais ont été des échecs". On a donc
P(X > k) = (1 - p)*

3. Ne pas mélanger la loi géométrique avec la loi binomiale. Dans les deux cas on s’intéresse a une suite
d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme probabilité de succés mais pour la loi binomiale on regarde
le nombre de succes lors d’un nombre donné d’épreuves alors que pour la loi géométrique on regarde le
rang du premier succes.

11.4.2 Loi de Poisson

Siméon Denis Poisson (1781-1840) lost his father at fifteen, and was sent
by his mother to study medicine in Paris to earn his living. Seeing patients
die under his care, he decided (accidentally, having first chosen the wrong
classroom!) to dedicate himself to mathematics. He was received first at the
Ecole Polytechnique at eighteen. Then honors came until the end of his life
(he was even made a baron by Louis XVIII). In mathematics, his interests
ranged over almost all of analysis : integration, Fourier series, probability,
and, especially, mathematical physics, celestial mechanics and electrostatics in
particular. A member of the Royal Council of Public Education, he tried to
develop the teaching of mathematics.

"Life is good for only two things : doing mathematics and teaching it."

18




(Définition 42)

Soit A > 0. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parameétre A si, et seulement si,

X(Q)=N
ATL
VneN, PX=n]=e =

n!

On note alors X ~ P(\).

Remarques :

1. La loi de Poisson était appelée loi des événements rares car on l'utilisait autrefois pour modéliser les
événements rares comme les suicides d’enfants, les accidents dus aux coups de pied de cheval dans ’armée
prussienne.

2. La loi de Poisson est utilisée en télécommunication (phénomeéne de file d’attente), en physique pour
décrire des phénoménes de désintégration radioactive ou encore en biologie pour décrire les phénomeénes
de mutation...

Ezxercice C13 : [CCINP| Soient X, Y, Z des variables aléatoires mutuellement indépendantes définies sur un méme
espace probabilisé (€2, A, P) et suivant la méme loi géométrique de paramétre p €]0, 1].

1. Calculer P(X =Y). En déduire P(X <Y).

2. Déterminer la loi de X + Y.

3. Calculer P(Z > n).

4. Calculer P(Z > X +Y).

Ezercice C14 : |[Mines-Télécom]|

Une urne contient initialement une boule blanche. On effectue un ou plusieurs lancers indépendants d’une piéce
équilibrée :

- si on obtient pile, on ajoute une boule noire et on lance a nouveau la piéce

- si on obtient face, on tire une boule de 'urne et I’expérience s’arréte.

On note X le numéro du lancer auquel on arréte I’expérience.

1. Déterminer la loi de X.

2. Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche & la fin de 'expérience ?

Exercice C15 : |[CCINP|

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre A > 0. On note A I’événement « X est un
nombre pair » et B I’événement « X est un nombre impair ».

Déterminer et comparer les valeurs de P(A) et P(B).

Ezercice C16 : [ICNA]

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire définie sur cet espace et suivant une loi géométrique
de paramétre p €]0, 1].

Pour tout w € Q, on pose Y (w) = @ si X (w) est pair et Y(w) = X(g)ﬂ si X (w) est impair.

Déterminer la loi de la variable aléatoire Y.
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11.5 Calcul de la probabilité d’un événement

Nous exposons ci-dessous une méthode générale pour calculer la probabilité d’un événement.

— Meth 43 |

Un énoncé de probabilités débute en général par un protocole expérimental qu’il faut soigneusement comprendre.
On vous demande alors de calculer la probabilité d’un événement que I'on notera A.

1. Certains énoncés exigent du candidat de linitiative. C’est ainsi a vous d’introduire les événements
élémentaires décrits par le protocole expérimental et de trouver une notation adaptée et intuitive. Lorsque
ces événements élémentaires sont répétés, introduire une indexation des événements précédents (sous
formes de indices).

2. Il s’agit en second lieu de décrire I’événement A & I'aide d’une phrase en frangais qui donne une condition

nécessaire et suffisante pour que I’événement A se réalise :

"I’événement A se réalise si, et seulement si, ... "

Le but est de décrire A & I'aide des événements élémentaires introduits précédemment.

3. Grace & l’équivalence précédente, on peut désormais formaliser mathématiquement I’événement A.
On écrira une égalité ensembliste ot A sera décrit a 'aide des événements élémentaires. On uti-
lisera les opérations ensemblistes : union, intersection, complémentaires d’événements élémentaires,

mais | JAMALIS | des opérations d’additions ou de multiplications | On utilisera le dictionnaire ci-dessous :

Egalité ensembliste Description en frangais
A=BUC A se réalise si, et seulement si, B se réalise ou C se réalise
A=BnC A se réalise si, et seulement si, B se réalise et C' se réalise
A=DB A se réalise si, et seulement si, B ne se réalise pas
A=\ |A; A se réalise si, et seulement si, il existe 7 € I tel que A; se réalise
el

si, et seulement si, un des A; se réalise

A= ﬂ A; A se réalise si, et seulement si, pour tout ¢ € I, A; se réalise
el

si, et seulement si, tous les A; se réalisent

4. On peut enfin calculer la probabilité P[A] grace a la décomposition ensembliste précédente en utilisant les
régles de calcul décrites par la fiche méthode précédente(probabilités d’une union, d’une intersection, d’un
complémentaire...). On exprimera P[A] en fonction des probabilités d’événements élémentaires. On pourra
utiliser des additions et des multiplications & ce stade.
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Remarques :
1. Dans le dictionnaire précédent, nous avons utiliser la traduction pratique :

U «— 3Fier
el
ﬂ —— Viel
iel

2. Le dictionnaire peux contenir deux autres lignes qu’il faut bien comprendre :

Egalité ensembliste Description en frangais
A= U ﬂ A A se réalise si, et seulement si, tous les A se réalisent a partir d’un certain rang.
neN k>n
A= ﬂ U A A se réalise si, et seulement si, une infinité de A; se réalisent.
neN k>n
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11.6 Fiches méthodes : régles de calculs en probabilités

A= () Bn

neN

n
Si (Bn)nen est quelconque : P[A] = nlzr_rooll” l:kOO Bk:|

Si (Bn)nen est décroissante pour 'inclusion, le théoréme de la limite monotone donne :

P[A] =P [ N Bn] = lim P[By]
neN B=PwED

A=ByN---NBy,

Bi, ..., By sont mutuellement indépendants

/ P[A] = P[B1] X -+ X P[Bp].
G J
a 3
A=B1N---NBy
Bi,..., B, sont deux a deux incompatibles

]P‘(Bln--AﬂBn):l—]P‘[Bilu-uUBin]:l—i]P[Bk]

k=1
L J

A=ByN---NBy,

Bi, ..., By sont non indépendants mais chronologiques

Formule des probabilités composées

P(By NN Bn)=B(B1) X Pg, (B2) X -+ X Py ...nB,,_, (Bn)
\ J

A= |J Bn

neN

n
Si (Bn)nen est quelconque : P[A] = nli'i'oolp l:kL_JO Bk:|

oo‘.‘"\

Si (Bn)nen est croissante pour l'inclusion, le théoréme de la limite monotone donne :
P[A] =P Bn| = 1
14] [ U n] o lim_ PlBr]
neN
"
{ B
A=J B
i€l
(Bj)icr sont deux & deux incompatibles
PlAl =P || Bi| = > P[B;]
i€l i€l
. 7

i€l
( 3\
A=ByU---UB,
Bi, ..., By sont mutuellement indépendants
Ainsi By, .

.., Bp sont mutuellement indépendants

JP[QIA.;] =1-P QlBi =1—1P[.('j]13ﬁ] =1—ﬁ(1—]P’(B,-))

J

A=ByU---UB,

Cas général

Formule du crible de Poincaré pour n =2 oun = 3

23 n
P(ByU---UBy)= > [(-1)F? > ]P’(B,;l m-uﬂBik)

k=1 1<0y < <ip<n
7




