Chapitre 12

Ensembles dénombrables
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12.1 Généralités et exemples

Définition 1 (Ensemble dénombrable) |

Soit E un ensemble. On dit que E est dénombrable si, et seulement si, il existe une bijection ¢ : N — FE.

Remarques :

1. L’application ¢ permet d’énumeérer (de "dénombrer") les éléments de E puisque :
E =1Im(p) ={x, = ¢(n) | n € N}.

2. Soit F un ensemble dénombrable. Soit F' un ensemble. S’il existe une bijection de F dans F', alors F' est
aussi un ensemble dénombrable.

3. Un ensemble dénombrable est infini.

Ezxzemples :
1. L’ensemble N est dénombrable puisque Idy est une bijection de N dans lui-méme.
2. L’ensemble N* est dénombrable. Il suffit de considérer le "shift" (décalage) :
{ N — N*
s
n — n+l

qui est bijective.

3. L’ensemble Z est dénombrable. On peut "numéroter" les entiers relatifs de la maniére suivante :

n (|0 1]2]3]|4]5]|6

en) ||0-11]-2]2]|-3]3

L’application :
N —- Z

n
. - si n est pair
L2 2

2

si n est impair



est bijective et :

: 2 i t itif
o PN D si m est positi
—2p —1 sinon
4. L’ensemble N? est dénombrable. II suffit de considérer la bijection
N2 —» N
(@+y)lz+y+1)

(z,y) =

2

Erercice E1 : [Autre preuve du fait que N? est dénombrable]

1. Trouver une bijection trés simple entre N et N*.

2. Démontrer que pour tout n € N*, il existe (p, q) € N? tels que n = 2P(2¢ + 1).
N2 — N

3. On considére I'application ¢ : { (p,q) — 2P(2¢+1)

Montrer que ¢ est une bijection.

4. En déduire une bijection de N? dans N, puis que N? est bien dénombrable.

Théoréme 2

Toute partie de N est finie ou dénombrable.

Preuve : Soit X une partie de N.
Premier cas : Si X est majorée. Soit N un majorant de X. On a alors I'inclusion : X C [0, N]. On en déduit que I’ensemble X est finie.

Deuxiéme cas : Si X est non majorée Considérons ’application :

N — X

0 — ¢(0) =min(X)

1o (1) = min(X\ {p(0)})
el 2 o o) = min(X\ {p(0), p(1)})

n = (P(TL) :min(X\{cp(O)v"'v(P(n_ 1)})
Soit n € N, prouvons que ¢(n) est bien définie.

En effet, X est infini et {¢(0),...,¢o(n — 1)} est fini. Ainsi X \ {¢(0),...,¢(n — 1)} est bien une partie non vide de N. Elle admet donc un
minimum.

Remarquons que ’application ¢ est strictement croissante. Elle est donc injective.
Montrons que ¢ est bien surjective. Soit z € X. Remarquons qu’en prenant :

n=card{dk € X |k<az}eN
on a bien :

z = @(n).

En conclusion, ¢ : N = X est bijective. Donc X est dénombrable.



Théoréme 3

Soit E un ensemble.

S’il existe une injection ¢ : £ — N alors ’ensemble E' est fini ou dénombrable.

On dit que F est au plus dénombrable.

Preuve : _

Soit ¢ : E — N une injection. Alors ¢ : E — ¢(FE) est bijective.
En tant que partie de N, ¢(E) est finie ou dénombrable.

Ainsi E est fini ou dénombrable.

12.2 Opérations sur les ensembles dénombrables

Théoréme 4

Toute partie d’'un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.

Preuve : Soit E¥ un ensemble dénombrable. Par définition, il existe une bijection ¢ : N — E.

Notons ¢ : E — N la bijection réciproque de ¢

Soit F' une partie de E, ’application :

12; . F — N
Lnom 9(n)

est injective.

On en déduit que F' est au plus dénombrable.

Théoréme 5

Un produit cartésien FINI d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.

Preuve : Soit r € N*. Soit E1,..., E, des ensembles au plus dénombrables.
Par définition, pour tout ¢ € [1,r], il existe une bijection v; : E; — N.
Considérons des nombres premiers py, ..., p, fixés et 'application :

Fix---xE, — N
Vérifions que V¥ est injective.
Soit (z1,...,2r) € E1 X -+ X Er et (y1,...,yr) € E1 X -+ X By tels que :

‘I/($17---,1'7") :‘I’(yly---vyr)

Hpi i(zi) _ Hpi i(yi)
i=1 i=1

[N

(1, zr) = (Y1, yr)-

Ainsi ¥ est injective. On en déduit que Eq X --- X E, est au plus dénombrable.

Exemples :

1. On retrouve le fait que N? est dénombrable.

"
((1317---7$7') — p"fl(Z1)-.-p}{}T<zr) _ lez(zz>
i=1

Vi€ [1,r], i(xi) =i(yi) (Unicité de la décomposition en facteurs premiers)

Vi e [1,r], = =vy; (car chaque 1); est injective)

2. L’ensemble Z? est dénombrable. Plus généralement, pour tout r € N*, N” et ZP sont dénombrables.



3. Tout nombre rationnel r € Q s’écrit de maniére unique sous forme d’une fraction irréductible :

r=2 avec (p,q) € ZxN*, pAg=1.
q

Considérons :

{ Q — ZxN*

v
ro= (paq)

L’application ¥ est injective.
Or Z x N* est dénombrable en tant que produit cartésien d’ensembles dénombrables. Il existe une bijection
f:7Z xN"— N.
Ainsi 'application f o ¥ : Q — N est une injection (en tant que composée de deux injections).
On en déduit que Q est au plus dénombrable. Comme Q est un ensemble infini, Q est dénombrable.

Soit I un ensemble au plus dénombrable. Soit (E;);c; une famille d’ensembles au plus dénombrables indicées par
1.
Alors 'union U E; est au plus dénombrable.

i€l

\.

~— Théoréme 6 \

On dit qu'une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est encore au plus dénombrable.

J

Preuve : Pour tout ¢ € I, on considére des injections ¢; : E; — N et une injection ¢ : I — N. On pose E = U E;. Pour tout = de E on note
el

i =min{i € N |z € Ey(;}

Introduisons :

&: E— N2
x> (iz, i, (T))

L’application ® est injective. En composant avec une injection de N2 dans N, on en déduit que E est au plus dénombrable. O

Corollaire 7

1. On retrouve que 'ensemble Z est dénombrable puisque Z = NU (—N).

1
2. On retrouve que ’ensemble des rationnels QQ est dénombrable puisque Q = U —7Z.
pEN*

Exercice B2 :
1. Montrer que Q[X] est dénombrable.

2. Soit a € C. On dit que « est un nombre algébrique si, et seulement si, il existe un polynéme P € Q[X]
non nul tel que P(«) = 0. Montrer que I’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

& Attention

| Un produit cartésien dénombrable d’ensembles au plus dénombrables n’est pas nécessairement dénombrable.

Théoréme 8 (Camtor)w

J
L’ensemble E = {0, 1} n’est pas dénombrable.




Preuve : Rappelons que ’ensemble E est I’ensemble des suites a valeurs dans {0, 1}.
Raisonnons par I’absurde en supposant E est dénombrable. Il existe ainsi une bijection ¢ : N — E.
Pour obtenir une contradiction, construisons une suite de E qui n’appartient pas & ¢(N) en utilisant I’extraction diagonale de Cantor.
Considérons la suite (un) € E définie par :
VneN, u,=1- (P(n)n

On vérifie que la suite (uy) n’appartient pas ¢(N). Ce qui contredit la surjectivité de ¢.
L’ensemble E ne peut étre dénombrable.
Prenons un exemple pour mieux comprendre ce procédé d’extraction diagonale :

o(n) Un
(0,1,1,1,0,1,1,...)
(0,1,0,0,0,1,1,...)
(0,1,1,0,0,1,0,...)

)
)
)

(0,0,0,1,0,1,0, ...
(0,1,0,1,0,0,1, ...

[S10 IO OUR B C R B e B
== OO |||

(0,0,1,1,0,0,1, ...

Théoréme 9

L’ensemble [0, 1] n’est pas dénombrable.

Preuve : Raisonnons par 1’absurde en supposant que I’ensemble [0, 1[ est dénombrable. Ainsi, il existe une bijection ¢ : N — [0, 1[. Ainsi

Im(¢) = {p(n) | n € N} =0, 1.
Or pour tout n € R, le réel p(n) de [0, 1] admet un développement décimal propre de la forme :

Qﬂ(n) =0, dl,nd2,nd3,nd4,nd5,n cee

ot pour tout k € N*, dy, ,, sont les décimales de ¢p(n), c’est-a-dire des entiers de [0, 9] et la suite (d,,)ren+ n’est pas égale & 9 & partir d’un
certain rang.

Pour obtenir une contradiction, nous allons mettre en évidence un réel = de [0, 1] qui ne peut étre égal a 'un des p(n) a l'aide du procédé
d’extraction diagonale de Cantor :

On choisit les décimales de x = 0, cicac3eqcs ... de telle sorte que :

Vk € N*, ¢ € IIO7 SH et ¢ # dk,k~

n »(n) décimales de z n p(n) décimales de z
1| 0,15698 2 vo= 02T

1 | 0,d1,1d2,1d3,1d41d5.1 - - - 0,8]\d ) c1 =

,d1,1d2,1d31d4,1d51 c1 € [0,8] \d1 z # (1)
2 0,d1,2d2,2d3,2d4 2d5 2 . .. co € [0,8]\ da,2 2 0,26988... c2 =3 z # p(2)
3 0, d173d273d3,3d4’3d5’3 ... c3 € [[0,8]] \ d3’3 3 0,89245. .. c3 =7 x # 50(3)
4 0,d1,4d2,4d3,4d4,4d5,4 . .. cq € IIO, 8]] \ da,4 4 0,25569. .. cy =38 T # 50(4)
5 | 0,d1,5d2,5d3,5d4,5d55... | c5 €[0,8]\ds5 5| 0,79985. .. cs =1 z # ¢0)

Cette construction de x prouve par unicité du développement décimal propre que :
vn € N,z # ¢(n).

Donc z ¢ Im(p) = [0,1] et pourtant = € [0, 1[, ce qui est contradictoire.
En conclusion, l’ensemble [0, 1] n’est pas dénombrable.

Théoréme 10]

1. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

2. Tout intervalle non vide et non réduit & un singleton est non dénombrable.




Preyve :
1. Comme [0, 1{C R et que [0, 1] est non dénombrable. Donc R n’est pas dénombrable.

T T

2. La fonction Arctan : R —]%, 7 est une bijection. On en déduit que 'intervalle |7, 5[ est non dénombrable.

Soit a,b € R avec a < b. Considérons ’application :

L1550 = ad]
S0'{ : 2:1: — ar+pS

ol « et B sont choisis de telle sorte que :

@(—%):7()4%4»,3:(1 et @(%)Z*Oég+ﬁ=b

L’application ¢ est une bijection. On en déduit que 'intervalle ]a, b[ est non dénombrable. Remarquons que les inclusions suivantes :

Ja,b[C ] — o0, b]

b b
e o) Jo,biC | — o0,
la, b[C [a,b]
e Jo, b{C Ja, +ocl
’ ’ Ja, b[C [a, +o0[
En conclusion, les intervalles |a, b], [a, b], [a, b[, ]a, b], [a, +00], |a, +00[,] — 00, b],] — 00, b[ et R sont non dénombrables.

Tout intervalle non vide et non réduit & un singleton est non dénombrable.

12.3 Pour aller plus loin

Les ensembles N, Z, Q, R sont infinis, mais sont-ils de la méme "taille" ?
On vient de voir que N, Z, Q étaient des ensembles dénombrables car ils peuvent étre mis en bijection avec N.
Par convention, le cardinal des ensembles dénombrables est noté Xq (lire aleph 0 ou aleph qui est la premiére
lettre de I'alphabet hébreu).
Aussi surprenant que cela puisse paraitre au premier abord N2, Z, Q ont donc la méme taille que N.
Nous avons vu par contre que R n’est pas dénombrable. Or N C R. On peut ainsi affirmer que I'infinité de R est
"plus grande" que celle de N.
On a vu dans le cours sur le dénombrement que si E est un ensemble fini de cardinal n, alors I’ensemble des
parties de E est un ensemble de cardinal 2".
On peut montrer par ailleurs que R est en bijection avec P(N) I'ensemble des parties de N. Par analogie, le
cardinal de R est noté 2%, On a ainsi :

Ng < QNO

Le cardinal qui suit immédiatement Ny est noté Ny, on peut le définir dans le cadre de la théorie des ensembles
de Zermelo-Fraenkel (ZF). L’hypothése du continue affirme que :

Conjecture 11 (Hypothése du continue)}

2R — N .

En d’autres termes, il n’existe pas d’ensemble dont le cardinal est compris strictement entre N et R.

Histoire : Cette hypothése a été énoncée la premiére fois par le mathématicien Georg Cantor. Elle constituait le premier de la célébre liste des 23
problémes de Hilbert. Cette liste avait été établie par le célébre mathématicien David Hilbert pour le congrés international des mathématiciens

de 1900 a Paris. Le but de cette liste était de guider la recherche en mathématiques du siécle alors naissant. O

Théoréme 12 (de Cantor)]

Soit E un ensemble. Il n’existe pas de surjection (et donc pas de bijection) de E dans P(E).

Indication : On raisonnera par I’absurde en supposant qu’il existe une surjection f : E — P(FE) et on considérera

A={zecE|z¢ f(z)}



Ezercice E3 : Montrer qu’il n’existe pas d’application continue f : R — R telle que f(Q) C R\Q et f(R\Q) C Q.

Ezercice EJ : Soit A un ensemble. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes.
1. A est dénombrable;
2. il existe une injection de A dans un ensemble dénombrable ;

3. il existe une surjection d’un ensemble dénombrable sur A.

Exercice BS :
Montrer que I'ensemble P (N) des parties finies de N est dénombrable.
Que dire de I’ensemble des parties infinies de N ?

Ezercice E6 : Soit X un ensemble non dénombrable de réels positifs. Montrer qu’il existe une suite (2,),,cy
d’éléements de X telle que la série ) x,, diverge.

Ezercice K7 :
Soit f : R — R une fonction croissante.

1. Soit (Aj;);c; une famille d’intervalles ouverts non vides de R. Montrer que si les A; sont deux a deux
disjoints, alors I est au plus dénombrable.

2. Montrer que f admet une limite & droite et une limite & gauche en tout point. On note pour tout zg € R

f(xo)t = lim f(z) et f(zo)” = lim f().

$—>$O $—>CCO

3. Montrer que f (z0)” < f (x0) < f (zo) Tpour tout zo € R.

4. Déduire que I’ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.
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