Chapitre 43

Familles sommables
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L’ensemble I désignera dans ce chapitre un ensemble.

43.1 Familles sommables de nombres positifs

43.1.1 Généralités

~— Définition 1

Soit (u;)ier une famille de réels dans [0, +00] indexée par I.
On dit que la famille (u;);e; est sommable si, et seulement si, 'ensemble :

{ZuﬂJCI et Jﬁni}

ieJ
est majoré.
Dans ce cas, la somme de la famille, notée E u; est le réel :
el
E u; = sup E u;
iel JClieg

Dans le cas ou la famille (u;);e; n’est pas sommable, on pose :

Zui = 4o00.

il




Remarques :

1. Dans le cas ou I est un ensemble fini, la famille (u;);e; est sommable et la notation Z u; désigne a nouveau
iel
la somme des termes de la famille finie (u;)ier.
2. Rappelons la notion de famille presque nulle ou a support fini (rencontrée dans le chapitre sur les espaces
vectoriels). On dit qu’une famille (u;);er est preque nulle si, et seulement si, son support S = {i € I | u; # 0}
est fini. Montrons que cette famille est sommable.

Soit J une partie finie de I, on a 'inégalité :

Zuié Z Uz:ZUz

i€J ieJus i€S
——
=M

L’ensemble ZUZ | J C I et Jfinip est majoré par M (et atteint M).
ieJ
Par définition, la famille (u;);er est sommable et :

S ui=Yu

iel €S

,—[Proposition 2} |
Soit (u;)ier et (vi)ier deux familles de réels positifs indexée par I.
On suppose que :

1. Pour tout i € I, u; < v;.
2. La famille (v;);cs est sommable.

Alors la famille (u;);e; est sommable et :

Zui < Zvi.

icl el

\ J

Preuve : Supposons que la famille (v;);c; est sommable. On sait alors que Zvi | JC I et Jfinip est majoré par M = Zvi.
i€J el
Montrons que la famille (u;);cs est sommable. Soit J une partie finie de I. Comme pour tout ¢ € I, u; < v;, on en déduit que :

doui <> v KM=

i€ i€J i€l

Par conséquent, I’ensemble {Z ui | JCI et J ﬁni} est majoré par M = Z’Ui- Ainsi la famille (u;);e1 est sommable et :
icJ iel

Zui <M:ZU«L-

el i€l
O
,—[Théoréme 3 (Casoul = N)} \
Soit (u;)ien une famille de réels POSITIFS indexée par N (c’est -a-dire une suite & valeurs positives).
La famille (u;);en est sommable si, et seulement si, la série numérique Zul est convergente.
i>0
Dans ce cas, on a :
“+o0o
Su=You
ieN i=0




Preuve : Montrons 'implication directe. Supposons que la famille (u;);cn est sommable.
Pour tout n € N, on considére ’ensemble J,, = [0,n] qui est bien une partie finie de N, on sait que :

i€1ln i€N
——
=M

Ainsi :

n
VneN, > u <M.
1=0

Le théoréme fondamental sur les séries positifs assure que la série numérique E u; est convergente et :
i>0

—+o00 n
> ui = sup {Zuz} SM=>u (1)
i=0 neN (=0

i€N

Réciproquement, supposons que la série Zi>0 u; est convergente. Montrons que la famille (u;);en est sommable.
Soit J une partie finie de N. Il existe donc un entier ny € N tel que J C [0,n;]. On en déduit que :

ngy —+oo
Dui< D> wi=y ui <Y ui
i=0 i=0

i€J i€[o,n ]

La derniére inégalité provient du théoréme fondamental des séries positives.

400
L’ensemble Zu, | JCN et Jfinip est majoré par Z u;. Par conséquent, la famille (u;);en est sommable et :
icJ i=0
“+oo
Su<u )
i€N i=0

Dans ce cas, les deux inégalités (1) et (2) donne par antisymétrie :

oo
=0

i€EN

43.1.2 Regroupements par paquets

~— Théoréme 4

Soit (u;)ier une famille de réels POSITIFS indexée par I.
Soit (I, I3) une partition de I.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La famille (u;);es est sommable.

2. Les familles (u;)ier, et (ui)ier, sont sommables.

Zui:Zui—i—Zui.

il i€y i€l

Dans ce cas :

Preuve : Montrons que (1) = (2). Supposons que la famille (u;);c; est sommable. Montrons que les familles (u;);cr, et (u;)icr, sont
sommables.
Soit J1 une partie finie de I;. Remarquons que J; C I1 C I. Ainsi J; est une partie finie de I, on a donc :

Z U; éZui.

i€Jq i€l

L’ensemble Z u; | J1 C I et Ji fini j est majoré par Zul
ieJy iel



On en déduit que la famille (u;);cr, est sommable.
Un raisonnement similaire permet de prouver que la famille (u;);cr, est sommable.

Montrons que Zuz = Z u; + Z ;.
iel icl; icly
Soit J1 une partie finie de I7. Soit J2 une partie finie de I2. Comme I1 NIz = &, on a : J1 NJa = &. Or Jy U Jo est une partie finie de I, ainsi :

Z u; Szui

ieJ Uy iel

Zui+zui<2ui~

icJy icJy iel

Zuiézui—zui

i€ Jy i€l i€ Jg

Cette majoration est valable pour toute partie finie J; de I1, on en déduit que :

Zuigzui—zui

i€l i€l i€Jy
§ u; < E u; — E u;
i€Jo el i€l

Cette majoration est aussi valable pour toute partie finie Jo de I3, ainsi :

Zuigzui—zui

icly iel iel

En conclusion :

Zui:Zui—i—Zui.

iel i€l i€l,

Réciproquement, montrons que (2) == (1). Supposons que les familles (u;);cr, et (u;)ier, sont sommables. Montrons que la famille (u;);er
est sommable.

Soit J une partie finie de I. Comme I = I U 3. On en déduit que J = J NI = (JNI;)U(JNI2). On remarque que J NI est une partie finie
de I1 et J N I3 est une partie finie de I2. On a ainsi :

Zui: Z u; = Z u; + Z Ui<ZUi+Zui-

i€J i€(JNIp)U(JNIz) ieJNIy i€JNIz i€l i€y

L’ensemble Zuz | JC I et Jfinip est majoré par Z u; + Z U;
icJ i€l i€ls
On en déduit que la famille (u;);cr est sommable et

Zui+zui<zui~

i€y i€ly icl
On obtient ’égalité :

Zui:Zui—FZui.

icl ielp icly

Plus généralement :

~— Théoréme 5

Soit (u;)ier une famille de réels POSITIFS indexée par I.
Soit N € N*. Soit (11, ..., Iy) une partition de I.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La famille (u;);es est sommable.

2. Les familles(u;)ier,, - - -, (4i)ier, sont sommables.
Dans ce cas :
N
g ui:E Ui+"'+§ uz‘zg E U
iel i€l i€l n=1 \i€l,




Ezemple : Considérons une famille (u;);ez de réels positifs.
Comme Z = NUZ, . La famille (u;);cz est sommable si, et seulement si, les familles (u;)ien et (u;),c,- sont
sommables si, et seulement si, les familles (u;);en et (u—;);en+ sont sommables.

Dans ce cas :
Zui = Zui—i— Z U—j.

1€EZ 1€EN 1EN*

,—[Théoréme 6 (de Fubini)] \

Soit (u;)ier une famille de réels POSITIFS indexée par I.
Soit (Ip,)nen une partition de I. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La famille (u;);cs est sommable.

2. (a) Pour tout entier n € N, la famille (u;)cs, est sommable.

(b) La série numérique 2 (Z uz> est convergente.

n>0 \i€l,
Dans ce cas :

el n=0 \iel,

Remarque : Dans le cas ou la famille (u;);c; n’est pas sommable, I’égalité :

S (Zu) — 4o

el n=0 \i€l,

reste en fait vraie avec la convention que la somme vaut 4oco.

— Méthode 7 N

Dans le cas ou I = N? ou I = Z?, les partitions les plus souvent utilisées sont les suivantes :

partition suivant N2 72
les lignes Li={(j,i) | § €N} Li={(.9) 1] €2}
les colonnes ={(4,5) | i € N} C; ={(t,4)|ieZ}
les diagonales Dk—{(l,j) eEN?|i+j=k} | Dpy={(Gj)€Z?|i+j=k}

On peut généraliser facilement au cas de (N*)? et (Z*)2.

\

Ezxemple :
FExercice E1 :

1. Montrer rapidement que N* = |_| {2"(2k+ 1) | k € N}
neN

2. Soit = € [0, 1[. Montrer 1'égalité :
2

- Z 2t

Indication : On étudiera la famille (zP)penx.



Ezercice E2 : Soit (up,q)( n+)2 définie par :

P,q)€(

) 1
V(p,q) € (N*)?, upq= (G

ot v € R.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur o pour que la famille (u,4) (p.g)€(N*)2 soit sommable.
43.2 Familles sommables de nombres complexes

Nous allons désormais nous intéresser a des familles de complexes indexée par un ensemble. Nous étudierons tout
d’abord le cas réel, puis le cas complexe.

~— Définition 8 )

Soit (u;)ier une famille de nombres complexes indexée par I.
On dit que la famille (u;);er est sommable si, et seulement si, la famille (|u;|);er est sommable, ce qui revient a

dire que ’ensemble :
{Z]ui\ |JcI et J ﬁm}

icJ

est majoré.

\. J

Afin de définir la somme d’une famille sommable de réels, rappelons :

~— Définition 9 \

Soit x € R,

xz siz>=0
1. La partie positive de x est le réel positif noté T définie par 27 = max(x,0) = {0 7
sinon

L 3 .. . _ —x stz <0
2. La partie négative de z est le réel positif noté = définie par = = max(—=x,0) = . _
sinon

& Attention

| Malgré son nom, la partie négative d’un réel est un nombre positif!!!

Théoréme 10}

Soit # € R, on a les égalités suivantes : x =27 — 2~ et |z|=a2" +a".

,—[Proposition 11} <

Soit (u;)ier une famille de nombres réels indexée par 1.
Si la famille (u;);cs est sommable, alors les familles (u; )ies et (u; )ies sont sommables.

On pose alors :
Su= St - Yt

el el el




,—[Proposition 12}

Soit (u;)ier une famille de nombres complexes indexée par I.
Si la famille (u;)icr est sommable, alors les familles (Re(u;))ier et (Im(uw;))ier sont sommables.

On pose alors :
D ui =) Re(u;) +i» Im(u;).

el el el

43.2.1 Regroupement par paquets

,—[Théoréme 13 (de Fubini)}

Soit (u;)ier une famille de complexes indexée par I.
Soit (I, )nen une partition de I. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La famille (u;);er est sommable.

2. (a) Pour tout entier n € N, la famille (u;);ez, est sommable.

(b) La série numérique Z Z |ui| | est convergente.

n>0 \iel,
Dans ce cas :
+oo
dowm=) | D u
i€l n=0 \i€l,
L
Preuve : Admis O

r—[Corollaire 14]

Soit (u;)ier une famille de complexes indexée par I. Soit ¢ : N — I une bijection.

Si la famille (u;);er est sommable, alors la série numérique g n
n>0

+oo
D W=D Upm)
n=0

icl

o(n) converge absolument et :

Preuve : Remarquons que comme ¢ : N — I est bijective, on a p(N) = I. Ainsi :

“+oo
1= e}

=I,

La famille (I, ), en forme une partition de . En appliquant le théoréme de Fubini & cette partition, on en déduit que la série Z ( Z |ug |> =
n=20 \ie{p(n)}

E [t (n)| converge et :
n=>0

zi’f( > ) ~F

i€l n=0 \ie{p(n)}



43.2.2 Propriétés

Comme dans le théoréme [3] nous avons dans le cas o I = N le lien entre série numérique absolument convergente
et famille sommable :

r—[Théoréme 15]

Soit (u;)ien une famille de complexes indexée par N (c’est -a-dire une suite a valeurs positives).

La famille (u;);en est sommable si, et seulement si, la série numérique E u; est absolument convergente.
120
Dans ce cas :

+o00
E U; = E ;.
0

el =

Preuve : Soit (u;);en une famille de complexes sommable. Raisonnons par équivalences :

La famille (u;);en est sommable  si, et seulement si, la famille (Ju;|);en est sommable  (par définition)

si, et seulement si, la série numérique E |ui| est convergente  (théoréme |3)
i>0

si, et seulement si, la série numérique E u; est absolument convergente.

i>0
—+oo
Vérifions que la somme de la famille (u;);en coincide bien avec la somme de la série numérique E Uj.
=0

Premier cas : Si la famille (u;);en est & valeurs reélles et sommable :

+oo +o0o
Dow = Duwl =D up =)l =) up
i=0 i=0

iel iel el
—+ o0
—_ + _
= > ()
=0

+oo
=0

Deuxiéme cas : Si la famille (u;);en est & valeurs complexes et sommable :

Zui = Z Re(u;) + zz Im(u;)

el i€l i€l
—+o0 —+o0
= Z Re(u;) + ¢ Z Im(u;)
1=0 1=0
—+o0
= ) (Re(w;) +ilm(u;))
i=0

—+oo
=0



r—[Théoréme 16]

1.

Soit (u;)ier et (v;)ier deux familles de complexes indexée par I. Soit A, u € C.

Linéarité : Si les familles (u;);er et (v;)ier sont sommables, alors la famille (Au; + pv;);er est sommable et

dans ce cas :
Z()\uz + /LUZ') = )\Zuz + ,qui.

icl el el

. Positivité : Si la famille (u;);cs est a valeurs positives, alors Z u; = 0.

i€l

. Croissance : Si les familles (u;);cr et (v;)ier sont a valeurs réelles et sommables et que pour tout i € I,

u; < v;, alors :

i€l i€l

. Inégalité triangulaire : Si la famille (u;);c; est sommable, alors :

el el

Preuve :

1.

Supposons que les familles (u;);er et (v;);er sont sommables, montrons que la famille (Au; + pv;);cr est sommable.

Remarquons que :
Viel, [Mug+ pvg] < IA|uil 4 |pflvil.

Soit J une partie finie de I. L’inégalié précédente donne :

S i gl <A il + 1l 3 Joil < 3l 4 1l 3 ol

ied i€J i€J iel iel

=M

L’ensemble Z [Au; + pv;| | J C I et Jfini p est majoré par M. Par définition, la famille (Au; + pv;);er est sommable.
i€J
Montrons P’égalité en utilisant le théoréme [I4] Soit ¢ : N — I une bijection. On sait alors que :
+oo
DO+ pvi) = 3 (Nt () + 10 (m))-

el n=0

Or les séries E Ugp(n) €t E Uy (n) SONt convergentes, ainsi :
n=0 n=>0

+o0 +o0
DO+ i) = XD gy 1Y Vgm)-
el n=0 n=0

Comme les famille (u;);cr et (vi);cr sont sommables, on peut appliquer & nouveau le théoréme Finalement :

> i A ) =AY Jui > v

i€l i€l i€l
Premier cas : Si la famille (u;);er & valeurs positives n’est pas sommable, alors

Zui =400 2> 0.
iel

Deuxiéme cas : Si la famille (u;);c; est sommable, on a pour toute partie finie J de I,

0> ui <D us

i€J el




3. Considérons la famille (v; — u;);er qui est & valeurs positives et sommables par linéarité. On en déduit que :

Z(Ui —u;) = 0.

iel

Par linéarité, on en déduit que :

Zviqu,‘ >0

iel el
Finalement :
E u; < E ;.
icl i€l

4. soit ¢ : N — I une bijection. Comme la famille (u;);cr est sommable, le théoréme [14] assure que :

S =

iel

+oo
D Ue(n)
n=0

“+oo
et D luil = fugm)
n=0

i€l

Or l'inégalité triangulaire pour les séries convergentes assure que :

oo +oo
D Uy < D Jugm]-
n=0 n=0
En conclusion :

i€l i€l

Théoréme 17]

Soit (u;)ier une famille de réels POSITIFS.
Si la famille (u;);er est sommable. et si Z u; = 0 alors pour tout i € I, u; = 0.
i€l

Preuve : Comme la famille (u;);cs est sommable, on a pour tout j € I,

OéujSZui:O
el

Par antisymétrie, on en déduit que u; = 0. En conclusion,
Viel, wu;=0.

,—[Proposition 18 (Conj ugaison)]

Soit (u;)icr une famille de complexes.
Si la famille (u;);er est sommable alors la famille (u;);ec; est sommable.

Dans ce cas :

el el

Preuve : On remarque que :
Viel, [ug] = |ul.

Ainsi par définition, la famille (u;);cr est sommable si, et seulement si, la famille (u;),.; est sommable.

i€

Si la famille (u;);er est sommable, on sait que Z u; = Z Re(u;) + ¢ Z Im(u;). En conjuguant cette égalité, on obtient :

i€l i€l i€l
D ui= Re(u;) —i»  Im(uy).
iel el el

10



D’autre part,

> w=> Re(w)—iy Im(@)=> Re(u;)—i»_ Im(u;)

i€l iel icl iel icl

En conclusion,

Su-yw

i€l i€l

Corollaire 19]

Soit (u;)ier une famille de complexes. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La famille (u;);er est sommable.

2. Les famille (Re(u;))er et (Im(u;));er sont sommables.

Preuve : Montrons que (1) = (2). Supposons que la famille (u;);c; est sommable. D’aprés la proposition précédente, on sait que la famille
(W) est sommable.
Or pour tout 7 € I,

Re (u;) = %(ul-i-zTI) et Im(u;) = %(ul—'le)

On en déduit par linéarité que les familles (u;);cr et (47),;c; sont sommables.

i€
Réciproquement, supposons que les familles (u;);er et (%;);c; sont sommables.
Comme pour tout ¢ € I, u; = Re(u;) + ¢Im(u;), on en déduit a nouveau par linéarité que la famille (u;);cr est sommable.

11



43.3 Permutation des termes d’une série numérique

-1 -1

Faisons un petit tour de mathémagie

1 n—1
Reprenons la série harmonique alternée Z L qui converge vers In(2). En réarrangeant les termes de la
n>1
série devient :
+oo -1
(=) i1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
In(2) = -t =l—-—4 -t - —F == -t - = — F — — — + ...
n(2) n 5737175 677 8t 0 127

1_1_1)+<1_1_1)+(1_1_1)+...+( Lo _1)+...
2 4 3 6 8 5 10 12 2k—1 4k —2 4k

1 1 1 1 1 1 1 1
2_4>+(6_8>+<10_12>+"'+<4k—2_4/~c>+'”
1
2

IS AR WSS AN WA SR
3 4 2\5 6 2\ 2k—-1 2k

Ainsi In(2) = 0 ce qui est absurde.

On ne peut pas permuter les termes d’une série sans précautions. La permutation choisie est telle que la nouvelle
série converge vers la moitié de la somme de la série de départ.

Dans le cas de la convergente absolue, on peut permuter les termes :

~—{ Théoréme 20} N

Soit (un)nen une suite complexe.

On suppose que la série numérique g uy, converge absolument alors, pour toute bijection ¢ : N — N/ la série
n=0

g Ugp(n) converge absolument et on a :

n>=0

—+00 “+00
D toln) = )t
n=0 n=0

Autrement dit, dans le cas d’une série absolument convergente, on peut changer I'ordre des termes pour le calcul
de la somme de la série.

\.

Preuve : Comme la série numérique Z uy converge absolument, la famille (un)nen est sommable. Appliquons le corollaireavec I =N. On
n=0

en déduit que la famille (uy(n))nen est sommable. Donc la série Z Ug(n) converge absolument.
n=0

Doun =Y ug(m)

neN neN

—+oo +oo
doun =D Upny-
n=0 n=0

On a alors I’égalité :

|

Remarque : L’hypothése d’absolue convergence apparait dans tous les théorémes de transfert en probabilités. Le
théoréme précédent nous assure qu’on peut permuter sans danger les termes d’une série constituant la valeur de
I’espérance d’une variable aléatoire.

12




43.4 Applications aux séries doubles

Nous allons nous intéresser au cas ott I = N? (qui rappelons est dénombrable).
S0it (Um,n) (m,nyenz une famille de complexes indicées par N2,
L’un des enjeux de ce paragraphe est de savoir & quelles conditions, il est permis d’affirmer 1’égalité :

“+o00 400 +o00 +o0
> D uig =YY uig
=0 j=0 7=0 =0

Montrons tout d’abord que ces égalités ne sont pas vérifiées en général en traitant les deux exemples ci-dessous :

43.4.1 Exemples

Exemple : Illustrons nos propos avec la suite double (u; ;); jen définie par :

) -1 sii=0
V(i,7) e N, w; s =
) Yl siix1
Représentons les éléments de cette suite dans un tableau infini (ou une matrice infinie). Nous additionnerons
tous les termes des lignes et des colonnes.

)
N 0 1 2 3 pETmZ“W
1 1 1
-1 - — —
0 2 22 23 0
1 1 1
1 ~1 - = — 0
2 22 23
1 1 1
2 -1 - — — 0
2 22 23
3 1 L L 0
2 22 23
lim Zu —00 400 400 400 0
g2 Ui F.I.
iz
p

Grace a ce tableau, on constate que pour tout j € N, lim Z u;j = 0.
p—+00 4

Ainsi pour tout ¢ € N,
q p
lim lim u; 5 =0
q—+00 p——+00 Z Z "I
7=0 =0
q p

D’autre part, lim lim Z Zuw n’existe pas. Il ne peut y avoir égalité entre hm lim Z Zul j et

p——+00 g—-+00 q——+00 p——+00

j=0 i=0 7=0 i=0
q p
lim lim g E
p—>+ooq—>+oo 0 i=0

13



Exemple : Considérons la suite double (u; ;); jeny définie par :

1 sii=j
. 2 . I
V(i,j) €N, ;= 5= st <j
0 siz>j
; P
. 0 1 2 3 4 . li ¥
x pir—i{loogul’]
0 1 0 0 0 0 1
1 1
1 —— 1 0 0 0 —
2 2
1 1 1
2 SN 1 —
92 2 0 0 92
1 1 1
= | = _- 1 el
3 23 22 2 0 23
1 1 1 1 1
4 - I T . =
24 23 22 2 24
1 2
qEIJPOOZ%uZ',j 0 0 0 0 0 N
j:

En utilisant & nouveau le tableau, on constate que pour tout i € N, les séries (simples) Z u;; et Zu” sont

j=0 i>0
convergentes et
.

+oo
Vi € N, zum =0.
j=0

+o0 1
VjeN, ZuiJZE'
1=0

. 1 . .
Or les séries E 0et g % sont convergentes de sommes respectives 0 et 2. On constate ainsi que :
i>0 §j=0

+00 +00 +00 +0o
0=3 Dt 3> w2
i=0 j=0 j=0 i=0
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43.4.2 Généralités

,—[Théoréme 21 (Cas d’une famille positive)W

| \
Soit (Um,n)(m,n)enz une famille de nombre positifs indicée par N2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La famille (wm,5)(m,n)enz est sommable.
2. (a) Pour tout entier n € N fixé, la série numérique Z Um,n est convergente.
m =0
+00
(b) La série numérique Z (Z um7n> est convergente.
n>0 \m=0
Dans ce cas :
+oo [ +o0o +oo [+oo
Z Umn = Z [Z um,n] = Z [Z um,n] .
(m,n)EN? n=0 Lm=0 m=0 Ln=0

Remarques :

1. Si une suite double (u;;)(; j)e+)2 est définie sur N* x N*, on peut définir de maniére superficielle les termes
u0,0, 0,1, U1,0 €1 posant par convention que I up,0 = Up,1 = U1,0 = 0

2. Le théoréme précédent s’applique aussi au calcul d’'une somme d’une série « faussement » double du type

+oo 1
Z Zu” puisqu'il suffit de poser u; ; = 0 pour tout couple (4, j) tel que j > i.
i=0 j=0
E le : Etudions les séries doubl ! ! t i
zemple : Etudions les séries doubles Z T Z 55 © Z T
1,520 1,520 1,j 20
,—[Théoréme 22 (Cas complexe)] \
Soit (Um,n)(m,n)en2 une famille de nombre complexes indicée par N2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La famille (tm,n)(mn)en? est sommable.
2. (a) Pour tout entier n € N fixé, la série numérique Z |tm,n| est convergente.
m =0
+o00
(b) La série numérique Z (Z |umn|> est convergente.
n>0 \m=0
Dans ce cas :
400 [ +0 +oo [+
IS 51D S ES o St |
(m,n)eN? n=0 Lm=0 m=0 Ln=0

A\iti

Ezxemple : Soit A € R, étudions la série double Z

gl
550 !

FEzercice E3 : Soit z € C tel que |z| < 1. On pose :
V(m,n) € (N2, ., = 2™

1. Montrer que que la famille (%m,n)(m,n)em+)2 est sommable.

m,n

2. Montrer que :

400
g P E dp2"
n=1

(m,n)€(N*)?
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ou pour tout n € N* d,, est le nombre de diviseurs positifs de n.

Indication :
1. Appliquer le théoréme de Fubini en utilisant des séries géométriques.

2. Utiliser la partition :

+oo
(N*)2 = |_| In, avec Ip= {(i,j) c (N*)2 | ij = n}
n=1

Correction :
1. Montrons que (Um,n)(m,n)e(n=)2 €St sommable.
n|m

(a) Soit n € N*. La série numérique Z |wm,n| est la série géométrique Z |z dont la raison |2™| < 1. Elle est donc convergente

m>=1 m=0

400
S = A
m=1 1= |Zn|

et sa somme vaut :

|=["

————. Comme |z| < 1, on remarque que :
1—|z7|

(b) Etudions la série numérique Z
n>1

|z

1—|z7| oo

|’I’L

|z"] >0

Or la série Z |z|™ est convergente. D’aprés le théoréme de comparaison par équivalent des séries positives, on en déduit que la
série ——— est convergente.

1—|z7]

D’aprés le théoréme de Fubini, la famille (wm,n)(m, n)en+)2 est sommable.

2. Considérons la partition suivante de (N*)2 :
—+o0
(N)? = | | In avec In={(,5)€ N*)?|ij=n}.
n=1

D’aprés la question précédente, la famille (ui,j)(i,j)e(N*)2 est sommable et :

+oo
Z Ui, = Z Z Ui, 5.
(i,5)€(N*)2 n=1(i,j)€ln
B +oo - +o0 400 +oo
Z 21— Z Z 24 = Z Z 2| = P Z 1| = Z z"card(Iy).
(4,7) E(N*)? n=1(i,j)€ln n=1|(i,j)€ln n=1 (3,5)€ln n=1

Or remarquons que
In = {(i,) € (N)2 | ij =n} = {(z ﬁ,) € (N)? | ij = n} = {(z ﬁ,) | i est un diviseur positif de n }
j j

Ainsi card(I,,) est le nombre de diviseurs positifs de n que ’on note d,,. En conclusion :

ij_+oo n
Z 2¥ = Zdnz .
n=1

(i,5)€(N*)2
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43.4.3 Produit de Cauchy

Considérons deux séries numériques E u; et E v; convergente. On a les égalités suivantes :

i>0
+oo —+00

E (7% E ’Uj =
=0 7=0

Jj=0
—+00 “+oo +oo “+oo
E (7% E Uj = E E Uﬂ}j
=0 7=0 =0 7=0

(’LL()UO + ugv1 + ugva + ... ) + (uwo +uivy +urve + ...

+(UO’U0+’LLQ’1)1+’LLO’L)2+...)+...

A

Aupva Auivg A Uv4 Ausvy A Uqv4
® [ ] ® [ ] L]

upv2 uiv3 u2v3 u3v3 U4v3
® ® (] L ] L )

upv2 U1v2 UuU2V2 u3v2 ULV
] [ ] ® [ ] ®

upv1 U1v1 U2v1 U3 vl U4v1
® [ ] ° [ ] °

upvo ujvo u2v0 u3vo U4v0

0

La question est la suivante, peut-on réarranger les termes de la somme de telle sorte que :

+oo +o0
o) (S ) -
=0 7=0

uovo + (ugv1 + u1vg) + (ugve + uivy + ugvg) + . . .

17



F[Déﬁnition 23]

Soit E Uy et g vy, deux séries numériques. On définit la suite (wy,)nen par :
n>0 n>0

n
vneN, w,= g UpVn—k
k=0

Le produit de Cauchy de Z Uy, €t Z vy, est la série numérique Z W, .
n=0 n=0 n=0

r—[Théoréme 24] N

Soit g Uy et E vy, deux séries numériques.
n=0 n=0

Si les deux séries Z Up, et Z vy, sont absolument convergentes. Alors la famille (v ) (m nyen> est sommable

n>0 n>0
et :

—+00 —+00
§ UmUn = 5 Um 5 Un,
m=0 n=0

(m,n)EN?

Preuve : Appliquons le théoréme de Fubini a la famille (umvn) monEN2-

1. Pour tout n € N fixé, la série numérique g |umvn| est convergente de somme :
m2=0

“+o0
fonl 3 fuml
m=0

car la E Um est absolument convergente.
m=0

“+oo +oo +4o00
2. La série numérique Z [vn | (Z |um|> est elle aussi convergente de somme : Z |vn | Z |um| car la série numérique Z Uy, est
n=0 m=0 n=0 m=0 n>0
absolument convergente.

D’aprésle théoréme de Fubini, la famille (umvn) N2 est sommable et :

m,ne

(m,n)€EN2 m=0 \n=0
O
~—{ Théoréme 25 N
Soit E Uy, €t g v, deux séries numériques.
n>0 n>0
Si les deux séries g Uy, €t g vy, sont absolument convergentes. Alors le produit de Cauchy g wy, est absolument
n>0 n2>0 n>0

convergente et :

+0o0 +o0o n +o0 “+o0o

§ Wy = § UkUn—k | = § Um § Un

n=0 n=0 \k=0 m=0 n=0
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Preuve : Supposons que les deux séries Unp, et vp, sont absolument convergentes. D’aprés le théoréme précédent que la famille (upvn 2
(m,n)€EN

n=>0 n=>0
est sommable et que :
oo —+oo
S = () (50) @
(m,n)eN2 m=0 n=0
Nous allons appliquer le théoréme de Fubini & la partition suivante de N? :
“+oo
N2 = |_| {(m,n) eN? | m+n=p}
p=0

=1,

qui consiste & additionner les diagonales.
D’aprés le théoréme de Fubini,

1. Pour tout p € N, la famille (umvn)(m n)er, est sommable (elle est en fait fini puisque I, est un ensemble fini).

2. La série numérique E g |umvn| | est convergente.
p=0 \(m,n)€l,

Or remarquons que :

VpeN, |wp|=

= Z UmUn < Z ‘umvn ‘

(m,n)el, (m,n)el,

n
Z UpVp—k
k=0

D’aprés le théoréme de comparaison par inégalité des séries positives, on en déduit que E |wp| est convergente. Ainsi la série numérique E wp

p=0 p=0
est bien absolument convergente.
Enfin, le dernier résultat du théoréme de Fubini assure que :
—+oo +oo n —+oo
Z Um Up, = Z Z Um Uy, = Z Zukvp,k = pr.
(m,n)eN2 p=0(m,n)el, p=0k=0 p=0

D’aprés Pégalité (%), on en déduit que :

e (5 (5)

Ezxemples :

1. Soit Z u; j une série double absolument convergente de somme S. On pose

vneN, I, ={(i,j) e N*|i+j=n}

+o00
Justifier que S = Z Z Ui j.

n=0 (i,j)€ln
1

2. Déterminer la nature et la somme éventuelle de la série double Z m
i+ 7)!

1,720
Ezercice EJ : Montrer a 'aide d’un produit de Cauchy que pour tout z € C tel que |z| < 1 :
1 =2

m = Z(n + 1)a"™.

n=0

n
1
Exercice E5 : Soit n € N*. On note H,, = Z = Montrer que :
k=1

+00 -1 +o0
(_1)n _ Hn
D e D D
n=1 n=1

Indication :
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+oo 1
1. Utiliser que e = —.
n!
n=0
2. Faire apparaitre un produit de Cauchy a partir du membre de gauche en justifiant bien son existence.

3. Montrer que :

n

Vn € N*, Z%(:):Zﬂ:%

k=1 k=1
O
Ezercice C6 : [Théoréme de Mertens]
Soit g Uy et E vy, deux séries numériques.
n=0 n=0
On suppose que la série E uy, est absolument convergente et g vy, sont convergentes. Montrer le produit de
n>0 n=0
Cauchy g wy, est convergent et :
n>0
+0o0 +oo n +0o0 “+o0o
5 Wn = 5 § UkUn—k | = 5 Um 5 Un
n=0 n=0 \k=0 m=0 n=0
On introduira pour tout n € N, la suite des sommes partielles :
n “+oo
Vi, = g vy et V= E Un -
k=0 n=0
Indications :
n n
1. Montrer que pour tout n € N, Z Wi = Z upVp—p en utilisant une somme triangulaire.
k=0 p=0
2. Introduisons :
Vi i 0,
VTLGN, fp(n): {’LLp n—p SlpE [[ n]]
0 sinon
de telle sorte que :
n —+oo
d_wk =23 fo(n).
k=0 p=0
3. Appliquer le théoréme de la double limite a la série de fonctions Z fp (qui est définie sur N), puis conclure que :
p=0
n —+oo
li = li = ...
ol 2 we = Y foln)
O
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