MP 19-20 Feuille n°02 : Suites de réels ou de complexes Du 03/09/2019 au 10/09/2019

RESULTATS GENERAUX

Exercice 1. Montrer qu’une suite d’entiers relatifs qui est convergente converge vers un entier, puis qu’elle est
stationnaire (c’est a dire constante & partir d’'un certain rang).

ap+az+...+an
n .

Exercice 2. Soit (a,), ¢y une suite de complexes. Pour tout n € N*, on pose b, =

1. Montrer que si (an), oy converge vers un complexe L, la suite (b;,), oy converge également vers L (c’est le
théoréme de Césaro, hors programme).

2. Donner un exemple simple ot la suite (by,), - converge alors que la suite (an),, oy diverge.

Exercice 3. Soit (uy),, oy une suite de réels qui diverge vers 4+-00. Montrer que la partie de R {un | n e N} posséde
un minimum.

i . Soi une sui é itifs qui ne diver ver . ntrer qu n n extrai
Exercice 4. Soit (uy),cy une suite de réels positifs e diverge pas vers +00. Montrer que ’on peut en extraire
une sous-suite bornée. En déduire que I'on peut en extraire une sous-suite convergente.

Exercice 5. Soit (uy),cy une suite de complexes telle que les sous-suites (u2n),cny » (U2n41)peny €6 (U3n)pen
convergent.
Montrer que la suite (u,), cy converge.

RELATIONS DE COMPARAISON

Exercice 6. Déterminer un équivalent puis la limite de :

(—1) +n o 2 2n + (~1)" cosn
EEw N 3. en = 5. en =

3 —n3 Inn + n?
5 b — In(n+1)\" )
" I B 4. dp=vn+1-+n 6. fn=I%(n+1)—1n’n

1. a, =

Exercice 7. On considére les quatre suites de termes généraux suivants :
2

In (cos (1)) 1\" n+thn o
an:—T" ) bn:<1+n) ) Cn:m ) dn:<€‘““—1)5hn

1. Donner un équivalent simple (i.e. composé d’expressions du type n®, (In n)ﬁ et 4™) pour chacune de ces 4
suites et donner leurs limites.

2. Comparer par prépondérance les suites qui tendent vers +o0o et I'inverse de celles qui tendent vers 0.
n—Ilnn

3. Mémes question en rajoutant la suite e, = ]
nn

SUITES RECURRENTES

Exercice 8. Déterminer la nature et I'éventuelle limite de la suite (), définie par la donnée de 2o > 0 et de

. 1 22 )
la relation de récurrence x,4+1 = 1 + 7" on discutera selon la valeur de xq

Exercice 9. (a,),cy est définie par ag € R et Vn € N, ap 1 = sin (ay,)

1. Etudier la convergence et la limite de la suite (an),cy

T
2. On supposera ici ag € }0, 5} . Déterminer un réel s non nulle tel que a;,,; — a,, ait une limite finie non nulle
L.

En déduire, grace au théoréme de Césaro (cf Ex. 2), un équivalent simple de a,,.



Exercice 10. En s’inspirant de Iexercice précédent, déterminer un équivalent de la suite (uy,) définie par

neN
ug >0, et Vn € N, up11 =uy +

Nk

1

Exercice 11. Etudier la suite (uy,),cy donnée par ug > 0 et Vn € N, u,q1 = T
Unp

/ 1
Exercice 12. Etablir que \/1+ 1—#«/1%—,/...:1—1-1_{_71
I+

Exercice 13. On considére une fonction f : [a,b] — [a,b] de classe €' vérifiant : Va € [a,b], | f'(z)| < 1.

1. Montrer que f admet un unique point fixe.

2. On considére la suite (up), oy définie par ug € [a,b] et Vn € N, upy1 = f(uy,). Montrer que (uy,)
converge.

neN

AUTRES TYPES DE SUITES
Exercice 14. Pour tout n > 1 on pose : u, = H (1 + 12) et v, = (1 + 1> U,
Pl k n

1. Etudier la monotonie, puis la convergence des suites (uy),cn+ €t (Vn),cn+- On montrera qu’elles convergent
vers une méme limite L dont on ne cherchera pas a préciser la valeur.

v ) . .
2. Montrer que : Vn > 0, up, < L < v, et v, — u, < L Déterminer un entier N tel que upn soit une valeur
n

approchée de L a 107! prés, ainsi qu’une telle valeur approchée de L.

Exercice 15. Montrer que pour tout n > 1, I’équation x +1nx = n admet une unique solution, notée x,. Etudier
la monotonie et la convergence de la suite () Donner un équivalent simple y,, de x,, puis un équivalent de

Ln — Yn-

neN**

Exercice 16. Montrer que pour n > 2, le polynome P, = X — X —1 admet une unique racine z,, sur le segment
[1,2]. Montrer que (25,5, converge vers 1 puis donner un équivalent de (z,, — 1).

Exercice 17. Etudier les suites (uy), oy €t (Zn),cy données par : ug = a, a > 0; x9=0b, b > 0et, Vn €
Up + Tp,  2up g

SUITES USUELLES

Exercice 18. Etudier la convergence et la limite de la suite définie par : ug € R et Vn € N u,41 = §un -1

Exercice 19. Etudier la convergence et la limite de la suite définie par : ug € R et Vn € N u,11 = 2uy, — 3

Exercice 20. Déterminer la forme du terme général de la suite réelle (uy, ),y donnée par la relation de récurrence :
Un+2 + 2Up+1 + auy, = 0 (on discutera selon le paramétre a).

Exercice 21. On considére la suite (uy,) définie par : ug = 0, u; = —17 et, pour tout n, upro+4un+1—4u, =n

neN

1. Déterminer une suite (vy,), oy de la forme v, = an + b vérifiant la méme relation de récurrence que (uy),,cy-

2. Déterminer le terme général de la suite (wn),cny = (Un — Vn) ey, €n déduire le terme général de la suite
(“n)neN7 et préciser son comportement asymptotique.

Exercice 22. On considére une suite de réels u = (uy),, . Etudier suivant les cas la convergence de la suite u
1. ug e R et Vn € N, un+1:ui
2. ug € Ret Vn € N, un+1:ui+1
3. ug>0,u; >0et Vn € N, upyoun :uflﬂ



